Capitulo 6

Geometria euclidea plana

6.1 La geometria del triangulo

En esta seccién vamos a establecer los resultados basicos minimos para desarrollar los temas de las
préximas secciones, junto con su terminologia y convenciones. Cuando se necesite se usard un sistema de
referencia métrico fijado de antemano.

Terminologia.- Dado un tridngulo ABC' se llaman lados a las rectas AB, AC, BC, o bien a los segmentos
AB,AC, BC, o bien a las longitudes de estos segmentos, que se designaran con los mismos simbolos que
los propios segmentos, o en la forma siguiente: a = BC,b = AC,c = AB. Se notaré r4p a la semirrecta
de origen A que contiene a B. Se llaman angulos del triangulo a

o~ — —~ — —~ —

A= (rap,rac),B = (rpa,rsc),C = (rca,rcB),

y a sus medidas se las designard también por A\7§76. Se llaman alturas del tridngulo, bien a las
perpendiculares por cada vértice al lado opuesto, bien a los segmentos de extremos cada vértice y el
pie de la perpendicular, bien a sus longitudes. Se llaman medianas del tridangulo a las rectas que unen
cada vértice con el punto medio del lado opuesto, o bien a los segmentos correspondientes. Se llaman
mediatrices del triangulo a las de sus lados.

Teorema 6.1.1.— TEOREMA DEL COSENO. En un tridngulo ABC' se verifica:

BC® = AB +AC° —92AB-AC -cos A
AC® = AB +BC° —24AB-BC -cosB
AB° = AC° +BC° —24C-BC - cosC.

DEMOSTRACION: Basta probar la primera. Se tiene
BC’ =BC’ = (AC — AB)’ = AC" + AB° — 2AB - AC =
—AC* + AB° — 24AB - AC - cos A.
Notese que, como caso particular, se tiene el llamado teorema de Pitagoras:

SiAd=Zes BC = AB +A4C".

Proposiciéon 6.1.2.— En un tridgngulo, a lados iguales se oponen dngulos iguales y viceversa.
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Figura 6.1: Angulos y lados

DEMOSTRACION: Obsérvese que, si u, v son vectores unitarios, es (u+v) L (u—v). Se tiene

wsp_ BABC 5 CA.CB
|BA||BC| ~|CA||CB)’

luego

Gy BT (AT B
COS COS = |B?" |E| ‘E| .

AC | AB
|AC| ~ |AB|

AC  AB\
|AC| |AB

A = |AC| = |AB| + AC = AB.

cosécos]§0<:>< )J_B?<:>

3X € R tal que ﬁ:ﬁ—@:A(

Esto prueba el resultado.
Proposicién 6.1.3.— En un tridngulo, a mayor dngulo se opone mayor lado y viceversa (ver figura 6.1).

DEMOSTRACION: Basta probar el primer aserto. Sea A > B; existe un rayo interior ¢ a la regién angular

[rap Urac| tal que (rap,t) = B. Dicho rayo corta a BC en un punto A’ y, en el tridngulo AA’B, es
A’A = A’B. Entonces

BC = BA + A'C = AA + A'C > AC.

Esto prueba la proposicién.

Notas 6.1.4.— Antes de estudiar la igualdad de tridngulos recordemos que la imagen de una semirrecta
mediante un movimiento es otra semirrecta, transformandose origen en origen. Vamos a profundizar un
poco mas en la acciéon de los movimientos sobre las semirrectas.

6.1.4.1. Dadas dos semirrectas, existe al menos un movimiento que lleva una sobre la otra, pues basta
considerar la traslacién que lleva el origen de una sobre el de la otra, seguida del giro de centro el origen
comun y angulo el que forman ambas después de la traslacion.

6.1.4.2. Hay exactamente dos movimientos que dejan invariante una semirrecta dada: la identidad y la
simetria de eje la recta que la contiene. En efecto, sea r; una semirrecta de origen A, r la recta que la
contiene, f € Mo(X) tal que f(r1) = r1. Entonces f(A) = Ay f(r) =r. Asi, si f es directo debe ser la
identidad (pues la simetria de centro A intercambia 71 y su opuesta). Si f es inverso, es necesariamente
la simetria de eje r pues la de eje perpendicular a r intercambia r; con su opuesta.

6.1.4.3. Dadas dos semirrectas, existen exactamente dos movimientos que transforman una en otra, uno
directo y el otro inverso.



6.1. LA GEOMETRIA DEL TRIANGULO 3

En efecto, sean ry, ] dos semirrectas, 7, r’ las rectas que las contienen, o, o’ las simetrias de ejes respectivos
r,rv’. Sean f,g € Mo(X) tales que f(r1) = g(r;) = r|. Entonces ¢~'f deja invariante a r;, luego
g g 1 g J g
g f=idx 6g ' f=0cyasig=f 6 g= fo,lo que prueba el enunciado. Nétese que, por lo anterior,
!
g=dad'f.

Definicién 6.1.5.— Se dice que dos tridngulos son iguales si existe un movimiento que lleva uno en otro.
Vamos a estudiar ahora los casos cldsicos de igualdad de tridngulos.

Teorema 6.1.6.— Sean ABC, A’B'C’ dos tridngulos; las condiciones siguientes son equivalentes:
a). 3f € Mo(X) tal que f(ABC) = A'B'C".
b). ABC y A’B'C’ tienen iguales las longitudes de dos lados y el dngulo comprendido.
¢). ABC y A'B'C’ tienen igual la longitud de un lado y los dngulos adyacentes.

d). ABC y A'B’'C’ tienen iguales las longitudes de los tres lados.

DEMOSTRACION: Es claro que la primera condicién implica las otras tres; veamos el reciproco.

b) = a) .

Supongamos que AC = A'C’, BC = B'C" y C = C'. Uno de los dos movimientos que lleva ro 4 sobre
rcrar debe llevar B sobre el mismo semiplano de borde A’C’ que contiene a B’. Entonces rcp va sobre
rcr g por igualdad de dngulos, B sobre B’ y A sobre A’.

c) = a).

Si, ahora, AC = A'C", A= 1/4\’, C= 6’\’, se toma el movimiento f tal que f(rca) =rcary f(B) estd en
el mismo semiplano de borde A’C’ que B’. La igualdad de lados implica que f(A) = A’ y la de dngulos
que f(TCB) =Tc'B’, f(""AB) =TA B luego f(B) =B

d) = a) .

Por el teorema del coseno es C' = C” y estamos en uno de los casos anteriores. Esto prueba el teorema.

Estudiamos a continuacién la suma de los angulos de un tridngulo.

Lema 6.1.7.— Sean r,s dos rectas paralelas distintas, t una recta secante a ambas, A=tNr, B=tNs,
ro, So las dos semirrectas de r,s contenidas en el mismo semiplano de borde t, r1,s1 las opuestas. Se
verifica que

— —

(r1,7aB) = (TBA4, S0)
y estos dngulos se llaman alternos internos, por respetar la terminologia cldsica (ver figura 6.2).

DEMOSTRACION: Sea o la simetria de centro el punto medio O de AB; entonces 0(A) = B,o(B) = A,
luego o(rap) = rpa. Como @ = —idy, es o(r) = s,0(s) = r. Como O es el punto medio de Po(P), P €
r1, es o(P) € sp, luego o(r1) = sp,0(ro) = s1, y asi la conclusién es obvia.

Teorema 6.1.8.— La suma de los dngulos de un tridngulo ABC es w (ver figura 6.3).

DEMOSTRACION: Sean P = A — BC, Q = A+ BC. Entonces

— —

(rap,7aB) = (rpa,rc) = B

por alternos internos. Y andlogamente,

— —

(rag,rac) = (rca,reg) =C

por alternos internos. De aqui se deduce que A+B+C=n.
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Figura 6.2: Angulos alternos internos

Figura 6.3: Suma de los angulos de un tridngulo
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6.2 Circunferencias

Definicién 6.2.1.— Una circunferencia de radio v € R™ y centro un punto C es el lugar geométrico de
los puntos del plano cuya distancia a C' es r.
Respecto de un sistema de referencia métrico, si C' = (¢1, ¢2), la ecuacién de la circunferencia serd

C:(z—c1)*+ (y—c2)? =12
Proposicién 6.2.2.— (POSICIONES RELATIVAS DE UNA CIRCUNFERENCIA Y UNA RECTA)
Sea C una circunferencia y t una recta. Se verifica una de las siguientes posibilidades:
1. tNC =0 y en este caso se dice que la recta es exterior a la circunferencia.
2. tNC ={P} y en este caso se dice que la recta es tangente a C en el punto P.
3. tNC ={P, Py} con P # Py y en este caso se dice que t es secante a C.
Ademds, si P € C yt es una recta que pasa por P, entonces:

t es tangente a C en P <— t1CP

siendo C' el centro de la circunferencia.

DEMOSTRACION: Tomamos un sistema de referencia donde C' = (0, 0) por lo que

C:az?+9%=r2

Supongamos que t es una recta arbitraria, A = (aj,as) un punto de ¢ y v = (v1,v3) un vector director
de t. Las ecuaciones paramétricas de t seran

£ T =ai + A\
|l y=az+ Avs

Para calcular t N C hay que resolver la ecuacién
(a1 4+ Av1)? + (ag + Mvg)? = 72;

M (0] 4+ v3) + A2(viay + vaaz) +at + a3 —r? = 0.

Llamando a = v? + v2, b = 2(via; + v2a2) y ¢ = a? + a3 — r2, se tiene que a # 0 pues v # 0, luego la
ecuacién anterior puede:

1. No tener solucién si b2 — 4dac < 0.
2. Tener una tnica solucién si b2 — 4ac = 0.
3. Tener dos soluciones si b2 — 4ac > 0.

Supongamos P = A € C entonces a? + a3 = r2. La interseccién de ¢ y C se obtiene de la ecuacién
AT + v3) + 2(v1a; + vaaz)) =0,

cuyas soluciones son A = 0y A = —2%. La solucién sera tunica si y sélo si viay + veas = 0.

1 2
Equivalentemente, si v1.CP = OA.

Proposicién 6.2.3.— (ARCO CAPAZ) Sean A, B y C tres puntos distintos de una circunferencia de
centro un punto D. Denotemos
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FEntonces: R R
Si A y D estdn en un mismo semiplano determinado por BC, A’ = 2A.

En otro caso, A’ = 2r — 2A.

DEMOSTRACION:
Supongamos primero que A y D estdn en un mismo semiplano determinado por BC'.
Empecemos estudiando el caso en que BC' sea un didmetro. Tenemos que probar que A = 7.

A
A
N

Los tridngulos ABD y ADC son isésceles. Si denotamos « y [ a los dngulos respectivos en A, se
tendrd A = o+ 8. Usando que la suma de los 4ngulos de un tridngulo es 7, llegamos a

2a0+ 20 + m = 2m,

luego 2(a + ) = . Por tanto, A=a+p8= 5
Si BC no es un didmetro, distinguiremos casos segtin D esté en el interior de ABC' o no.

En el caso limite en que D esté en el lado AB 6 AC, por ejemplo en AB (andlogamente se razonarfa
si estd en AC):

El tridngulo ADC es isésceles, luego en D el dngulo serd m — 2A. Por tanto, A = 2A.
Si suponemos D interior al tridngulo ABC:

A

Podemos denotar A, B y C a los dngulos del tridngulo ABC'. Se tiene que
A+B+C=nm.

Formamos tres tridngulos isosceles al unir D con los puntos A, B'y C'. Denotemos a, 8y 7 a sus dngulos
en estos puntos. Concretamente suponemos A=v+ 06, B=v4+ay C=a+ (.
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Podemos denotar A’, B’ y C" alos angulos de estos triangulos isésceles en el punto D. Se verifica que
A+20=m,B +28=mC" +2vy=m,
y que
A"+ B +C' = 2r.

De donde R R . R
A=21—B —C' =21 — (r—28) — (7 —27) = 2(B +7) = 2A.

Si suponemos D exterior al tridngulo ABC"

P = A
v

Sea P el punto de interseccién del didmetro (A, D) con la circunferencia, P # A.
El tridngulo ADC es isdsceles, si llamamos « al angulo en A, 2a = Z(D?D, Db)
El trisgngulo ADB es isésceles, si llamamos 3 al éngulo en A, 8+ A = oy 23 = /(DP,DB). Por
tanto,
A" = /(DP,DC) — L(DP,DB) = 2a — 28 = 2(a — 8) = 2A.

Supongamos para acabar que A y D estdn en distintos semiplanos determinados por BC. Sea P el
punto de interseccién del didmetro (A, D) con la circunferencia, P # A.

P

BC
A

El tridngulo ADB es isésceles, si a es el angulo en A, se tiene que Z(D_P, D_B) = 2a.
El tridngulo ADC es isdsceles, si 3 es el angulo en A, se tiene Z(DHP7 Dt’) = 20.
Por tanto,

A" =91 — /(DP,DB) — L(DP,DC) = 21 — 20 — 23 = 27 — 2(a + ) = 27 — 2A.

6.3 Elementos notables de un triangulo

El siguiente paso en el estudio de la Geometria del tridngulo es describir los llamados puntos notables:
baricentro, circuncentro, ortocentro e incentro. Dado un tridngulo ABC', hay una tnica circunferencia I
que pasa por los tres puntos A, B, C'. Dicha circunferencia se dice que esta circunscrita al tridngulo, y su
centro D es el punto de interseccién de las tres mediatrices de los lados de ABC. Al punto D se le suele
llamar cldsicamente el circuncentro del tridngulo ABC.

Proposicién 6.3.1.— Si ABC es un tridngulo, existe un unico punto G del plano, tal que

GA+GB+GC =70
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A

M 4 a

Figura 6.4: Baricentro de un Tridngulo

DEMOSTRACION: Si O es el origen de coordenadas, se tiene:
GA=GO+0A , GB=GO+0B , GC=GO+0C

y, sumando las tres igualdades, resulta:

ﬁ):3@+07+0—B>+O? de donde O?—W

y de aqui se obtiene el tinico punto G = O + %(M + OB + O?)
Proposicion 6.3.2.— Si M4 es el punto medio del lado BC, se verifica:

AG = 2G M4

y lo mismo para los otros lados.

DEMOSTRACION: Por la proposicién anterior se tiene:
AG =GB+ GC

y entonces:

AG = GM4 + MAB + GMa + MaC = 2GMa

Esto prueba que AG = %A—J\/[A) y asi, G estd sobre la mediana AM,. Andlogamente sucede para las
otras medianas, luego el punto G es el punto en el que se cortan las medianas y se llama baricentro del
tridngulo. Por otra parte, usando coordenadas cartesianas, si A = (a1, a2), B = (b1,b2),C = (c1,¢2), las
coordenadas cartesianas de G son:

G — a1+b1+61 a2+b2+02
B 3 ’ 3 '
Proposicion 6.3.3.— Las alturas de un triangulo ABC concurren en un punto llamado ortocentro.

DEMOSTRACION: Si por cada vértice se traza la paralela al lado opuesto, se obtiene un nuevo tridngulo
A’B'C’, y los vértices del primero son los puntos medios de los lados del segundo pues, por el teorema
de las partes de paralelas comprendidas entre paralelas, se tiene, por ejemplo,

AC" = BC = AB'.
Asf las alturas de ABC' son las mediatrices de A’B’C’, que concurren en el punto H.

Corolario 6.3.4.— RECTA DE EULER. En un tridngulo, el baricentro, el ortocentro y el circuncentro
estdn alineados.
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Figura 6.5: Ortocentro

DEMOSTRACION: Sea D el circuncentro, H el ortocentro y G el baricentro de ABC, y tracemos las
paralelas a cada lado por el vértice opuesto, como en la proposicién anterior. Los baricentros de ABC
y A’B’'C’ coinciden. Por consiguiente, la homotecia de centro G y razén —2 transforma A en A’, B en
B’ y C en C’. Como circuncentro se transforma en circuncentro por esta homotecia, el circuncentro de
ABC va sobre el ortocentro. De ahi el resultado. Nétese que GH = —2GD.

Proposicion 6.3.5.— En un tridngulo ABC' los simétricos del ortocentro respecto de cada uno de los
lados estdan sobre la circunferencia circunscrita.

DEMOSTRACION: Sea D el circuncentro, H el ortocentro y G el baricentro. Sea A’ el pie de la altura
que pasa por A, A” la interseccién ulterior de esta altura con la circunferencia circunscrita, y A el
punto medio de BC. Si h es la homotecia de centro Gy razén —2, entonces h(A;) = Ay h(D) = H,
luego HA = 7217{1. Sean o la simetria de eje BC' y 7 la traslacién de vector Iﬂ, y consideremos la
composicién ¢’ = To. Entonces ¢’ es la simetria de eje BC + (1/2)]—ﬂ7 que es la paralela a BC por
D. Esta simetria transforma la circunferencia circunscrita en ella misma, pues su eje pasa por el centro,
luego o/ (A”") = A. Asf, 0(A”) = 771(A) = H, lo que prueba el resultado.

Otro elemento notable de un triangulo es el incentro , centro de la circunferencia inscrita, que vamos a
describir a continuacién.

Lema 6.3.6.— Sean rg,r1 dos semirrectas de origen comun A no contenidas en la misma recta, ug, uz
los vectores unitarios sobre 1o, r1, respectivamente. El lugar geométrico de los puntos de la region angular
[ro Ur1] que equidistan de las rectas que contienen a ro,r1 es el rayo interior

t:A—I—{)\(u0+u1)|)\20},

al que se llama la bisectriz de la region angular. Por abuso de lenguaje, diremos que el rayo t es la
bisectriz del dngulo (ro,71).

DEMOSTRACION: Sea P = A + Aug + pu; un punto de la regién angular. La perpendicular por P a la
recta que contiene a rg es
A+ dug + pur+ < (ug - up)ug —ug >,

y su punto de corte con rg es Py = A+ [A + p(up - ug)]ug. Asi
150?) = pu[—(up - uy)ug + uy].
Haciendo lo propio con la otra recta obtenemos un punto similar P; tal que
PP = Aug — (ug - uy)uy].

Asi | Py f’| =|P ﬁ| siy s6lo si A = u, de donde el resultado.
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Teorema 6.3.7.— Las bisectrices de los tres dngulos de un tridngulo concurren en un punto I interior
al tridngulo, que es centro de una circunferencia tangente a los tres lados, y que se llama circunferencia
inscrita en el tridngulo. SiIa (resp. Ip,Ic) es el punto de interseccion de la bisectriz del dngulo A (resp
E,é) con BC (resp. AC,AB), es

Blyn Cla

c b’
y andlogas relaciones para los otros puntos. Al punto I se le llama incentro del tridngulo.

DEMOSTRACION: El punto 14 es de la forma I4 = A + A\(u + v), siendo u y v vectores unitarios sobre
las semirrectas 74 y 7ac respectivamente, esto es, u = %A.B) yv= %m, luego,

IA:A+/\(1E+2ﬁ>
C

y para que I, pertenezca a BC, se deduce expresando B—IA) =BA+ A—L; como combinacién lineal de AB
y BC' que tiene que ser (A/c) + (A/b) = 1, de donde A = be/(b+ c). Asi,

AC

b c
Ir=A A§
A R

Andlogamente, los puntos Ig, Ic vienen dados por:

Ig=B+—2 BA+—-S_BC,
a—+c a—+c

Ie=C+—2CA+-2 CB,
a+b a+b
y se comprueba que el punto I dado por:

I=A+ AC
a

b qp e
+b+c a+b+ec

I=B+—9 BAy B0
at+b+ec a+b+ec

CAi+— B

a
—C
a+b+c a+b+c
pertenece a las rectas Al4, Blg, Clg, ya que

I=C+

— a—l—b—i—cﬂ

Al 4 =
4 b+c
N b
BIB:a—i- —|-ch
a-+c
m: a—&—b—!—cm

De otro lado:

bm+cm20

de donde
BlIy, Cly

c b’

lo que prueba el teorema.

Proposicién 6.3.8.— TEOREMA DE LAS MEDIANAS. En el tridngulo ABC sea A’ el punto medio de
BC yma = AA" la mediana relativa ol lado BC. Entonces

my = %\/21)2—}—202 — a2
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DEMOSTRACION: De a2 = b2 + 2 — 248 - AC y de AA' = (AB + AC) se deduce que

1
2

mi:m2:i(m2+ﬁ2+2ﬁ-m):

1 1
= 1(c2 +02 0?4 —a?) = Z(%Q +2¢% — a?).

Esto prueba la proposicién.

6.4 Areas

Lema 6.4.1.— El drea de un tridngulo es igual a la mitad de la longitud de uno de sus lados por la
longitud de la altura relativa a él.

DEMOSTRACION: Sea ABC el tridngulo. Consideramos la paralela a BC que pasa por A y tomamos los
pies de las perpendiculares a esta recta desde B y C. Obtenemos los puntos B’ y C’ respectivamente.

Probaremos que la superficie del tridngulo ABC, S(ABC), es la mitad de la del recténgulo BCC'B’,
S(BCC'B’). Esto prueba el resultado.

Sea A’ el pie de la perpendicular a BC' desde A.

Si A’ esté en el segmento BC, los tridngulos BA’A y CAA’ son iguales a BAB' y CAC’ respectiva-
mente (son iguales sus lados). Por tanto,

S(BCC'B') = S(BA'A) + S(BAB') + S(A'CA) + S(CC'A) =
2S(BA'A) + 2S(A'CA) = 2S(BC A).

Si A’ no esta en el segmento BC, supongamos para fijar orientacién que B esté en el segmento A'C.
Tendremos

S(AA'CC"y = S(AA'BB') + S(B'BCC") =
S(AA'B) + S(ABB') + S(B'BCC") = 25(AA'B) + S(B'BCC").
Por otra parte,
S(AA'CC"y = S(AA'C) + S(ACC") = 2S(AA'C) = 2(S(AA'B) + S(ABCQ)).

Simplificando obtenemos
S(B'BCC") = 2S(ABC).

En el caso limite en que A’ sea B 6 C, la descomposicién de dreas es evidente.

Corolario 6.4.2.— FEl drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el
seno del dngulo comprendido.

DEMOSTRACION: Es inmediata del lema anterior.

Proposicién 6.4.3.— (AREA DE UN TRIANGULO) Si A = (ay,as), B = (b1,by), C' = (c1,¢2) son tres
puntos no alineados, el drea del tridngulo ABC' es

1 1 a1 ao
S(ABC) = 5 det 1 bl b2
1 C1 C2

DEMOSTRACION: Por el lema anterior sabemos que S(ABC) = %|Bb|d(A,W).
Se tiene que BC = (1 — by,ca — by), y el lado BC tiene por ecuacién

po. T yhe

c1— b C2—bz’
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es decir L
BC : (CQ — bg)x — (Cl — bl)y = blcz — bgCl.

Usando la ecuacién normal de esta recta obtenemos

co — ba)ay — (c1 — by)as — bica + bacy |

.
d(A, BC) = V(2 = b2)2 + (c1 — by)?

Luego,
1
S(ABC) = §|(62 — bg)al — (Cl — bl)ag — b102 —+ b201| =

1 1 a; as
— |det 1 b1 b2
2 1

C1 (6]

Teorema 6.4.4.— TEOREMA DEL SENO. Sea ABC' un tridngulo cualquiera, S su drea; se verifica

a b c abc B

senA  senB  senC 25

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

2R

DEMOSTRACION: Las primeras igualdades son inmediatas a partir de 6.4.2. La tltima igualdad sigue de

la propiedad de arco capaz de la circunferencia 6.2.3:
a

Basta probar que senA = 55+ Sea D el circuncentro.

Si D estd en BC, por arco capaz, A = 5 Por tanto, senA = seny = 1= 5%, pues a = 2R.
Si D no estd en BC, sea D el angulo en D del tridngulo isésceles BC'D. Tomando la altura desde D

. .y , . . D - a D _ a
formamos un tridngulo rectangulo de hipotenusa R, cateto opuesto a 5 igual a 5. Por tanto, seng = 3R

D
2

En el caso en que A y D estan en el mismo semiplano determinado por BC, D= 2/1, luego senz =
senA. o R
Ahora bien, si D y A estan en distintos semiplanos determinados por BC, D = 27 — 2A. Por tanto,

D

ﬁ_ _A b _ N
5 =7m—Aysens = senA.

Otras formulas del area de un tridngulo estdan contenidas en las dos proposiciones siguientes.

Proposicion 6.4.5.— Se verifica que

a senBsenC

S=—  ——.

2 sen(B+0)
DEMOSTRACION: Se tiene que
-~ asenB . asen§ . N
— besenA _ senA senA S —
2 2
_a? senBsenC _a senBsenC _a? senBsenC
2 senA 2 sen(n— (B+C)) 2 sen(B+ 6’)

Proposicién 6.4.6.— FORMULA DE HERON. Sip = (a+b+c)/2 es el semiperimetro del tridngulo, se

verifica que
S=pp—a)(p—b)(p—o).

DEMOSTRACION: Se tiene que
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be’

R 42— a2 R
cosAz%caﬂsenA:
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luego
P - g~ (b2 + C2 _ a2)2 482
1 = cos A+S€n A:W_FW:
B 1652 + (b + ¢? — a?)?
N 4b%c? ’
de donde
1652 = 4b?c? — (b2 + ¢ — a?)? = (2bc +b? + 2 — a?)(2bc — b? — 2 +a?) =
=[b+c)?—a*[a®* - (b—c)]=(b+c+a)b+c—a)a+b—c)la—b+ec),
y asi

a+b+c —a+b+c a—b+c at+b—c
2 2 2 2

lo que prueba la proposicién.

S2 = =p(p—a)(p—b)(p—c),

6.5 Ejercicios

Ejercicio 1.-El baricentro G de un tridngulo ABC est4 situado sobre la recta y = 0. Dos de sus vértices
son A = (2,-3), B=(—5,1). El vértice C estd sobre la recta x = 0. Hallar G y C.
Ejercicio 2.—De un tridngulo ABC se conoce AB : 5z —3y+2 = 0, la altura relativa a A: 40 —3y+1 =0,
y la altura relativa a B: 7z 4 2y — 22 = 0. Hallar los vértices.
Ejercicio 3.-De un tridngulo ABC se conoce: A = (1,3), y las ecuaciones de dos medianas: z—2y+1 = 0,
y —1 =0 . Hallar los vértices.
Ejercicio 4.—De un tridngulo ABC se conoce: B = (2,—7), y las ecuaciones de la altura 3z +y+11 =0
y de la mediana z 4+ 2y + 7 = 0 trazadas desde diferentes vértices. Hallar los vértices.
Ejercicio 5.-De un tridngulo ABC' se conoce: C' = (4,3), y las ecuaciones de la bisectriz z +2y — 5 =0
y de la mediana 4x + 13y — 10 = 0 trazadas desde un vértice. Hallar los vértices.
Ejercicio 6.—De un tridngulo ABC se conoce: A = (3, —1), y las ecuaciones de la bisectriz  —4y+10 = 0
y de la mediana 6x + 10y — 59 = 0 trazadas desde diferentes vértices. Hallar los vértices.
Ejercicio 7.—De un tridangulo ABC' se conoce:
-) el lado AB que es larecta x +y —2 =0,
-) que estd contenido en el semiplano de borde AB que contiene al origen,
-) el pie de la altura relativa al vértice C, que es el punto P = (—1,3), y la longitud de dicha altura que
es V8,
-) la longitud de la mediana que pasa por C, que es 4,
-) el punto de corte de la bisectriz interior del dngulo en C, que es el punto @ = (0, 2).

Hallar los vértices. R
Ejercicio 8.-Los éngulos B y C de un tridngulo valen 75° y 35° respectivamente. Hallar
a) los dngulos formados por cada dos alturas,
b) los dngulos formados por cada dos bisectrices.
Ejercicio 9.—En un tridngulo los dangulos B v C valen 60° y 20°. Hallar el 4ngulo que forman la altura
y la bisectriz trazadas desde el vértice A.
Ejercicio 10.—En un tridngulo rectdngulo en A, el dngulo B mide /5. Hallar
a) los dngulos que forma la altura relativa a la hipotenusa con cada cateto;
b) los dngulos que forman con la hipotenusa la mediana y la bisectriz que parten del vértice A.
Ejercicio 11.-Demostrar que el dngulo que forma la mediana con la altura de un tridngulo rectangulo
en A, trazadas ambas desde el vértice A, es igual a B — C.
Ejercicio 12.-Demostrar que en un tridngulo ABC, el dngulo que forman las bisectrices de los dngulos
By C esigual a un dngulo recto mas A/2.
Ejercicio 13.-Probar que si una recta pasa por un vértice de un tridngulo y por el punto medio de una
mediana relativa a otro vértice, entonces divide al lado opuesto en dos segmentos que son el uno duplo
del otro.
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Ejercicio 14.-Se dan las rectas
1

T2

rs

T4 -

s

Se pide:

CAPITULO 6. GEOMETRIA EUCLIDEA PLANA

rr+y—2=0

rx+2y—3=0
3r+y—4=0
—rz+y—1=0

—x4+y—3=0.

1.- Hallar los vértices A, B,C de un tridngulo sabiendo que el radio de la circunferencia circunscrita es
2 y que 71 es la mediatriz de AB, ro es la mediatriz de BC, y r3 la de CA. ;Cudantas soluciones hay?.

Hallarlas todas.

2.- Hallar los vértices B, C' de un tridngulo equildtero, sabiendo que A = (1,1), que B estd sobre r4 y que
C esta sobre r5. jCuédntas soluciones hay?. Hallarlas todas.

Ejercicio 15.—Hallar los vértices de un tridngulo ABC, sabiendo que el lado AB estd sobre la recta
r+y = 1, el punto medio de AB es (3,—2), la altura correspondiente a dicho lado mide 3/v/2 y la

bisectriz interior que pasa por C es = = 2.



