Capitulo 1

El espacio afin

1.1 Introduccién. Dependencia lineal afin

La Geometria afin sobre un cuerpo k tiene como objetos basicos los siguientes: un conjunto no vacio X,
cuyos elementos seran llamados puntos, que notaremos por letras maytusculas P, @, R, etc., y un k-espacio
vectorial V' de dimensién finita, cuyos elementos seran llamados vectores o flechas, y que notaremos por
letras minusculas negritas, u, v, w, etc. Hay, ademas, una accién + del grupo aditivo de V sobre X, que
corresponde a la idea intuitiva de mover un punto P a un punto () mediante un vector u con origen en
P y extremo en @Q. Formalicemos el concepto de espacio afin. En lo que viene a continuacién se fijard el
cuerpo k, y todos los espacios vectoriales que se consideren lo tendran como dominio de escalares.

Definicién 1.1.1.— Un espacio afin es una terna (X,V,+) formada por un conjunto no vacio X, un
espacio vectorial V' de dimension finita, n, sobre un cuerpo k, y una aplicacion

+: X xV — X
(Pju) — P+u’

que verifica las condiciones siguientes:

1. Para cada P € X, la aplicacion

es biyectiva.

2. Para cada P € X, y para cada u,v € V, se verifica:

(P+u)+v=P+ (u+v).

Nota 1.1.2.— La propiedad 1) de la definicién anterior implica, en primer lugar, que
P+u=P+v=u=v.

En segundo lugar, fijado P € X, para todo @ € X, existe un tnico vector u € V tal que P +u = Q. Se
escribird u = 1@, y se dird que es el vector de origen P y extremo Q. Si, en la propiedad 2), se escribe
Q=P +u, R=Q + v, esta propiedad se relee asi:

PR = PG +QR.
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Figura 1.1: Teorema de Thales paralelo

Finalmente, de esta ultima ecuacién se deduce que

PP=PP+PP— PP =0

PG+ QP =PP=0—= PQ=—-QP.

Ejemplo 1.1.3.— EI ejemplo fundamental de espacio afin es el espacio afin numérico, dado por X =
V = k™, y la accién + que es la suma de vectores de k™. Es trivial comprobar que se satisfacen las
condiciones de la definicién 1.1.1.

Teorema 1.1.4.— TEOREMA DE THALES PARALELO. Sean P,Q,R,S € X cualesquiera. Se verifica que
@ = SR si y solo si PS = Q_R) Este teorema es también conocido por el nombre de teorema de las
partes de paralelas comprendidas entre paralelas (Ver figura 1.1).

DEMOSTRACION: La demostracién es trivial, partiendo de la relacién

PR =PQ+ QR = PS + SK.

Definicién 1.1.5.— DEPENDENCIA LINEAL AFIN. Diremos que los puntos {Py, P1,... P.} son afinmente

independientes si los vectores {PyP1, PyPs, ..., PyP.} son linealmente independientes. En caso contrario
se diran afinmente dependientes.

Veamos que la definicién no depende del punto Py elegido. Supongamos que {Py Py, PyPs, ..., PyP.} son
linealmente independientes, tomemos otro punto cualquiera, P;, y sea:

OéoPiP()—f—OthiPl—‘r...—f—aiflPiPifl+ai+1PiPi+1+...+OATP7;PT:0

COHIOPL‘PO:—P()PZ' yPin ZPZ'P)O—FP)Q]DJ'7 resulta
O[1POP1 +.. .+C¥i,1P0PZ',1 — (a0+a1 +..o o +Oéi+1 +.. .+C¥r)P0Pi+Ck7;+1P0Pi+1 +.. .+C¥TP0PT =0

y por la independencia lineal de estos vectores es:

o] =...=Qq_1 =04 =...=a, =0y por lo tanto g =0
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1.2 Variedades lineales afines

Definicién 1.2.1.— Un subconjunto L de X se llamard una variedad lineal afin si, o bien L =), o bien
existe un punto P € L y un subespacio vectorial W de V' tales que

L=P+W={P+u|luecW}

Notas 1.2.2.— Sea L = P 4+ W; se verifica:

1.2.2.1.Si R € L, entonces L = P+ W = R+ W. En efecto, sea Q € P+ W; entonces existe u € W tal
que

Q=P+u=(R+RP)+u=R+ (RP+u)eR+W,
lo que prueba que L C R+ W. Reciprocamente, sea Q € R+ W; entonces Q = R+ v con v € W. Asi,

Q=R+v=(P+PR +v=P+(PR+v)eL.
Esto prueba la afirmacion.

1.2.2.2. Si W’ C V es una variedad lineal y L = P + W', entonces W = W’. En efecto, por simetria,
basta probar que W C W’. Seau € W; entonces P+u € Lyasi P+u=P+u conu € W. Por
tanto, u = u’ € W/, lo que prueba nuestro aserto.

Lo anterior prueba que el subespacio W depende sélo de L, y se denotard, en lo sucesivo, por D(L),
llamandosele variedad de direccion de L. Se llamara dimension de una variedad lineal afin a la de su
variedad de direccién. Se convendrd que la dimensién del conjunto vacio es —1. Noétese que los puntos
son las variedades lineales afines de dimension cero, y el espacio entero X es la unica variedad lineal afin
de dimensién méaxima n. Se utilizardn los nombres clasicos de rectas para las variedades lineales afines
de dimensién 1, planos para las de dimensién 2 e hiperplanos para las de dimensién n — 1.

1.3 Sistema de referencia afin. Coordenadas de un punto

De manera andloga a como se define base en el espacio vectorial V', conjunto de vectores linealmente
independientes que generan el espacio, definiremos ahora sistema de referencia afin en el espacio afin
(X,V,+). Veamos antes la siguiente

Proposicién 1.3.1.— Si L es una variedad lineal afin de dimension r, el nimero mdzximo de puntos de
L afinmente independientes es r + 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que r # —1 (si L = ) es trivial) y sea L = P+ D(L). Veamos, en primer
lugar, que existen r + 1 puntos afinmente independientes: como dimD(L) = r existe en D(L) una base
formada por r vectores {vy,...,v,}. Tomando Q; = P + v; resulta que los puntos {P, Q1,...,Q,} son
afinmente independientes. Ademés, si {A1, Aa, ..., A;12} fuesen puntos de L afinmente independientes,
los r + 1 vectores {41 A3, A1 As, ..., A1 A, 12} pertenecerian a D(L) y serfan linealmente independientes,
lo que es imposible.

Definicién 1.3.2.— Dado un espacio afin (X,V,+) de dimension n, un sistema de referencia afin R es
un conjunto ordenado de n + 1 puntos afinmente independientes R = {Py, P, ... P,}.

Por abuso de lenguaje se dird que un sistema de referencia affn es un conjunto R = {O,uy,...,un},
donde O es un punto fijo, que llamaremos origen de coordenadas y B = {uy,...,un} es una base de V.
Haciendo Py = O y P; = Py + u;, todo funciona como en la definicién.

Nota 1.3.3.— Fijado un sistema de referencia afin,
R = {Oaula"'aun}7

se pueden asignar coordenadas cartesianas a los puntos de X, de modo similar a como se hace en dlgebra
lineal al asignar coordenadas a un vector, una vez fijada una base. En este caso, la asignacién se hace de
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la forma siguiente: a cada punto P € X se le asocian las coordenadas (x1,...,x,) del vector OP en la
base B ={uy,...,un}.

Definicién 1.3.4.— A la n-upla (x1,...,x,) le llamaremos coordenadas cartesianas de P respecto de R,
y usualmente se escribird:

P=(z1,...,zp)

Se establece asi una aplicacién biyectiva
Pr: X — k"

que a cada punto le asigna sus coordenadas cartesianas, y que es la composicién de ((+)o)~! con la
biyeccion de V sobre k™ que asocia coordenadas respecto de B a cada vector de V.

Definicién 1.3.5.— Se dice que M es el punto medio de el segmento AB si verifica que AB =2AM.
Fijado un sistema de referencia se verifica que

My = %(AR + Br).
En efecto,
AB =2AM = AO + OB = 2(AO + OM) = 20M = OB — AO = OB + OA.
Luego, OM = %(O_B + OA).

Nota 1.3.6.— CAMBIO DE SISTEMA DE REFERENCIA AFiN.

Sean

R = {O,uh...,un} 5 R/ = {O/,ull,...,u'n}
dos sistemas de referencia afines donde O" = (a1, . . ., agn), coordenadas respecto de R, y u;, = (a;1, ..., ain),
i=1,...,n, coordenadas respecto de B.
Sea P € X, P = (x1,...,%,), coordenadas respecto de R y P = («f,...,2}), coordenadas respecto de
R'. Se tiene

OP =00 +0'P

lo que equivale a escribir:

n n n n n n n
E Tju; = E ag;u; + E ru; & E Tiu; = E ap;u; + E x'i( E a;;u;)
j=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

esto es,

n n n n
E :xjuj = E :aOJuJ + E (E z'ia5)u;
i=1 =1

j=1 i=1

de donde se deduce:

n
!/
Tj = ag; + E T Q4
i=1
que, matricialmente se escribe asi:

1 aol c.. Qon

0
(1 Ty ... xn):(l xll o ail a1p

0 Anl .. QAnpn
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1.4 Ecuaciones de una variedad lineal afin

En el espacio vectorial V = k™ los subespacios vectoriales vienen dados por ecuaciones implicitas. Dicho
de otra manera, un subespacio vectorial es el conjunto de soluciones en k™ de un sistema de r ecuaciones
homogéneas con n incégnitas, para cualquier entero r no negativo. Vamos a ver cémo las variedades
lineales afines son también conjuntos de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales. Fijaremos un
sistema de referencia y trabajaremos en el espacio afin numérico X =V = k.

Sea L # () una variedad lineal afin en k", P = (ay,...,a,) € L, y supongamos que D(L) es el subespacio
vectorial de ecuaciones

a11Y1 —+ e —+ A1nYn = O
a1y + ...+ amYyn = 0
Entonces, un punto Q = (z1,...,2,) € L si y sélo si 1@ € D(L), o sea, siy solo si
all(xl 7&1) + ...+ aln(xn 7CLn) = 0
ar1(x1 —a1) + ... + am(zn—a,) = 0
o bien
a1 =+ e =+ ALy = bl
arix1 + ... + ampr, = b,
donde

n
bi: E aijaj,z'zl,...,r
Jj=1

Por tanto, los puntos de L son las soluciones de un sistema compatible de r ecuaciones con n incognitas,
que se llaman ecuaciones implicitas de L. Obsérvese que las ecuaciones implicitas de L se obtienen
a partir de las de D(L) modificando los términos independientes nulos por los b; en la forma arriba
indicada. Reciprocamente, las ecuaciones implicitas de D(L) se obtienen de las de L haciendo cero los
términos independientes. Esto prueba que, reciprocamente, todo conjunto de soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales es una variedad lineal afin. El conjunto vacio no es una excepcion, pues es el conjunto
de soluciones de un sistema incompatible.

Nota 1.4.1.— Las ecuaciones paramétricas de una variedad lineal afin L no vacia tienen tratamiento
andlogo a las de D(L): si

o= e + .0+ Asea
Yn = Aein + oo+ AsCon
son las ecuaciones paramétricas de D(L), entonces las de L son
T = a1 + )\1611 + ... + )\3031
T, = an, + MNcip + ...+ AsCsn.

Aprovechando los resultados del dlgebra lineal, se ve que un hiperplano afin posee una tinica ecuacién im-
plicita independiente, mientras que una recta posee unas ecuaciones paramétricas con un solo parametro.
En general, una variedad lineal afin de dimensién s, 0 < s < n tiene n — s ecuaciones implicitas indepen-
dientes, y unas ecuaciones paramétricas con s parametros.

Nota 1.4.2.— ECUACION CONTINUA DE LA RECTA Sea r una recta, r = A+ (v) con A = (a1,...,a,)y
v = (v1,...,0,). Se llama ecuacién continua de la recta a la ecuacién de la forma

xl_al_ _xn_an

U1 Un,
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Nota 1.4.3.— HACES DE HIPERPLANOS Dada una variedad lineal afin L de ecuaciones implicitas

1171 + ...+ a1pTp = a0

Gr1Z1+ ...+ QrpTn = Gro

Se llama haz de hiperplanos que contienen a L al conjunto de hiperplanos de ecuaciones
T
Z)\i(ailxl + ...+ apnxTy — CL,‘()) =0,

donde \; € k, para cada ¢ con 1 <17 <.
Fijando valores \; se obtienen todos los hiperplanos que contienen a L.

1.5 Ejercicios

Ejercicio 1.-Dadas las rectas

r—2 y—-3 z—-1  z—-1 'y 2z2-2
3 2 4 2 6 5
hallar la ecuacién del plano que pasa por la primera y es paralelo a la segunda.
Ejercicio 2.-Dadas las rectas ZTfl = % =z ; %rl = ny1 = z, hallar la ecuacién de los planos que,

pasando por cada una de ellas, son paralelos a la otra.
Ejercicio 3.—Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (3,1,0) y es secante a las rectas

r= 14z T = —z

{ Y= 2z { y= 1+z2
Ejercicio 4.-Dado el tetraedro de vértices (2,3,1), (4,—1,3), (1,1,—2), (1,1,2), se pide hallar las ecua-
ciones de las rectas que unen los puntos medios de cada par de aristas opuestas. Comprobar que esas
tres rectas pasan por un mismo punto, que se calculara.
Ejercicio 5.—Hallar la ecuacién del lugar geométrico, de los puntos de las rectas
a) que cortan a la vez alasrectas t =2, y=3; 2 = =2,z = —4; y = =3, z = 4.
b) paralelas al plano XOY y se apoyan en las rectas y = 2z, x = 3; y = —22, x = —3.
¢) paralelas al plano 3z+2y = 0y se apoyan en las rectas 3x+2y—6z = 0, 3z—2y—6 = 0; 3x+2y—122 = 0,
3z —2y—3=0.
Ejercicio 6.-Dadas las tres rectas

z—1 Y

z—1 r+2 y+1 =z-1
-1 -2 2

z =
2 -1 4 3

a) Comprobar que son paralelas a un mismo plano, y hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen
y es paralelo a las tres rectas dadas.

b) Hallar todas las rectas coplanarias con las tres dadas y comprobar que todas son paralelas a un mismo
plano que pasa por el origen, y cuya ecuacién se pide.

Ejercicio 7.—Sea X un espacio afin de dimension 4 é 5 segun los casos. Hallar las ecuaciones paramétricas
e implicitas de la variedad dada por un punto P y un sistema generador de su variedad de direccién, en
cada uno de los siguientes casos:

(a) P :( 707130) (b) P = (270707 *2) (C) P = ( 1 L0, 071)
a; = (1,1,2,-1) a; = (1,1,0,1) (171 2,—1,0)
ay = (0,1,-3,0) ay = (0,0,0,1) =(0,1,—3,0,1)
az =(1,2,-1,1) az = (1,0,1,2) :( 1,0,-5,1,1)
a; =(2,3,1,-2) a; =(2,1,1,4) =(0,2,-6,0,2)
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Ejercicio 8.—En cada uno de los siguientes casos, dar un punto y una base de la variedad de direccion,
las ecuaciones paramétricas, y un conjunto de puntos afinmente independientes que generen la variedad
lineal afin dada.(El apartado (c) en dimensién 5).

(a) x1 —x2+ 24 =0 (b) z1+z2+ 24 =1
3x1+2x0 —x3 — 224 =1 To + T3+ x4 =2
201+ 309 —x3—3x4 =1 -1+ 423+ 24 =1

1+ 209 +23+224 =3

(¢) 1 —xo+a35—24+25 =3 (d) x1 —x3+ 24 =-1
—To — X4 = 201 — 2x3 +2x4 = —2
xr1 + T3+ x5 = 3r1 —3x3+ 34, = -3
T, — 29+ 3 — 204 +2x5 =1

Ejercicio 9.-Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas de las variedades lineales afines generadas
por los puntos:
)P1 (1,1,1,1), P, = (1,0, 7) P;=(-1,1,0,-1), P, =(0,1,1,-1).
b) P, =(0,-1,2 -1,2,3), P3 (1,-2,1,3), P, =(1,-3,3,6).
) =(1,0,0,4 -1,-1,-1,-1), P; =(2,0,0,0,0),
( ,0,1,0,1), Ps = ( 70,1,0,1).



