Capitulo 4

Movimientos en el plano y en el
espacio

4.1 Movimientos: definicién y propiedades

Nota Hasta el final del presente capitulo, £ = (X, V,+) representara un espacio euclideo de di-
mensién n y R = {O, B} un sistema de referencia métrico de €.

— —
Definicién 4.1.1 Diremos que la aplicacién afin (f, f) de £, es un movimiento si y sélo si f
2

(endomorfismo de V asociado a f) es un endomorfismo ortogonal o, en el lenguaje clasico, f es
una isometria de V.

Consecuencias Sea MO(E) el conjunto de los movimientos de £, O(V) el conjunto de los endo-
morfismos ortogonales de V' y O(n) el conjunto de las matrices ortogonales de orden n sobre R.
Son inmediatas las siguientes propiedades:

— —

cl) My = Mp(f) € O(n) por ser f € O(V) y B una base ortonormal de V. Por tanto,
Moy = det(Mo) = =+1.

c.2) De lo anterior se deduce inmediatamente que MO(E) C GA(E).

c.3) (MO(E);0) es un subgrupo del grupo afin GA(E) llamado grupo de los movimientos de &.

—

Definicién 4.1.2 Sea (f, f) € MO(E) y sea My = Mu(f ).

A,
1. Diremos que (f, f ) esun movimiento directo si My € O4(n), donde, recordamos, que O (n)

esel conjunto de las matrices ortogonales cuyo determinante es igual a 1.

b2
2. Diremos que (f; f) es un movimiento inverso si My € O_(n), donde O_(n) es el conjunto de
las matrices ortogonales cuyo determinante es igual a —1.

Consecuencia Como consecuencia inmediata de la definicién se tiene que (MO+(€),O) es un
subgrupo de MO(E) llamado el grupo de los movimientos directos de £.

.
Proposicién 4.1.1 Es condicién necesaria y suficiente para que la aplicacién afin (f, f) sea un
movimiento, que la aplicacién f conserve las distancias. Simbélicamente:

(f, F) € MO(E) <= VA, B € X, d(f(A), f(B)) = d(A, B).
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Demostracion

— — —
(f, feMO(E) <= f € O(V) <= VA, Be X, |f(A )| = |AB|<:>
—
= |f(A)f(B)| = [AB| <= d(f(A), f(B)) = (A, B).
Proposicién 4.1.2 Si (f, 7) € MO(E), entonces f conserva la amplitud de los dngulos pero, en

general, no conserva la orientaciéon de los mismos.
— —
En otras palabras: dados A, B,C € X | AB # 0 # AC. Sean

entonces

(f, 7)) € MO(E) = cos B = cos a.

—

Demostracién [ € O(V) < ¥x,y € V, ?(x) . 7(y) = x o y. Por consiguiente,

cos 5 — LAI(B) ¢ J(A)F(C) :if&{1-3328>: §§-§§ s
1F(A)f(B)|1f(A)£(C)] |AB||AC] |AB]| |AC|

Que f no conserva los dngulos queda de manifiesto en el siguiente ejemplo.
—
Consideremos la aplicacién afin (f, f) € MO(E) donde & = (R?,R?, +) cuya expresiéon matricial

es ).

Dados los puntos A = (1,2), B =(2,5) y C = (2, 3) se tiene que

11 2 1 00 1 21
1 2 5 001 |=1135 2],
1 2 3 0 10 1 3 2

o = O

10
(L2, y)=@0, 2,9 0 0
0 1

de donde
FA)=(2,1), f(B) = (5,2), f(C) = (3,2)
Por tanto,
COS v — T.T —> COS (x l
|ABJ|AC] VB
s = TAB)  JAIC) o 2
1/ (A)F(B)| | £(A)F(C)| V5

Sin embargo, es facilmente comprobable los dngulos v y 3 tienen distinta orientacion ya que

(|1 7)) 7= (7 1))

donde las filas de los determinantes son, respectivamente, las coordenadas de los vectores {AB, A

y {f(A)f(B), f(A)f(C)}. La razén es que (f, £) € MO_(E).
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4.2 Movimientos en el plano. Ejemplos

Nota En lo que sigue se supondra que (V, ®) es un espacio vectorial euclideo de dimension 2 y que
R = {0, B} es un sistema de referencia métrico de &.

Definicién 4.2.1 (IDENTIDAD) Llamamos identidad de X a la aplicacién
idy : X — X,

definida por
VP e X, idx(P)=P =P.

Ecuaciones Sea P = (z,y) y P' = (2/,y/) = idx (P). Por definicién se tiene que
110 0
(@',y) = (z,y) = (L, 2",y) = (Lz,y) [ 0|1 0
010 1

Claramente idy € MO, (£).

Definicién 4.2.2 (TRASLACION) Sea u = (a, 8) € V' \ {0}. Llamamos traslacién de vector gufa u
a la aplicacion
Th: X — X,

definida por
VPe X, Ty(P)=P =P+u.

Ecuaciones Sea P = (z,y) y P' = (2/,y') = Tu(P).
P = P+u= (xlay/) = (:z:,y) + (Oé?ﬁ) = (a—i_maﬁ—’_y)a

de donde

[eoBy o)
— Ol ™

1
(L2 y)=0,z,9) | 0
0

Como en el caso anterior, Ty, € MO (E).

Definicién 4.2.3 (SIMETRIA CENTRAL) Dado un punto C' = («, ), llamamos simetria central de
centro C a la aplicacion
oc: X — X,

definida por
N .
VP € X, 00(P)=P < CP' =-CP

—
Se desprende de la definicién que si'P = C, CP' = 0, de donde P’ = C. Es decir, o¢(C) = C. El
centro de la simetria es pues un punto doble.

Ecuaciones Sea P = (z,y) y P = (2/,y') = oc(P).

CP = -0P— (¢ —a,y =) = (a— 2,y — B, y/) = (20—, 28— ),

de donde
1| 2a 20
(17 xlay/) = (1? x??/) 0-1 0
0 0 -1

y, por tanto, o € MO4(E).
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Definicion 4.2.4 GIrRO Dados el punto C' € X y el angulo orientado ¢, llamamos giro de centro

C' y amplitud ¢ a la aplicacién
Gop: X — X,

definida por
— — —
o VP #C, Gey(P) = P' <= (|CP| = |CP/|) A (PP = ).
o Gco(C)=C.
Ecuaciones Supondremos dos casos:

1. CentroO = (0,0), dngulo orientado .
—
Sea P = (z,y) y P' = (2/,y) = Go,,(P) y sean OU; = u; y

_—— —_—
o = (OUlOP), ﬁ = (OUlOP’)

SN —_
Sea |OP| = |OP'| = r. Se tiene que:

cosgp = cos(f—a) = cosfcosa—+ senFsenq,
senp = sen(f—a) = sen3cosa — cos/[senaq.
Multiplicando ambos miembros por r2, se tiene
r2cosp = (rcosf)(rcosa)+ (rsenfB)(rsena),
r?sengp = (rsenf)(rcosa)— (rcosB3)(rsena),
de donde
r2cosp = x'z+y'y
r’senp = yr—zy

Resolviendo el sistema anterior en las incégnitas z/, 3/ y teniendo en cuenta que x2 + 2
se tiene que

' = wcosp—ysenp
Yy = zsenyp+ycosy
Es decir,
1| 0 0

(La"sy) = (L, z,y) | 0| cosp senyp |,
0| —seny cose

matriz que nos indica que Go.» € MO (E).

2. C' = (a, B), dngulo orientado ¢

(4.2)

Sea R = {0,ui;us} el sistema de referencia métrico inicial. Tomemos como nuevo sistema

de referencia R = {Cju;,us}. El problema consiste en calcular Mgz (f).
Recordemos la férmula

Mz (f) = M(R,R) Mz (f)M(R',R)

de la que conocemos:

1| —a -0 lla 0
MRR)=(1] 1 0|, MR,R=[1]1 0
o] 0 1 0[0 1

(4.3)
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Y, por supuesto,

1| 0 0
Mpi(f)y=1| 0] cosg sengp
0] —seny cosyp

Sustituyendo en 4.3 se tiene que

1‘a—acosgo—l—ﬁsengo B — asenp — 3cosp
Mz(f)=1 0 Ccos sen
0 —sen Cos

Nota Hemos seguido este procedimiento con el fin de revisar los conceptos de matriz de un cambio
de sistema de referencia asi como el de matriz del cambio de sistema de referencia de una aplicacion
afin. Sin embargo hay que admitir que hubiera resultado mas sencillo realizar en las ecuaciones
4.1, los siguientes cambios:

{x:x’—i—a {:r’::v”—i—a
y = y+p8 y = y'+p

Definicién 4.2.5 (SIMETRIA AXIAL) Dada la recta r, llamamos simetria axial de eje r a la apli-
cacién
op: X — X,
definida por
e Si P € r, entonces o,(P) = P.

e Si P ¢ r, entonces o,.(P) = P’, siy solo si r es la mediatriz del segmento PP’.

Ejemplo Por razones de operatividad calcularemos las ecuaciones de la simetria para un caso
concreto. El caso general se resolveria exactamente por el mismo procedimiento.
Seanr=x—2y—5=0, P=(a,b) y P = (d,V). Como r ha de ser la mediatriz del segmento
PP’ procederemos del modo siguiente:

1. Calculo de la recta que pasa por P y es perpendicular a r.
Las ecuaciones paramétricas de dicha recta son

;| = a4+t
= { y = b—2t
2. Calculo del punto M = PP Nr.
rz = a-+t
M = y = b—2t
r—2y = b
Resolviendo dicho sistema se.obtiene que
1 2
t=1—— -0,
5975

1—|—4 +2b
@ = —a + =b,
5 5

2+ 20+ 1
=—-2+4+—-a+ -b.
Y 5775

Por consiguiente,

4 2 2 1
M=11+—- =b, =2+ — =b).
<+5a+5, +5a+5>
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3. Céalculo de P’

Como M debe ser el punto medio del segmento PP’, se tiene que

4 2 2 1 (a,b) + (d',b)
1+ - =b, =2+ — —b|=—"——"
<+5a+5, +5a+5> 5 )
de donde 5 A A 5
'VYy=(2+-a+-b, -4+ _-a—-b).
(a',b) ( +5a+5, +5a 5>

4. Ecuaciones de f

Del resultado anterior, se tiene que

112 —4

3 4

17/7,:173 07 -
(1,2, y)=(1, 2, y) -
4 3

0| = —=

5 5

Proposicién 4.2.1 (PRODUCTO DE SIMETRIAS AXIALES) Dadas las rectas r y r/, si consideramos
las simetrias axiales o, y o,, se verifica que:

1. Sir =1, entonces
o 00, = idyx.
2. Sir ||y Py P’ son los pies de cualquier recta perpendicular comin a r y a 7'/, entonces

/ —
op00, =T 55

—

3. Sirnr' =Cy ¢ =(rr") (dngulo orientado), entonces

!
0,00, = G2,

Demostracién
1. Sea r = r’. Es evidente, por la definicién de simetria, que
o(P)=P < o0, (P)=P

y, por tanto,

02(P) = 0,(0,)(P) = P = 0?2 = idy,
de donde deducimos también que o, ! = o,.

2. Sear || v y P y P’, respectivamente, la interseccién los pies de una perpendicular comin a
r y.ar trazada por A € X. Sean o,.(A) = A" y 0,..(A") = A”. Es claro que

AA = AA +A'A" = AP + PA + AP + P'A" = 2PP.
A PP AP
3. Seanr v/ =C, Ae X, 0,(A)=A yo.(A)=A".

Sean también AA'Nr =Py AA"nr' = P'.
Por una parte, es claro que

|- | =[]

Por otra, se tiene que
ACA" = ACA + AICA" = ACP + PCA + AICP' + P'CA" = 2PCP' = 2.
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4.3 Clasificacién de los movimientos del plano

—

Recordemos que si dim(V) =2y (f, f) € MO(E), existe una base ortonormal B de V respecto de

la cual M3(7) es de una de las formas

A = a b o Ay = . b con a®+b*=1.
-b a b —a

— —
Caso 1. Movimientos directos Si Mg( f) = Aj, como A1 € O4(2), (f, f) serd uno de los
siguientes movimientos directos:

1. b=0=a==%1.

(a) a=1. Si este es el caso, las ecuaciones de f son

;o Lo f ¥ = a+zw
(1z',y)=1Qz,y)[ 0 1 0 - ,
00 1 v o= Bty

De donde la variedad de puntos dobles, obtenida haciendo (2/,v') = (x,y), es

Or = «
Ly=
d { 0y =
sistema, cuya compatibilidad depende de o y .
a.l) (o, ) =(0,0). En este caso

Ly=X, f=@y)=(zv),

por lo que f es la identidad de X (f = idx).
a.2) (a, ) # (0,0). En cuyo caso

Ly=0 f=@y)=(@+ay+p).

Es decir, f es una traslacién de vector guia u = («, 3). En efecto, si P = (z,y) y
P = (2',y'), se tiene que

/ / /
PP:(ﬂf,y)—(l‘,y):(CC—f—Oé,y—f—ﬁ)—(.’E,y):(Oé,ﬂ)
Elementos dobles

Es doble, toda recta r tal que u € D(r).

(b)a = —1. Sieste es el caso, las ecuaciones de f son
1 a p ;L
1z’ y) =@,y | 0 -1 0 :>{‘”, _ G
0 0 —1 y = B-y

De donde la variedad de puntos dobles, obtenida haciendo (2/,y') = (z,y), es
2r = «
Ly =
d { 2y = 1
Por tanto, Ly =C = (g, g) .
Veamos que f es una simetria central de centro C. En efecto, si P = (x,y) y P’ = (2/,y/),
se tiene que

P roo
PP:(x7y)_(x7y):(a_$7ﬂ_y)_(xay):(O[?ﬂ)
y es claro que el punto medio del segmentos PP’ es el punto C.

Elementos dobles
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e El tinico punto doble es el centro C' de la simetria.
e Es doble, toda recta r tal que C' € r.

2. b#0.
Si este es el caso, las ecuaciones de f son
1 o ,
AN ¥ = a+tar—by
(1w,y)—(1x,y) 8 7% Z :>{y/ — ﬁ+bx+ay

De donde la variedad de puntos dobles, obtenida haciendo (2/,y) = (x,y), es

I = 0 = a+(a—1)xz—by
FZ10 = B+bz+(a—1)y

El determinante de los coeficientes del sistema es

a—1 b

A= b a_l‘:2(1—a)750,

ya que a # 1y, por consiguiente, el sistema L tiene solucién tinica. Es decir,
Lf = C = (61,62),

donde (c1, ¢2) es la solucién de dicho sistema.
Veamos que f es un giro de centro C' y amplitud el angulo w tal que cos ¢ = a.
En efecto, habra que probar que

—

VP £C, P = f(P) = (ICP| = |cTﬁ\) A <cos <c—15, c?) _ a> .

e Como f(C)=Cy 7 € O(V), se tiene que

ICP'| = |f(C)f(P)| = | f (CP)| = |CP|.

e Sea
—

-
CP = (v1,v2) = |CP|2 = |CP/|2 = v2 + 2.

Por otra parte,

——5\ CPeCP (Pe f(CP)

—

COS (P = COS (C’P, CP’) = — = =
|CP||CP'| |CPP]?

¥y como
—_— = a b

CPe (C'—P>) = (v1,v2) ® (v1,v2) < b g ) = a(v? + vd),

sustituyendo se tiene que
=
COS ¢ = coS (C’P, CP’> = a.

e El sentido del dngulo queda univocamente determinado por A; ya que al ser

a4+ b =1=senp =b.
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—

Caso 2. Movimientos inversos Si Mp( f) = Az, como Ay € O_(2), (f,?) € MO_(€&). Por
otra parte, los autovalores de As son A\; = 1, Ay = —1, por lo que existe una base ortonormal C de

V respecto de la cual
— 1 0

y, por consiguiente, respecto del sistema de referencia métrico R = {O,C} la expresién matricial

de (f, ?) serd,

=

(1’ :I:/a y,) = (]-a €T, y)

O Ol =
O~ 9
_ O

o bien,

r = a4z :LZOx:a
y = B-y T= 2y = b

sistema que tiene solucién si y sélo si a = 0.
Caben, pues, 2 casos:

2.1) a =0 en cuyo caso

p
Ly=r y:§.

—_—
Veamos que (f, f) es una simetria axial de eje la recta r.

En efecto, sea M el punto medio de PP’, hay que probar que:
e M € r. En efecto,

VP = (z,y) = P = (2,8 —y) = M = <x,§> = M €r.

—
e PP’ € D(r)* lo cual es inmediato ya que
— — |
PP =(0,8-2y), D(r) ={((1,0)) = PP € D(r)—.

Elementos dobles

1. ‘PUNTOS DOBLES Son dobles todos los puntos del eje de simetria.
2. RECTAS DOBLES

o Kl eje de simetria es una recta de puntos dobles.

e Es doble toda recta . perpendicular al eje de simetria.

2.2) « #.0, en cuyo caso
Ly=0.

Veamos que,

f=0,0Ty=Tyooy,
donde
B

e 0, es una simetria axial de eje la recta r =y = 5

e T, es una traslacién de vector gufa u = («, 0) que, como es evidente u € D(r).
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En efecto, basta comprobar que

lla B 1{o B 1o 0 l|la 0 1{o B
o/t o0 |={0[1 0 0of1 0 )=(0f[1 0 0/1 0
0/0 -1 0/0 —1 0/0 1 0/0 1 0/0 —1

f recibe el nombre de simetria axial con deslizamiento.

Elementos dobles
El tnico elementos doble es la recta r (eje de la simetria axial).

Un aspecto importante en la practica es calcular el eje r de la simetria asi como el vector u
de la traslacion para lo cual es necesario conocer un punto de r.
Recordamos a este respecto que f(O) = (a, ).

Proposicién 4.3.1 Sea (f, 7)) un movimiento tal que

1
Mc(f)=1 0
0

se verifica que el punto medio M del segmento O f(O), pertenece a r (eje de la simetria axial).

Demostracion En efecto
1
Mzi(ajﬁ):MGTEyzg.

Consecuencias Como M € r = f(M) € r (r es doble). Por tanto,

Nota En lo que sigue y a efectos de simplificar la escritura, llamaremos M a la matriz Mg (f). Es

decir,
1 ol
M=M = — .
5 ( 0 Mp(f) >

My al menor obtenido prescindiendo de la primera fila y de la primera columna de M. Es decir,
—

My = Mp( f)y serd Moy = det(M).

Por 1ltimo Ly representara siempre a la variedad de puntos dobles de f.
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Movimientos en el plano
Clasificacion

Movimientos directos

Li=X<<= M=13+— f=idx
Moo = 1 Liy=0< My=1Ip, M # I3 < f =T,V
MOI—IQ<‘:>f:o'P
Ly=P N

Movimientos inversos

Lf:®<:>f:O'TOTu:TuOO'r(iii)
Moo = -1
Liy=r<+= f=o0,

Yu = (a, ).
(“)cosgp =a, senp = b.
/= <Mf(M)>, u= Mf(M) donde M es el punto medio del segmento O f(O).

4.4 Movimientos en el espacio. Ejemplos

Nota En lo que sigue se supondra que (V, e) es un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 y que
R = {0, B} es un sistema de referencia métrico de &s.

Definicién 4.4.1 (IDENTIDAD) Llamamos identidad de X a la aplicacién
idy : X — X,

definida por
VP e X, idx(P) =P =P.

Ecuaciones Sea P = (z,y,z) y P’ = (2/,y/,2') = idx(P). Por definicién se tiene que

(9, 2) = (2, 2)= (1, 2"y, 2') = (1, 2,9, 2)

Claramente idx € MO(E).

Definicién 4.4.2 (TRASLACION) Sea u = («, 3,7) € V' \ {0}. Llamamos traslacién de vector guia
u a la aplicacién
Th: X — X,

definida por
VP e X, Ty(P)=P =P+u.

Ecuaciones Sea P = (z,y,2) y P/ = (2/, v/, 2') = Tu(P).

P/:P+u:> ("Elaylvzl) = (l’,y,Z)‘i‘(Oé,ﬁ) = (a+x,ﬂ+y,'y+z),
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de donde

(]" l"? y’? Z,) = (]" ‘/L‘7 y7 Z)

Como en el caso anterior, Ty, € MO4(E).

Definicién 4.4.3 (SIMETR{A CENTRAL) Dado un punto C' = («, 3,7), llamamos simetria central
de centro C a la aplicacién
oc: X — X,

definida por
. .
VP e X, oc(P)=P < CP' =-CP

Se desprende de la definicién que si P = C, 6—]; = 0, de donde P’ = C. Es decir, o¢(C) = C. El
centro de la simetria es pues un punto doble.

Ecuaciones Sea P = (z,y,2) y P' = («/,v/,2') = oc(P).
—
CP' = —CP= (@' —a,y = 8,7 =) = (a -2,y )
de donde
(xla y,a Z/) = (20[ -, 2ﬁ - Y, 2'7 - Z’)
Expresando este resultado matricialmente, resulta que
1|20 28 2y
/ / / _ 0 _1 O 0
(1,(L‘,y,2)—(1,:13,y,2) O 0 -1 0
0| 0 0 -1

y, por tanto, oc € MO_(E).

Definicién 4.4.4 (SIMETRIA AXIAL) Dada la recta r, llamamos simetria axial de eje r a la apli-
cacion
op: X — X,
definida por
e Si P € r, entonces o, (P) = P.

e Si P ¢ r;entonces o,(P) = P',siy sélo si r es una mediatriz del segmento PP’.

Ejemplo Por razones de operatividad calcularemos las ecuaciones de le simetria para un caso
concreto. El caso general se resolveria exactamente por el mismo procedimiento.
Calcular la ecuacién matricial de la simetria o,., donde

r==r=y=z.

Sean P = (a,b,¢) y P' = 0,.(P) = P' = (d/,V/,¢’). Como r ha de ser la mediatriz del segmento
PP, procederemos del modo siguiente:

1. Célculo del plano 7 que pasa por P = (a,b,c) y es perpendicular a r.
La ecuacion de dicho plano es

T=(x—a)+y—0b+(z—c)=0.
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2. Calculo del punto M =xnNr.

_Jztytz=a+b+c
Tl e=y=2=2

Resolviendo dicho sistema se obtiene que

1
$:§(a+b+c)

1
y:§(a+b+c)

1
z:g(a+b+c)

Por consiguiente,

M

1 1 1
(3(@—1—1)—1—0), g(a—kb‘l-c), 3(a—|—b—i—c)>.

3. Calculo de P’

Como M debe ser el punto medio del segmento PP’ se tiene que

) (abye) + (a, V)

<1(a+b+c), 1(OL—HH—C), 1(cH—b%—c)

3 3 3 N 2 ’
de donde 1 2 2 2 1 2 2 2 1

V) = (—cat Sb+ Lo Za— b+ Ze, Cat Sb—c).

(@b, ¢) ( 30 T30 g0 g0 bt ga gty 3C>

4. Ecuaciones de f

Del resultado anterior, se tiene que

—_
o
@)
o

of L 2 2

(1,09, ) = (Lo y, 2) O
0 - —

3 3 3

2 2 1

0 Z - _Z

3 3 3

Como puede observarse f € MO4(€) ya que det <./\/l 5(7)> = 1y, por supuesto, dicha matriz

es ortogonal.
Puede llamar la atenciéon este hecho, ya que las simetrias axiales en el plano son movimientos

INversos.

Definicién 4.4.5 (SIMETRIA ESPECULAR) Dado el plano 7, llamamos simetria especular o respecto

del plano 7 a la aplicacién
or: X — X,

definida por
e Si P € 7, entonces o.(P) = P.

e Si P ¢ 7, entonces o,(P) = P, si y s6lo si 7 es el plano mediador del segmento PP’.
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Ejemplo Por razones de operatividad calcularemos las ecuaciones de la simetria para un caso
concreto. El caso general se resolveria exactamente por el mismo procedimiento.
Calcular la ecuacién matricial de la simetria o, donde

n=x+y+z2=3

Sean P = (a,b,c) y P = o,(P) = P’ = (d/,V/,¢’). Como 7 ha de ser el plano mediador del
segmento PP’ procederemos del modo siguiente:

1. Célculo de la recta r que pasa por P = (a,b,c) y es perpendicular a 7.
La ecuacién de dicha recta es

r={rx=a+t,y=b+t, z=c+t}

2. Célculo del punto M =xnNr.

x = a+t
M=1JY = b+t
z = c+t
r+y+z = 3
Resolviendo dicho sistema se obtiene que
1 1 1
t=1—-a—-b—=c
3 3 3
2 1 1
—14+2g—b—=
T +3a 3 30
1 2 1
Y 3a—|—3 30
1 1 2
z 3073 3C
Por consiguiente,
2 1 1 1 2 1 1 1 2
M=|14-a—=b—=¢,1—= “b—-c,1—-a—=-b—=c].
<+3a 3039 T30yl ge T30y 3C>

3. Calculo de P’

Como M debe ser el punto medio del segmento PP/, se tiene que

1 2 2 2 12 2 2 2 1
Do, d)={2+a=>b—-c,2— = —b——-¢c,2——-a—=-b——c].
(a',b'5c) <—|—3a 3 36 3a—|—3 3C 3073 3c>
4. Ecuaciones de f
Del resultado anterior; se tiene que

1 2 2 2

1 2 2

Ol 3 73 73

(17 xlv y,a z/):(L z, Y, Z) 2 1 9

0l -2 - _z

3 3 3

2 2 1

0ol -2 _=2 -

3 3 3

Como puede observarse MB(7) es ortogonal y f € MO_(E) ya que det (Md?)) =-1.
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Definicién 4.4.6 (GIRO) Llamamos giro de eje la recta r y amplitud el angulo orientado ¢, a la
aplicacién
Grp: X — X

definida por:
e G, ,(P)=P<«<= Per.
e SiPé¢r,secamunplanotal Pemym Lry C =mnNr. Entonces

ePer
— —_
Grp(P) =P« { *|CP|=|CP|
o(P—l—ﬁ—i—r):P/C\P’:cp

Como puede observarse, la restriccion de G, al plano m es un giro de centro C'y amplitud
®.

Ecuaciones Resulta, en general, dificil abordar el problema de un modo directo. Méas adelante
veremos que dicho problema es relativamente sencillo pues un giro en el espacio es la composicién
de dos simetrias especulares que contienen al eje 7.
No obstante y como ejercicio de revision de algunas formulas, abordaremos el problema de modo
“directo”.
Calcular las ecuaciones del giro cuyos elementos son:
- .

rEz=y=z ¢=g.
Comencemos razonando que, por ejemplo, el giro de eje la recta z = 0 y amplitud ¢ tiene de
ecuaciones

2 = z
' = xcosp—ysenp
y = xseny+ycosy

(Basta observar que la restriccién del giro al plano z = 0, es un giro de centro O y amplitud ¢).
de donde

1 0O 0 O
1
ol 2L
Q= e | 2
9y HMd sy Iy 0 _1 ﬁo
2 2
0 0 O 1

Consideremos ¢l plano m que pasando por el origen de coordenadas es perpendicular a r cuya
ecuacion es
T=x+y+2=0.

La variedad-de direccién de dicho plano es
D(m) =((-1,1,0), (=1,0,1)).

Construyamos una base ortonormal de D(7), aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt.
Tomemos
vi = (-1,1,0).

Tomemos
V2 = (_1303 1) - )\(—1, 1,0) | V9 1 V1.
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Para ello se ha de verificar que

1
0=(~1,0,1) ¢ (~1,1,0) = A(~1,1,0) & (~1,1,0) = A = o

de donde

1
Vo = (_5) —a 1)

0, para mejorar los calculos, tomemos
vy = (—1,-1,2).
Es claro que
B = {vi,va} ={(-1,1,0), (-1,-1,2)}

es una base ortogonal de D(m). Para conseguir la base ortonormal buscada, bastard normalizar los
vectores de B’. Luego una base ortonormal de D(7) es

{5 %) (%))

V2 V2 )T Ve VBT VE) )
Sea R = {O,uy,ug, us} el sistema de referencia dado. Consideremos el nuevo sistema de referencia
(cuyo eje OZ es, precisamente, la recta dada r) R’ = {0, e1,e2,e3}, donde

o5 = (1 b 1)
BERNVERVERVEY
Es f4cil comprobar que R y R’ tienen la misma orientacién (det (M(C, B)) = 1).

Recordando que

Mg(f) = M(R, R) Mz (f)M(R',R),

se tiene que

1 0 0.0 11 0 0o o0 1 0 0 0
T T 1 T T
By Al | IR B I v R
Mz(f) = 1 1 -1 1 12 |,
TRl I I B e R I B R A BV
921 2 2 1 11
Y LY I AL N AR Nl BV SV SV
de donde
1l o 0 0
O1+\/§ 1 1-+3
3 3 3
Mn(f)=01—¢§1+\/§ 1
3 3 3
ol L 1-v3 143
3 3 3
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y, por consiguiente, las ecuaciones del giro son

1 0 0 0
0 1+43 1 1—-V3
3 3 3
(L', 2) = (12,9, 2) 0 1—-v3 1+V3 1
3 3 3
0 1 1-v3 1++3
3 3 3

Proposicién 4.4.1 (PRODUCTO DE SIMETRfAS ESPECULARES) Dados los planos 7 y 7', si consi-
deramos las simetrias especulares o, y o, se verifica que:

.Simt=m
1. Si ', entonces
Opt OO0 = idx.

2. Siw| « y Py P sonlos pies de cualquier recta perpendicular comiin a 7 y a 7, entonces

/ —
OO0 = TQP—P;

—

3. Simtna’ =ryp=(r ') (dngulo orientado), entonces

/
0r 005 = Grop.

Demostracion
1. Sea r = r’. Es evidente, por la definicién de simetria, que
0.(P)=P < o0,(P)=P

y, por tanto,
02(P) = 0x(07)(P) = P = 02 =idy,

™
de donde deducimos también que o, ! = 0.
2. Seaw || 7’ y Py P’, respectivamente, la interseccién los pies de una perpendicular comin a
ryar trazada por A € X. Sean o,(A) = A"y o (A") = A”. Es claro que

AA" = AA + A'A" = AP + PA' + AP + P'A"” = 2PP'.

—_— —_ —_—
PA’ PP’ AP’

3. Seanw N’ =C, Ae X, o.(A)=A"yon(A)=A".
Sean también AA' N7 = P, A/A"Nx' = P’ y C la interseccién con r del plano que pasa por
Ay A” yes perpendicular a 7.
Por una parte, es claro que

oA - | =[]

Por otra, se tiene que

ACA" = ACA! + AICA" = ACP+ PCA + AICP' + P'CA" = 2PCP' = 2.
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4.5 Clasificacién de los movimientos del espacio

Recordemos que si dim(V) =3y (f, 7) € MO(€), existe una base ortonormal B de V respecto de
—
la cual Mg( f) es de una de las formas

M 00 MO0
A= 0 a b o Ay=| 0 a b |, M=%, d+=1)
0 —-b a 0 b —a

y que, en el caso de la segunda, existe una base ortonormal C de V respecto de la cual

A O 0

—
Az3=Mc(f)=1 0 1 0
0 0 -1

Estudiaremos los movimientos en sus formas canénicas para lo cual calcularemos los autovalores

de A; y As combinando los valores de A1 con las distintas posibilidades de a y b.
—

Caso 1l Mp(f)=A1yb=0=a==1

CasoZMB(?):Al yb#0
e) )\1:1, )\Qza—i-bi, /\3:a—bi.
f) )\1:—1, /\2:a+b’i, Agza—bi.
—_—
Caso 3 Mp(f)= A3
g) )\1:1, /\221, )\3:—1.
h) A =—1, \g=1, A3 =—1.

Como puede observarse, los casos g) y h) son, respectivamente, equivalentes a los casos ¢) y b) por
lo que nos limitaremos a las seis primeras posibilidades.

a) )\1—:1, /\221, )\321.
En este caso

fE(17x/7y/72/):<17$7y72)

1
0
0
0

de donde deducimos, en primer lugar, que f € MO ().
La variedad de puntos dobles de f es

r = a+tzx
Ly=q v = B+y
z = 7+z

Luego pueden presentarse dos casos:
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a.l) (a,f,7) =(0,0,0). Si este es el caso

Lf:X) fE(laxluylvz/):(l’xayvz)

de donde f =idyx.

a.2) (a,B,7) # (0,0,0), entonces el sistema es incompatible y Ly = (.
Veamos que, f es una traslacién Ty, donde u = (v, 3,7).
En efecto, si P = (z,y, 2), serd P' = (a+z,8+y,v+ z) y, por consiguiente,

PP = (a+z B+y,v+2) - (z,y,2) = (o, 8,7), VP € X.

Elementos dobles

e Rectas dobles Es doble toda recta r tal que D(r) = (u).
e Planos dobles Es doble todo plano 7 tal que u € D().

b) Ay =1, g =—1, A3 =—1.
En este caso

lla B8 ~y
01 0 0
A =
! 0lo -1 0
0j]0 0 -1
y, por tanto, f € MO4(&).
Las ecuaciones de f vienen dadas por
lla B8~
_ o 01 0 0
f*(lvxayaz)_(laxayaz) O 0 _1 0
0j]0 0 —1
de donde, la variedad de puntos dobles sera
x a+x
Ly=q vy = B-y
z = v—z
Luego pueden presentarse dos casos:
bl) a = 0. Sieste es el caso
Yy = é
_ 2
Li=r=
f L _ 7
2
Vamos a probar que f es una simetria axial de eje r (f = o).

En efecto, si P = (x,y, 2), serd P = (x,3 —y,v — 2) y, por consiguiente,

—
o PP'=(z,f—y,v—2)—(z,y,2) = (0,8 — 2y,y — 22) VP € X y como D(r)){(1,0,0)),
se tiene inmediatamente que

— —
PP e (1,0,0) =0= PP € D(r)*.
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e Por otra parte, si M es el punto medio del segmento PP’, se tiene que

v @By =2+ (2y2) :< B 'y>,

2 DY

luego M € r.

Elementos dobles

e Puntos dobles Es doble todo punto P € r.
¢ Rectas dobles Son dobles:

— El eje r de la simetria.

— Toda recta s tal que s es perpendicular y secante a r.
e Planos dobles

— Todo plano 7 tal que m L r.

— Todo plano 7 tal que r C .

b.2) a # 0, entonces el sistema es incompatible y L; = 0.

Veamos que, f es la composiciéon de una simetria de eje r con una traslacion Ty, donde
u = («,0,0).
En efecto, basta ver que

S O O
O O ~=|0
|
o = o™
—_ o O
o = ol®
—_ o O
o O |0
O = OO

O O RO OO O

ool oo o~
co g oo o

=
— O OoOR — o oo

o~ oo
— o oo
o o olr
|
o~ o

Luego,

no |2

—
S~—

f=Tyoo, =0,0Ty, (u=(a,0,0), rz{yzg, z
Noétese que u '€ D(r) = ((1,0,0)).
Este movimiento recibe el nombre de simetria azial con deslizamiento.
Elementos dobles

¢ Rectas dobles La tnica recta doble es r (eje de la simetria).
e ‘Planos dobles Es doble todo plano 7 tal que m D r.

Propiedad fundamental Si M es el punto medio del segmento O f(O), se verifica que
M e r.

Demostraciéon Andloga demostracion a la realizada en el plano.

c) A1 = —1, A =1, A\3 = 1. Las ecuaciones de f son
1 ‘ a B v
PN -1 0 0
(Lxuy:z)_(vava) 0 01 0
0f 0 0 1
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y es obvio que f € MO_(E).
Las ecuaciones de la variedad de puntos dobles vienen dadas por el sistema

r = a—T
L=y = B+y
Z2 = 94+=z

Pueden presentarse, nuevamente, dos casos:

c.l) (B,7) =(0,0). Si este es el caso

Lf:ﬂ' r =

o
5"

Vamos a probar que f es una simetria especular de plano 7 (f = o).
En efecto, si P = (z,y, 2), serd P' = (a — z,y, z), entonces

—
e PP =(a—u,y,2) — (z,y,2) = (. — 22,0,0) VP € X y como
D(m)) = ((0,1,0) (0,0, 1)),
se tiene inmediatamente que

— —
PP e(0,1,0)=0= PP' 1 (0,1,0)

—
— — :>PP/€D(7T)J‘.
PP e (0,0,1) =0=> PP’ 1 (0,0,1)

e Por otra parte, si M es el punto medio del segmento PP’, se tiene que

M =

($7y,z)+(a_$7yaz) — (g7y72)7
2 2

luego M € 7.

Elementos dobles

e Puntos dobles Es doble todo punto P € 7.
e Rectas dobles Son dobles:

= Toda recta r C .

— Toda recta s tal que s L .
e Planos dobles

= El plano 7 de la-simetria.

— Todo plano p tal-que p L 7.

c.2) (B,7) # (0,0), entonces el sistema es incompatible y Ly = (.
Veamos que, [ es la composicion de una simetria especular respecto de m con una
traslacién Ty, donde u= (¢, 0,0).

En efecto, basta ver que

1] B v Ila 0 © 1[0 8 ~
of-1t oo _ [o]T 0 o o[1 0 0 |
0 1 o) [olo -1 o 0o 1 0 |

0| 0 0 1 0j0 0 -1 0[0 0 1

110 8 ~ lla 0 0

o[t 00 ol1 0 0

“lolo 10 0l0 -1 0

0(0 0 1 0jo0 0 -1
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Luego,
f=Tuoor =0r0Ty, (u:(O,@y),ﬂ'Ex:

| o

Noétese que u € D(w) = ((0,1,0),(0,0,1)).
Este movimiento recibe el nombre de simetria especular con deslizamiento.

Elementos dobles

e Rectas dobles toda recta r C 7 y tal que u € D(r).
e Planos dobles

— Es doble el plano 7 (plano de la simetria).

— Es doble todo plano p L 7y tal que u € D(p).

Propiedad fundamental Si M es el punto medio del segmento O f(O), se verifica que
Mer.

Demostraciéon En efecto, recordando que f(O) = (a, 3,7), se tiene que

o (®B8a
S \27272

y es, por tanto, evidente que M € 7.

d) \i=—-1, g =—1, \g=—1.
En este caso la ecuacién matricial de f es

Q

(L 1‘/7 y/7 Z/) = (vaya Z)

o o ol

O O =
|

o= o™

— O Ol

y es obvio que f € MO_(E).
Las ecuaciones de la variedad de puntos dobles vienen dadas por el sistema

r = a—=x

Li=qdy = B-y

z = v—z
a7

dedonde Ly =C = | =, =, = |
e donde Ly (2, 5’ 2>
Vamos a probar que fes una simetria central de centro C (f = o¢).
En efecto, si P.= (z,y,2), serd P = (o —xz,8—y,v— z), entonces el punto medio del

segmento PP’ es

(e 2) + (0~ 2,8~ ,7 — 2)) = 5 (@,8,7) = C.

DO [ =

Elementos dobles

e Puntos dobles El tinico punto doble es C, centro de la simetria.
e Rectas dobles Es doble toda recta que pase por C.
e Planos dobles Es doble todo plano que pase por C.
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e) )\1:1,)\2:a+bi, Agza—bi.

Es decir,
1 00
Alz 0 a b
0 —b a
y, por tanto, las ecuaciones de f son
lla 8y
P 0j/1 0 0
(1,x,y,z)—(1,x,y,z) 0lo0 a b )
0|0 —b a
de donde f € MOL(E).
Las ecuaciones explicitas de f son
¥ = a+ux
f=q Y = Btay—bz
2 = v4+by+az

y, por tanto, la variedad de puntos dobles viene definida por el sistema

r = a+zx
L= y = B+ay—bz
2 = y+by+az

Pueden, pues, presentarse dos casos:

e.l) o =0. En este caso el sistema es compatible. En efecto, el sistema

y = [+ay—bz B+ (a—1)y—bz = 0
{z = ~v+by+az :>{7—|—by—|—(a—1)z =0 (44)

El determinante de los coeficientes del sistema es

a—1 —b
b a_l‘—Q(l—a)#O,

luego ‘tiene solucion tnica

Yy=uy, 2= 21-
De aqui, que la restriccion de f al plano Y Z sea un giro de centro C' = (y1, z1) y amplitud
o tal que cosp = a, senp-=b.
En general; para cada z.= k la restriccién de f a dicho plano es el giro descrito en el
parrafo anterior 'y, puesto. que la variedad de puntos dobles de f es la recta

Li=r={y=u, 2= 21},

el movimiento f es un giro de eje r y amplitud ¢ tal que cos ¢ = a, sen ¢ = b. (Notaremos
f=Gyp)
Elementos dobles

e Puntos dobles Es doble todo punto del eje de giro.

e Rectas dobles La tnica recta doble es el eje r de giro.

e Planos dobles Es doble todo plano perpendicular al eje de giro.
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e.2) a # 0. En tal caso, se tiene que

lla 8 v 110 B ~ 1la 0 0
of(r 0 0] _ 0|1 0O 01 0 0 | _
0/0 a b | | 0[O0 a b 00 1 0 |
0/]0 —b a 010 —=b a 00 0 1
1la 0 0 1{0 B8 v
1 0{1 0O 01 0 O
o]0 10 0|0 a b
0/]0 0 1 0/0 —=b a
Es decir,
f =Tuo Gr,cp = Gr,gp 0 Ty,
donde, como es facil ver,
u=(c,0,0) € D(r) =((1,0,0)).
Este movimiento recibe el nombre de movimiento helicoidal.
Elementos dobles
La tnica variedad doble es el eje r de giro.
f) My = —1, Aa = a + bi, A3 = a — bi. Las ecuaciones de f son
1| a By
-1 00
(1,3:’,3/,2'/) =(1,z,y,2) 0 a b )
0] 0 —=b a
de donde f € MO_(€).
Las ecuaciones explicitas de f son
r = a—=z
f=< vy = B4+ay—bz
2 = y+by+az

y, por tanto, la variedad de puntos dobles viene definida por el sistema

r = a—2x
L= y = B+ay—bz
z = v+by+az

que; es compatible determinado-y, por tanto, si C' = (z1, y1, 21) es la solucién de dicho sistema,
setiene que Ly = C.

Vamos a probar que f es la composicion de dos movimiento: una simetria especular de plano
T que pasa por C' porun giro-de eje la recta r perpendicular a m y que pasa igualmente por
C 'motivo por el cual a este movimiento se le llama simetria rotacional.

En efecto, basta ver que

1l a B8 vy 1| o« 00 10 B ~
of-1t 0 0| | O0l-100 o[t o0 0 |
0] 0 b [ o] o011 010 a b |

0| 0 —=b a 0| 0 1 1 00 —b a

110 B ~ 1| « 00

~lol1t 00 0[-1 0 0

“10(0 a b 0| 010

00 —b a 0| 00 1
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Si tenemos en cuenta c.1 y e.1 obtenemos que
f = Gr,go O0r =0x0 Gr,goa

donde
r=x=—,r={y=vy1, 2=z}, ¢ | cosp=a, senp =b
siendo r la solucién del sistema 4.4.

Como D(r) = ((1,0,0)) y D(r) = ((0,1,0),(0,0,1)) es claro que r L 7. Igualmente claro es
que rNm=C.

Elementos dobles

e Puntos dobles El tnico punto doble es C' =r N
e Rectas dobles La tunica recta doble es 7, el eje de giro.

e Planos dobles El tnico plano doble es 7, plano de la simetria especular.
Notas

1. Para el calculo del angulo de rotacién, en los dos ultimos casos, resulta muy util utilizar la
propiedad de que dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico. De aqui
que

Ay ~ My = Tr(A;) = Tr(My) = £1 + 2cos p = Tr(M), (4.5)
expresion que nos permite calcular el angulo no orientado ¢.

2. Conviene tener en'cuenta; igualmente, que

e Toda simetria axial de eje r es igual a un giro de eje r y amplitud .
e Toda simetrfa axial con deslizamiento o, 0Ty, equivale al movimiento helicoidal G, oTy.

e Una simetria central de centro C, es equivalente a una simetria rotacional de eje r y
amplitud ¢ =7 y plano de simetria 7, donde r es una recta cualquiera que pase por C
y. 7 _es una plano perpendicular a r por el punto C.

3. Con Ly notaremos, indistintamente, a la variedad de puntos dobles de f o a sus ecuaciones.

4. Se recuerda que utilizaremos la siguiente notacién:

M = Mg(f), My=Mz(f), My = det(Mp).
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Movimientos del espacio
Clasificacion

Movimientos directos

( Lf:R3<:>M=I4<:>f=idX
I Tr(My) = -1 <= f=o0,
FZ0 Te(M) # -1 < f =G,

My = I3, Myé[4<:>f:Tu(ii)
(My) = —1+= f=0,0Ty=Tyoo,
(Mp) # -1+ f =GrpoTu=TuoGry (iv)

Moy =1

Ly =0 Tr
Tr

Movimientos inversos

Li=0<= f=0,0Ty=Tyoo, V.

Myp=-1{ H=me /=0
L.—P M[):*13<:>f:O'P
I MO#_I3<:>f:U7rOGT,Lp:GT,@OU7r ()

W1 4+ 2cos p = Tr(Mp)
Gy — M+ <Mf(M)> yu=Mf(M), donde M es el punto medio de Of(O).
(V) = P 4 (v), donde v) es un autovector asociado al autovalor A = 1 de 7 Calculado v podemos obtener r

e
sabiendo que P € r <= f(P) € r y que, por tanto, Pf(P) = Av. Eliminando el pardmetro A en las tres ecuaciones
resultantes, se obtienen unas ecuaciones implicitas de r.
Mg = M 4 D(x), donde M es el punto medio del segmento Of(O) y D(n) = Uy (Up es el subespacio propio
— I
asociado al autovalor A\=1de f yu=Mf(M)

Wy = P4 (v) y —1+2cos p = Tr(Mp), donde v es un autovector asociado al autovalor \; = —1. 7 = (x —p) e v =
0, donde p es el vector de posicién del punto P.

4.6 Ejercicios

Nota El-objetivo de los ejercicios que siguen es el cdlculo de los elementos geométricos de un
movimiento en aquellos casos.en que-Ly = ().

Ejercicio 1. Dada la matriz

1 2 2 2
0 0 01
)= 0 0 -1 0
0 -1 00

ies M la matriz de un movimiento? Si la respuesta es afirmativa, clasificarlo y calcular los elementos
geométricos.

Solucién

1. Por una parte,
M()Mé =I3=— f € MO((‘;)

Por otra,
det(Mp) = -1 = f € MO_(E).
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2. Para proceder a la clasificacién de f, calculemos la variedad de puntos dobles.
0 01

Ly =x(I - My) =a= (z,y,2) 0 -1 0 | =(222),
-1 00

de donde
Ly=C=(0,1,2).

Como My # —1I3 se deduce que f es una simetria rotacional f = o 0 Gy, = Gy, 0 0x.

3. Elementos

e La ecuacién del eje de giro viene dada por
r=C+ )

donde C es el punto doble y v es un autovector asociado al autovalor A\ = —1 de f.
Dicho autovector se obtiene resolviendo el sistema

-1 0 -1
x(—I—My)=0= (z,5,2) | 0 0 0 |=(0,0,0)
10 -1

0, lo que es equivalente,
—x+2z = 0
—x—2z = 0
Es decir, v = (0,1,0) y, por consiguiente,
r=(0,1,2) + ((0,1,0)).
e La ecuacién del plano 7 es facil de calcular sabiendo que
T=(x—-clev=0=r=y—1=0,

donde c es el vector de posicion del punto C.

e La amplitud del angulo la calcularemos aplicando la férmula 4.5

1
—142cosp =—2=cosp = 5

Ejercicio 2. Dada la matriz

1 2 0 2
0 -1 0 0
0O 00 1 |
0 010

ies M la matriz de un movimiento? Sila respuesta es afirmativa, clasificarlo y calcular los elementos
geométricos.

Solucién

1. Por una parte,
MoM} = I3 = f € MO(E).

Por otra,
det(Mp) =1 = f € MOL(E).
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2. Para proceder a la clasificacién de f, calculemos la variedad de puntos dobles.

2 0 0
Ly=x(I-My)=a= (z,y9,2) | 0 1 -1 | =(2,0,2)
0 -1 1

0, lo que es equivalente,
Li={22=20,y—2=0, —y+ 2z =2},

de donde Ly = () y, por tanto, f es una simetria axial con deslizamiento o un movimiento
helicoidal (se recuerda que una simetria axial con deslizamiento de eje r equivale a un movi-
miento helicoidal de eje r y dngulo ¢ = 7).
Como

14+2cosp =Tr(My) = —-1=2cosp=—-2= =17
luego f es una em simetria axial con deslizamiento:

f=Tyoo, =0,0Ty|ue D(r).

3. Elementos

e Vector guia de la traslacién Como M = (1,0,1) € r, donde M es el punto medio de

Of(O) y r es doble f(M) € ry, por tanto,

e a—
u=Mf(M).
Calculemos f(M).
1 2 0 2
0 -1 0 0
(1,1,0, 1) 0o 00 1|7 (1,1, 1, 2),
0 010
de donde
fM) = (1,1, 2)
y, por tanto

u=Mf(M)=(0,1,1).

o Eje de simetria Se obtiene éste con facilidad si tenemos en cuenta que M € r y que
D(r) = (u). Es decir,
r=M + (u)

) T:(170’1)+<(0’1’1)>

Ejercicio 3. Dada la matriz

1 2 2 0
1 2 2
o - -2 _Z
3 3 3
M = 2 1 2
0 _~ - _~ 9
3 3 3
2 2 1
0o -2 _=2 -
3 3 3
ies M la matriz de un movimiento? Si la respuesta es afirmativa, clasificarlo y calcular los elementos
geométricos.
Solucién
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1. Por una parte,
MoM} = Is = f € MO(E).

Por otra,
det(My) = -1 = f e MO_(E).

2. Para proceder a la clasificacién de f, calculemos la variedad de puntos dobles.

Ly =x(I — M) =a= (z,y,2) =(2,2,0)

WIN Wi Wl
WIN WIN Wl
WIN WM Wl N

Claramente, el sistema es incompatible, luego Ly = (). Por tanto, f es una simetria especular
con deslizamiento:
f=Tyoor=00Ty|u€ D(m).

3. Elementos

e Vector guia de la traslaciéon Como M = (1,1,0) € 7w, donde M es el punto medio de

Of(O) y 7 es doble, f(M) € 7y, por tanto,

e o
u=Mf(M).
Calculemos f(M).
1 2 2 0
0 1 2 2
3 3 3
55 4
(17 17 17 O) 0 2 1 2 = <1a gv ga 3> )
3 3 3
2 2 1
0o -2 _=Z hal
3 3 3
de donde
55 4
M)=|(=, -, —=
ron=(5.5.-3).
y, por tanto

— 2 2 4
u:Mf(M): 2 90 9
33 3
e Plano de simetria Se obtiene éste con facilidad si tenemos en cuenta que M € 7 y que

T=(x—m)ev =0,

N
donde v. es un autovector asociado al autovalor A = —1 de f.
El subespacio propio asociado a dicho autovalor viene definido por el siguiente sistema

422
3 3 3
2 4 2
r o S o 207070
@y | = -3 3 |=000
2 2 4
3 3 3
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0, lo que es equivalente,

—2z4+y+2z = 0
z—2y+z = 0
r+y—2z = 0
cuya solucién general es
{r =2 y=2z2}

Tomando z = 1, tenemos que v = (1,1,1), luego
t=@x-1)+(y—1)+2=0.
También podiamos haber calculado la ecuacion de 7, teniendo en cuenta que
n=M+4+U;
donde U; es el subespacio propio asociado al autovalor A =1 de M.

Ejercicio 4. Dada la matriz

; 82 4 2
9 9 9
1 8 4
O 95 "9 9
M, s o |
9 9 9
4 4 7
O 9 9 79

ies M la matriz de un movimiento? Si la respuesta es afirmativa, clasificarlo y calcular los elementos
geométricos.

Solucién

1. Por una parte,
MoM} = Is = f € MO(E).

Por otra,
det(Mp) =1 = f € MO4(E).

2. Para proceder a la clasificacién de f, calculemos la variedad de puntos dobles.

Ly =x(I —My) =a= (z,y,2) | —

O] s ©] = ©
|
O i~
Il
R
o8
@"
N
@"
b
N—

0;10 que es lo mismo,
= — 1
Ly={22 +2y —2=28, 2x+2y—z__17m+y+4z__§}’

sistema que es incompatible, luego Ly = (). Por tanto, f es una simetria axial con desliza-
miento o un movimiento helicoidal.

Como

-5 7
1+ cosp = Tr(My) = 5 T cse=—g,

deducimos que f es un movimiento helicoidal:

f=TuoGry=Grpoo0Ty|ue D(r).
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3. Elementos

e Eje de giro Calculamos r teniendo en cuenta que:
— D(r) = (v) donde v es un autovector asociado al autovalor A =1 de M.
—_—
— Como r es doble, P € r <= f(P) € r luego P € r <= Pf(P) = \v.

Calculo de v El autovector v es una solucién no trivial del sistema

1 8 4
9 9 9
8 1 4

I — My =0= (z,v, —= - —= = (0,0,0

x(1 — M) | 5 L2 =000
4 4 7
9 9 9

cuya solucién general es {x = —y,z = 0}. Tomando y = 1, se tiene que
v =(-11,0).

—_—

Calculo de Pf(P) Sea P = (z,y, z). Calculemos f(P):
Como f(P) = (z,y,2) M, se deduce que

32 1 8 4 4 8 1 4 2 4 4 7
f(P):<1,9+9x—y+z,——x+y+z,——:c—y—9>,

97T 95 T T 9 T 9V T Ty T 9" T
de donde
£(P) = 2 1 8 .4, ¢+ 8 1 .4,.2 4 4.7,
T g Tt T YT g Tg T gt T Y T g Tg T 9" T 9Y Ty
_

y, por tanto, las coordenadas de P f(P) seran

32 8 8 4 4 8 4 2 4 4 16

8
Sy -z, ————@—oyd4 -z, - ——p——y—— 2. 4.6
( x y+ =2z 5 9% gy—i—gz, 5 9% g¥ 92) (4.6)

——
Ecuaciones de r Como Pf(P) = A\v, se tendréa que

s _ . _ =, 7 — 0
L 79 97 9Y 9"

Eliminando el parametro X entre las tres ecuaciones (en este caso basta sumar las dos
primeras ecuaciones) tendremos que

_ ) dx+dy—2zy = 7
20 +2y+8 = -1

3 1 7 1
Haciendo y =.0, obtenemos el punto P = (2, 0, —2> = f(P) = (2, -2, —2>.
—_—
e Vector guia de la traslacién Recordando que u = Pf(P) donde P € r, se tiene que

—

u=Pf(P) = (2,-2,0).

También se podria haber obtenido Pf(P) sustituyendo en 4.6 las coordenadas de P.
Esto ahorraria el calculo de f(P).
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