Capitulo 5

Conicas

5.1 Definiciones y ecuaciones reducidas

Nota En todo lo que sigue trabajaremos en el espacio euclideo R? y en él supondremos que los
sistemas de referencia que se utilicen son métricos.

5.1.1 Elipse

Definicion 5.1.1 Llamamos elipse al lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante (2a > 0).

d (PF)+d (PF) =24

22 2
Figura 5.1: ) + = =1

Ecuacién reducida  Sean F y F’los focos y d(F, F') = 2¢ y sea O el punto medio del segmento
FF'. Para calcular la ecuaciéon reducida de la elipse tomaremos el siguiente sistema de referencia:

e Tomaremos el punto O como origen de coordenadas.

El eje X'X serd la recta FF’' (si F = F’, tomaremos como eje X'X cualquier recta que pase

por O).

Como eje Y'Y la perpendicular a X X’ pasando por O.

e B = {uy, us} es una base métrica cuyos vectores se han tomado, respectivamente, en las
direcciones de los ejes.
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De este modo, podemos asignar las siguientes coordenadas

F =(c,0), F'=(-c0).

Sea pues, P = (z,y) un punto cualquiera de R%. Con esta asignacion, se tiene:

Como 2a > 2¢, haciendo b? = a

y dividiendo por el producto ab

d(P,F) 4+ d(P,F') = 2a

4
Ve —e)2+ 2+ (x+c¢)2+y? =2a
4
22+ —2cx+y? =40 + 2% + P + 2cx + y? — da/(x + )2 + 12
4
a\/mzaz—l—cx
4
a2x2+a202+2a26$+a2y2 =a* + 22 + 2d%cx
4

((12 —62)x2+a2y2 — a2(a2 —62)

2 — ¢, obtenemos:

022? + a2y? = a2’

2 resulta

que es la ecuacion reducida de la elipse.

Elementos geométricos

DPTO. DE ALGEBRA

El punto O, centro de simetria de la elipse, recibe el nombre de centro de la misma.

los nimeros reales positivos @, by ¢ se denominan, respectivamente, semieje mayor, semieje
menor 'y semidistancia focal.

Reciben el nombre de ejes de la elipse, sus ejes de simetria (y = 0, = 0, respectivamente,
eje-mayor y eje menor).

A los puntos' A = (a,0), A" = (—a,0), B=(0,b) y B’ = (0, —b) —interseccién de la elipse con
sus ejes— se les llama vértices de la elipse.

Los lados del tridngulo rectdngulo FOB, verifican la relacién pitagérica a® = b? + 2.

En el caso particular en que F' = F' (c = 0), se verifica que a? = b? con lo que se obtiene la
ecuacion x? 4+ y? = a® que es una circunferencia de centro O y radio r = a.

c
Excentricidad de la elipse es el nimero real 0 < e < 1 definido por e = —.
a
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5.1.2 Hipérbola

Definicion 5.1.2 Llamamos hipérbola al lugar geométrico de los puntos del plano tales que el
valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante

(2a > 0).

Ecuacion reducida Procediendo a tomar un sistema de referencia similar al caso de la elipse,

podemos asignar a los focos las siguientes coordenadas
F =(c,0), F'=(-c0).

Sea pues, P = (z,y) un punto cualquiera de R?. Con esta asignacién, se tiene:

(P, F) — d(P, F")| = 2a

4
V@=c?+y2—/(z+c)?+y?==+2a
4
2242 = 2cx+ % =4a® + 2% + 2 + 2cx + y? £ 4a/(x + )2 + 12
4
fa/(z+c)2+y2=a’+cx
4
a’a? —|—a202+2a2cx+a2y2 =a* + 2% + 2d%ca
4

(CQ—CL2)CL‘2— 2 2)

a®y? = a®(® —a

2

Como 2a < 2¢, haciendo b? = ¢? — a?, obtenemos:

022? — a2y® = a2’
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y dividiendo por el producto a?b?, resulta

2 2
-
a b2

que es la ecuacién reducida de la hipérbola.

Elementos geométricos

El punto O, centro de simetria de la hipérbola, recibe el nombre de centro de la misma.

los nimeros reales positivos a, b y ¢ se denominan, respectivamente, semieje real, semieje
imaginario y semidistancia focal.

Reciben el nombre de ejes de la hipérbola, sus ejes de simetria (y = 0, z = 0, llamados,
respectivamente, eje real y eje imaginario). La razén de este ultimo nombre es que las solu-
ciones de la interseccién del eje x = 0 con la hipérbola son los nimeros complejos (imaginarios
puros) +bi.

A los puntos A = (a,0), A’ = (—a,0), B=(0,b) y B' = (0, —b) se les llama, respectivamente,
vértices reales y vértices imaginarios de la hipérbola.

Los lados del tridngulo rectdngulo AOB, verifican la relacién pitagérica c? = a® + b.

En el caso particular en que a® = b2, la hipérbola recibe el nombre de equildtera y su ecuacién

es 22 —y? = a2,

b
Las rectas y = +—x son las asintotas de la hipérbola.
a

c
Llamamos excentricidad de una hipérbola al niimero real 1 < e < 400 definido por e = —.
a

5.1.3 Parabola

Definicion 5.1.3 Llamamos parabola al lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan
de un punto fijo F, llamado foco y de una recta fija r, llamada directriz.

DPTO. DE ALGEBRA

d: x=-p/2

d(P.F)=d(P.d)

R

Figura 5.3: y> =2pzx




Ecuacion reducida Tomaremos, en este caso como ejes de coordenadas

e X'X la perpendicular a r (directriz) que pase por el foco F.

e Si R = X'X Nr, tomaremos como eje Y'Y la mediatriz del segmento RF.

e De lo anterior se deduce que el origen O de coordenadas es el punto medio del segmento RF.
Por tanto, si d(r, F') = p,

Fz(%,O), rEx—kg:()

y para que el punto P = (z,y) pertenezca a la pardbola se ha de verificar que

— p| P\ 2 5
d(P,fr’)—d(P,F):>x+§ =\/(e—3) +v2
de donde, elevando al cuadrado,
2 2
m2+px+%:m2—pm+%+y2’

de donde obtenemos la ecuacién reducida de la parabola,

y?=2puz.

Elementos geométricos
e La recta y = 0 (eje de simetria de la pardbola), es el eje de la misma.
e El punto O = (0,0), interseccién de la parabola con su eje, recibe el nombre de vértice.

e Al ntimero real positivo p = d(F,r), se le suele llamar pardmetro de la pardbola.

5.2 Conicas generales: clasificacion

Definicion 5.2.1 Llamaremos conica al conjunto de puntos del plano que satisfagan la ecuacion
general de segundo grado

C=auz’ + axny® + 2a122y + 2a017 + 2a02y + agy = 0

ecuaciéon, que puede ser expresada matricialmente del siguiente modo:

app Qo1 ap2 1
CE( 1 = y ) apy ai1 a2 X =0.
ap2 a2 a2 Y

e Lia matriz
apo apr ao2
A= apr ail a2 |,
ap2 al2 a2

recibe el nombre de matriz de la cénica C.
e Sidet(A) # 0, se dice que C es no degenerada.
e Sidet(A) =0, se dice que C es una cénica degenerada.

Es nuestro objetivo demostrar que toda ecuacién general de segundo grado C tal que det(A) # 0
es una elipse, una hipérbola o una parabola pero para llegar a este resultado necesitamos una serie
de lemas previos, fundamentalmente relacionados con las matrices simétricas.

M. IGLESIAS




Lema 5.2.1 Sea
C=xAx"=0, x=(1,2,9)

la ecuacién general de una cénica y sea f € MO(E) de ecuacién matricial
X/:XMR(f)7 X = (1ax7y)7 X/: (1733/7?/)
y sea M = Mz (f)~!. Se verifica que

f(Q)=xMAM'X" = 0.

Demostracién De x’ = x Mz (f) se deduce que x = x"* Mg (f)~! = x"*M, de donde sustituyendo

este valor en la ecuacion de la cénica se tiene que

f(Q)=x'MAM'X" = 0.

ailp ai2
AO = )
a2 a2

det(A — Ag) = A2 — Tr(Ag) A + det(Ap).

Lema 5.2.2 Si
se verifica que

Demostraciéon En efecto,

det(M — Ag) = det < A-an —an ) =
—ai2 A —ax

=X — (a11 + ag)\ + (ar1a22 — a?y) =
= \? — Tr(Ap)A + det(Ay).

Lema 5.2.3 (INVARIANTES METRICOS) Sea C = xAx! = 0 una cénica y f(C) = x’A'x'* = 0 la
cénica obtenida aplicando a C el movimiento f de matriz inversa M. Se verifica que

i.1) det(A") = det(A).

)
i.2) det(Ap) = det(Ap).
1.3) Tr(Af) = Tr(Ao).

(

Los numeros det(A), det(A4p) v Tr(Ap) reciben el nombre de invariantes métricos de la cénica C.
Demostraciéon Sean
ay, d
Mo — 11 912
Y ’ < ay ayy )’

donde M ‘es la inversa de la matriz de un movimiento (se recuerda que My es ortogonal y que, por
tanto, Myt = Mal y'que, ademas, det(My) = £1). Del resultado del lema 5.2.1 se deduce que

1 ‘ (0% ,8 ano ‘ apl  aop2 1 ‘ 0 0
Al=MAM!=1| 0 al, dls aol | a1l a1z aldy dy |, (5.1)
0] ahy aby apz | @12 a2 Blaly ap
de donde
AO M()A()M() = M()A()MO - A6 ~ A(). (52)

De estos resultados se deducen inmediatamente los tres apartados. En efecto,
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1. De la igualdad 5.1 se deduce que
det(A") = det(M) det(A) det(M") = (1) det(A)(£1) = det(A),
lo que demuestra el apartado i.1) del lema.

2. Como por 5.2, Afj es semejante a Ay, ambas matrices tienen el mismo polinomio caracteristico.
Aplicando pues el resultado del lema 5.2.2, se tiene que

A2 — Tr(Ag)A + det(Ag) = A% — Tr(Af) A + det(Ap)

y, por tanto,
TI‘(A()) = TT(A6)7 det(A()) = det(A[)).

Con lo que quedan demostrados los apartados i.2) e i.3).

Lema 5.2.4 Sea Aj la matriz simétrica
ail a
Ag = a1z )
a2 a2

1. Los autovalores de Ay son reales.

Se verifica que:

2. Si Ag tiene dos autovalores distintos A # 1y a'y b son autovectores asociados, respectivamente
a Ay u, entonces a 1 b.

3. Ag es diagonalizable mediante una matriz de paso ortogonal.

Demostracion
1. De acuerdo con el lema 5.2.2, la ecuacién caracteristica de Ag es
A% — Tr(Ag)A + det(Ag) = 0.
Es decir una ecuacién de segundo grado cuyo discriminante A > 0. En efecto,
A = (a11 + a)® —4(an1a2 — a12)® = (a11 — az)® + 4afy > 0.
Caben pues dos casos:

(a)“A > 0. En este caso la ecuacién caracteristica tiene dos raices reales y distintas, luego
Ay tiene dos autovalores Ay u reales y distintos.

(b) A = 0. Entonces (a1 — age)? + 4a2, = 0, de donde

a1l —aze =0, a2 =0,

. aill 0
o= (5 )

y, por tanto, es diagonal y sus autovalores son A = aj; = .

luego Ay es de la forma

2. En efecto,
Aaeb = Aag(bg)t = aBAo(bB)t = aB(bBAo)t = aB(,u,bg)t = puaeb,

de donde

laeb=paeb=—= (A—p)aeb=0=—aeb=0=alb.
£0
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3. Sean A\ y u los autovalores de Ap. Caben dos casos:

e )\ = . Entonces Ay es —segun lo demostrado anteriormente— diagonal, luego una matriz
de paso es la matriz unidad que es ortogonal.

e A\ #£ u. En este caso, si a 'y b son autovectores asociados, respectivamente, a A y u se

a

la|” b

paso seria pues P = M(By, B), que es ortogonal.

tiene que By = } es una base ortonormal de que diagonaliza Ay. La matriz de

Proposicién 5.2.1 Si
C = ana® + any’® + 2a122y + 20017 + 2a02y + agp = 0

es una coénica no degenerada (det(A) # 0), entonces C es irreducible. En otras palabras C no
contiene rectas.

Demostracién Procedamos al absurdo. Supongamos que
C=(ar+by+c)dz+by+c)=0.
Si esto fuese asi, se tendria que
C = ad' v +bb'y? + (ab' + ba')zy + (ac + ca’)z + (b’ + ca)y + e’ =0,

de donde la matriz de la conica seria

cc $(ad +cad’) §(bd + ca’)
A= 3(ad +cd) aa $(ab/ +bd’)
3(bd +ca’)  1(at/ +ba) by

0, lo que es lo mismo,
cd +cd  ad +cd bl + cd
A=-| ad +cd ad +ad bd + ab’
bd +ca’  ab +ba’ bV + b

De donde deducimos que det(A) = 0, en contra de la hipdtesis, por ser la suma de ocho determi-
nantes nulos (cada uno de ellos tiene, al menos, dos columnas iguales).

Teorema 5.2.1 (CLASIFICACION DE LAS CONICAS) Toda cénica no degenerada es una elipse, una
hipérbola o una parabola.

Demostracion La prueba del teorema consistira en aplicar uno o mas movimientos a la cénica
dada de'modo que obtengamos la‘ecuacién de la misma referida a sus ejes (ecuacién reducida), lo
que nos permitira averiguar facilmente qué tipo de coénica es.

Sea C = xAx! = 0 una cénica no degenerada (det(A) # 0) y By la base de V calculada en el
apartado 3 del lema 5.2.4. Consideremos el movimiento f cuya matriz inversa es

1] 00 100
M = =
o | M50, B) O

Por el lema 5.2.1, sabemos que la matriz de f(C) es

A= MAM?
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0 sea,

1 ‘ 0 O ano apr aop2 1 ‘ 0 0

A/ = 0 apl 0
M, A Myt
0 0 ap2 0 0 0

Es decir, A" es de la forma

/ /
) ano Qo1 Qo2
_ /
A = Qg1 )\1 y
!

donde A1 y A2 son los autovalores de Ag.

Caben, ahora, dos posibilidades.

Caso 1 A #0, Ay # 0. Consideremos en este caso la traslacién T cuya matriz es

(Tui1 = T—u)v

de donde la matriz de T'(f(C)) serd de la forma

! !
apy ) / /
L ——_ a a a
A// _ MIA/M/t _ )\1 )\2 ?0 ‘ A()l 02
o B 0 1 o1 1
0 1 e A2
Es decir,
apg
A// — )\1 ,
A2
de donde
(go f)(C) = Mz? + doy? + agy = 0. (5.3)

Recordando que en todo el proceso (ver lema 5.2.3 sobre invariantes métricos de las cénicas),
i.1) det(A”) = det(A’) = det(A),
i.2) det(Ap) = det(A[) = det(Ap),
1.3) Tr(Af) = Tr(Aj) = Tr(Ao),

se tiene que

LAl Al
O X2 Ago’

(5.4)
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Por otra parte, la ecuacion 5.3, es la ecuacién reducida de una elipse o una hipérbola, segtin los
signos de A1, A2 ¥ afy ¥, que podemos resumir en la siguientes tablas.!

ELIPSES HIPERBOLAS
(sig(A1) = sig(A2)) (sig(A1) # sig(A2))
[ M [ A2 [ahy [[A]] Ao | Tr(Ag) [ TIPO | (M X Aw ]

+ |+ | + + + + E.L + | - —

+ |+ - — + + E.R. + | - —

- =] + + + — E.R. — | + —

- = | = — + — E.L — | + —
Caso 2 X\ =0, Ay #0.
En este caso,

@00 ‘ g gy
A= ay| 0

!/
aOQ )\2

Apliquemos a f(C) la traslacién T' cuya matriz es

!

a
" 1 Al 1t 1 B _AL; aOO ‘ a{)l a/02
0 1 ) A2

0 sea
donde
%22
/ /
Qoo = Ao +2aag —
A2

Como ‘ap; # 0 (ya que si fuese igual-a cero det(A’) = det(A) = 0, en contra de la hipétesis), es
posible calcular a con la condicién de que ag, = 0 y se tendria que

Luego
T(f(€)) = Aay* +2ap = = 0

que es la ecuacién reducida de una parébola.?

1Se recuerda que las ecuaciones reducidas de la elipse real e hipérbola son, respectivamente,

b’ + a2y2 —a’h* =0, b’z — a2y2 —ad’h* =0.

2Al suponer A # 0, se intenta llegar a la forma reducida y*> = 2pzx
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Como det(Af) = 0y det(Ag) = det(Af), se de duce que la condicién necesaria y suficiente para
que una cénica no degenerada sea una parabola es que det(Ag) = 0.

Por otra parte, como
det(A”) = =Xy ah;? = det(A),

se tiene que

Ahora bien, como Tr(Af) = A2 = Tr(Ap), sustituyendo se tiene:

r *‘A|
01 =\ Ty

Todos los resultados anteriores se recogen en la siguiente tabla.

CLASIFICACION DE LAS CONICAS

( (

Ao >0 {Sig(MD = sig(Tr(Ap)) E.L
Elipse sig(|A]) # sig(Tr(Ap)) E.R.
Ao #0
Coénica
|A| #0 < con centro 40(2 <0
5ni Hipérbola
Coénica
Irreducible
Ao =0
| Pardbola

Ecuaciones reducidas

e Elipses e hipérbolas: \1z% + \oy? + bgg = 0

A
Donde: byg = J4| y (A1, A2 son los autovalores de autovalores de Ap).
00
e Paribolas: \oy? + 2bgiz = 0

—|A
Donde: bg; = £ 1Al y- A2 = Tr(Ap), es el autovalor no nulo de Ay.
Tr(Ap)

5.3 ~Elementos de las cénicas. Resumen

1. Tangentes t a una cénica C

o Py= (v0,90) €C=rr= (1,70,9y0) A(1,2,y)" = 0.
e P=(a,b)¢C.
Sea Py = (z0,y0) € C. De este modo, D(t) = <W3>
(a) Calculamos el punto Py resolviendo el sistema:

(1,.1‘0,:[/0) A (11 zo, yO)t =0
(1,x0,y0) A (1,@, b)t =0

donde, en la segunda ecuacién se ha impuesto la condicién de que P = (a,b) perte-
nezca a la recta tangente por F.
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(b) Calculamos la ecuacién de la recta tangente a C por Py por el método del apartado

anterior o bien, teniendo en cuenta que t = P + (PyP).

2. Centro C' de una coénica. (Centro de simetria)
Basta resolver el sistema,

C

apr + anzr + appy = 0
a2 + apr + any = 0

donde, como puede observarse, los coeficientes del sistema son, respectivamente, la segunda
y tercera filas de A.

3. Ejes (e) de las cénicas. (Ejes de simetria)

e Elipses e hipérbolas

(a) Direccién de los ejes.
Se calcula resolviendo la ecuacion:

(avﬁ) AO (_ﬁv a)t =0

(b) Se calcula el centro C' de la cénica
(c) Para cada direccién, se calcula la ecuacién del eje e teniendo en cuenta que dicho
eje pasa por el centro de la cénica. Es decir:

e=x=c+ ANa,[)
e Parabolas La ecuacién del eje viene dada por:
(07a117a12)A(1)x7y)t =0 = (07(112,(122)A(1,$,y)t =0

Aunque alguna de ellas pudiera dar la identidad 0 = 0.
Siempre es valida la férmula:

(07 _A027 AOl) A (17 x, y)t =0

4. Asintotas de la hipérbola

(a) Direcciones Asintoticas.
Se calculan resolviendo la ecuacién:

(aaﬁ) AO (aaﬁ)t =0

(b) Ecuaciones de las asintotas (a).

Vienen dadas por:
a= (0,0, )AL z,y)t = 0.

Nota Cuando se conocen las coordenadas del centro C' de la hipérbola, se tiene que
a==C+((a, p)),
ya que las asintotas pasan por el centro de la hipérbola.
5. Focos de las conicas.

e Elipse (Hipérbola)
(a) Se calculan: su ecuacién reducida, semidistancia focal (c), centro y ejes de la elipse
(hipérbola).
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(b) Se decide cuél es el eje mayor (eje real).
En el caso de la elipse, un procedimiento para determinar el eje mayor es calcular
la interseccién de uno de los ejes con la elipse con lo cual se calculardn dos vértices
opuestos, V' y V'  de la misma. Si d(V, V') = 2a el ¢je elegido es el eje mayor.
En el caso de la hipérbola, se calcula la interseccién de un eje con dicha hipérbola
y si la interseccion es real, el eje elegido es el eje real. En caso contrario, hemos
elegido el eje imaginario.

(c) Los focos son los puntos sobre el eje mayor (eje real) cuya distancia al centro es
igual a c.

e Paribola (P).

(a) Se calculan: su ecuacién reducida, parametro p de la pardbola, eje y vértice V
(V=en?pP).

(b) El foco (F') es un punto sobre el eje tal que la distancia al vértice es igual a g

(c) Se calcula la perpendicular r;,, al eje e pasando por F.
Caso 1.— r, NP =0 = ry, es la directriz.
Caso 2.—r, NP # () = F es el foco de P.

5.4 Ejemplos
Ejemplo 1 Dada la conica
C=322+2zy—y?>+22—4y—5=0.
Se pide:
1. Clasificarla y hallar su ecuacién reducida.
2. La tangente en el punto de ella, Py = (1,0).

3. Las tangentes a la conica desde el origen de coordenadas.

Solucién De los datos obtenemos que

-5 1 -2
A= 13 1], AO:(?_1>.
-2 1 -1

1. Como det(A) =5y Ago = det(Ay) = —4, se tiene que C es una hipérbola.

2. La ecuacién reducida de-las hipérbolas es de la forma,

Al
a2 — ) 24—‘7——0,
1 2Y Loo

donde A1y As son los autovalores de Ag.
M — Ag| =0 =X\ —2)\—4=0,

de donde
M=14+V5 X=1-—+05.

Por consiguiente la ecuacién reducida de C es

(1+\/5)932+(1—\/5)y2—§:0.
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3. Se tiene que Py e Cy O ¢C
e Como Py € C, la ecuacién de la recta tangente a C por Py viene dada por la férmula
(1,1,0) A(1,z,y)" = 0.
Es decir, la ecuacion buscada es
de —y—4=0.

e Como O ¢ C tratemos de calcular un punto P = («, ) € C tal que la recta PyP sea
tangente a C.
Se han de cumplir dos condiciones:

~PeC=30%>+2aB—-p*+2a—48—-5=0.

— El punto O debe pertenecer a la tangente a C por el punto P. Dicha tangente tiene

por ecuacion

y, por tanto, se ha de verificar la condicién
(1,a,8) A(1,0,0)" = 0.
Condicién, que es equivalente a
—-54+a—-28=0.
Se trata pues de resolver el sistema formado por ambas ecuaciones.

302 +2a8 -3 +2a—-43-5 = 0
a—2B-5 = 0

cuyas soluciones son

Calculando las ecuaciones de las rectas OP para las dos soluciones de P, se tiene que
las tangentes buscadas son

Ejemplo 2 Dada la'cénica
C=Ta*+ 8y +y>+ 120 —6y+3=0

Se pide:

1. Clasificarla.

2. Calcular se ecuacién reducida, semiejes y semidistancia focal.

3. Coordenadas de su centro.

4. Ecuaciones de sus ejes.

5. id. de sus asintotas.

6. Coordenadas de los focos.
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Solucién
1. Sean Ay Ap las matrices
-3
7 4
P ( ) .
1 4 1

e Como det(A) = =270, Ay = det(A4g) = —9, se deduce que C es una hipérbola.

e Su ecuacién reducida viene dada por

3
A= 6
3

INGIEN I

Al
Az? — A 24—‘7——0,
1 2Y Loo

donde A1 y As son los autovalores de Ag. Calculemos pues dichos autovalores.
|)\I — A0| == )\ = —1, Ao = 9.

Por tanto, la ecuacién reducida de C es

2 2
2 2 _an_ % Yy 2 o 10 5 100

2. El centro de la hipérbola se obtiene resolviendo el sistema

O = 6+7r+4y = 0
=\ —3+4z4+y = 0

cuya solucién es

C = (2, -b).
3. Las direcciones de los ejes (e1, e2) vienen dadas por la ecuacién
(@, B)Ao(=B, )" =0,
de donde obtenemos
—68a—48°+4a>=0=2a>-3a8-28%2=0,

ecuacién de segundo-grado que resuelta en la incégnita o tiene como soluciones

1
Dando a (3, respectivamente, losvalores 1 y —2, obtenemos que
D(e1) = ((2,1)), D(e2) = ((1,-2)).
Luego- las ecuaciones de los €jes son:

€1 = (2, —5) S <(2, 1)), €y = (2, —5) + ((1, —2)>.

4. Sean aj y as las asintotas de la hipérbola. Las direcciones asintéticas vienen dadas por la
ecuacién

(Ct, /B)AO(a7 ﬁ)t =0,

de donde obtenemos
72 +8Ba+ (% =0,
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ecuacién, que resuelta en la incognita «, tiene como soluciones

de donde
D(a1) = ((1,—-1)), D(az) = ((1,-7))
y, por tanto,

ar = (2,-5) + (L=1)), a2 = (2,—5) + ((1,—7)).

5. Para calcular los focos hay que decidir, en primer lugar, cudl es el eje real (eje que corta a la
hipérbola). Tomemos, por ejemplo, el eje

ez = (2,-5) + ((1,-2)) = { z i 2_:r)|_i o

Para averiguar si corta a la hipérbola hay que comprobar que el siguiente sistema tiene

soluciones reales.

7224+ 8xy+y>+ 120 —6y+3 = 0
CNey = T = 2+t
y = —5—-2t

Sustituyendo los valores de x e y, dados por las ecuaciones segunda y tercera, en la primera
ecuacién. se tiene que

30 — 5t =0 =t = +/6,

lo que nos indica que C N ey # (), luego es es el eje real.

Noétese que con este resultado podriamos calcular facilmente los vértices reales de la hipérbola.
Hay que hallar, ahora, un punto sobre es tal que su distancia al centro C' sea igual a ¢
(semidistancia focal). O, lo que es lo mismo:

1 2
(2+t—2)2+(—5—2t+5)2:$:>t:i§\/15,

de donde " 4
:c:2:i:§\/ﬁ, y:—5:|:§\/15.

Ejemplo 3 Dada la conica
P=a?—-2zy+y> +20+1=0,

se pide:
1. Probar que es una parabola y-calcular su ecuacién reducida.
2. La-ecuacion de su eje:
3. Las ‘coordenadas del vértice.

4. Las coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz de dicha parabola.
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Solucion

1. De la ecuacién de P deducimos que

1 1 0
A=|1 1 -1 |, A0:<_} ﬁ)
0 -1 1

e Como det(A) = —1, det(Ag) = 0, se deduce que P es una pardbola.

e La ecuacién reducida de una pardbola es

— 4]

2
=2
A Tr(Ao)

z, (A2 = Tr(Ap)).

Por tanto, sustituyendo los valores calculados, se tiene la ecuacién reducida

1 2
2y2:2\/;x:>y2:\2[$.

Ahora bien, si p es el parametro de la parabola,

2p:\f:p:\{f- (5.5)

Este ultimo dato lo utilizaremos mas adelante.

2. Calculemos el eje y el vértice de P.

e La ecuacién del eje e de una parabola viene dada por
(07 a'117a12)A(17 x, y)t =0.

sustituyendo, se tiene que
e=1422—-2y=0.

e El vértice V se obtiene resolviendo el sistema

22 —2zy+1y?+2x+1 = 0

V_PWE{ 1422 -2y — 0

& )
de donde V = | —=, ~—].
e donde ( g’ 8)

3. El foco es un punto sobre el eje e de la pardbola tal que su distancia al vértice V es igual a

g. Es decir, si F es el foco se ha de verificar que

2
dF,V)? = %.

1
Como un punto de e es de la forma <t, 5 + t>, se tiene que

(++9) = Gre) = (9)

de donde
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Ahora bien,
3 3 1
t= = = (-2, 2
g <4’ 4)’

1 1
t=—=F=(—,0]).
== ()

Para decidir cudl de los puntos F; o Fy es el foco, calculamos:

e la recta r, perpendicular el eje por uno de los puntos. Elijamos, por ejemplo, F5.

1
Ty = <x+2>+y=0.

e Sir,NP =0, ry,es la directriz. Si, por el contrario, r, NP # 0, F; seria el foco.

22+ —2zy+22+1 = 0
rp NP =

y = —z—5

de donde
1622+ 16z +5 = 0.

Como esta ecuacién carece de solucién real, podemos afirmar que 7, es la directriz y Fy
el foco de la parabola.

Ejemplo 4 Dada la cénica
C=62>+42y+6y>—162—16y =0,

calcular los focos de la misma.

Solucién
Las matrices de la cénica son:

0 -8 -8
A= -8 6 2|, Aoz(g 2)
-8 2 6

Para resolver el problema, daremos los siguientes pasos:
1. Clasificaciéon ' Como
det(A) = =512, Ao = det(Ap) = 32, sig(|A|) # sig(Tr(Ao)),
se deduce queC es una elipse real.
2. Ecuacion reducida
M~ Ap)=0= N - 121 +32=0=)\=8, \=4.

Luego la ecuacion reducida es
422 4+8y* —16 =0,

de donde obtenemos
=4 =2=2=2.

3. Centro Obtenemos las coordenadas del centro resolviendo el sistema

O = —84+6x+2y = 0
| 842z+4+6y = 0

cuya solucién es C' = (1,1).
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4. Ejes (e1, e2) De
(, B)Ao(=B, a)f =0 = —23° +2a° =0,

Ecuacién, que resuelta en la incégnita « tiene como soluciones
a ==+ = D(e1) = ((1, 1)), D(e2) = ((1, —1)).

Por tanto,
er=(1,1)+((1, 1)), e=(11)+((1,-1)).

5. Eje mayor . Para determinar cudl es el eje mayor, podemos aplicar lo expuesto en el apartado
5 (Elipse) de la seccién 5.3. Sin embargo es bueno recordar que la direccion del eje mayor es
un autovector asociado al menor autovalor (en valor absoluto) de Ay. Esto simplifica mucho
los calculos. En efecto,

(1,1) < D > — (8,8) = 8(1,1),

de donde deducimos que e; no es el eje mayor.
Pero

(1,-1) < o2 ) = (4,-4) = 4(1,~1),

luego el eje mayor es
ez = (1, 1) +((1, =1)).

6. Focos Recordemos que los focos son dos puntos sobre el eje mayor tal que la distancia de
cada uno de ellos al centro de la elipse es igual a ¢ (semidistancia focal). De acuerdo con esto,
si F' es un foco, tenemos que

° F662:>F:(1+t,1—t).
e d(F,C == (1+t—-12+(1—-t-12=2=1t=+1.

Luego,los focos de la elipse son

Fi = (2,0), F,=(0,2).

Ejemplo 5 Dados un punto F, una recta r y el nimero real e > 0, se pide:
1. Probar que. el lugar geométrico de los puntos del plano tales que

dP.F) _

d(P,r)
es una cénica no degenerada.
2. Clasificarla segun los valores de €.
3. Calcular la ecuacién en la forma polar de dicha conica.

Solucién

Para mayor sencillez, tomemos la siguiente referencia:
e Origen de coordenadas: el punto O = F.

e Eje OX: la perpendicular a r desde el punto F. Sea r N OX = D asignemos a D las
coordenadas D = (d,0) con lo cual r = x = d,

e Como es obvio, el eje OY queda determinado trazando la perpendicular a OX por O.
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1. Si P = (x,y) es un punto cualquiera del plano, teniendo en cuenta lo anterior, se tiene que

d(P,F) =d(P,0) = Va2 + 12, d(P,r) = |z —d|.

Por consiguiente,
d(Pv F) l’2 + y2 2

:6:}726,

d(P,r) (x —d)?
de donde se obtiene la ecuacion

C=(1-e)a?+t2+2e%dx — 2d®> =0 (5.6)

que, evidentemente, es la ecuacién de una cénica.
Para ver que no es degenerada construyamos la matriz de dicha conica:

—e2d?>  e%d 0 9
9 9 1—e 0
A= ed 1—e* 0 | = Ag= ( 0 1 > .
0 0 1
Como det(A) = —e?d? < 0, la cénica C es no degenerada.

2. Para clasificar la cénica, tengamos en cuenta que
Ay = det(A()) =1- 62, (6 > 0),
por consiguiente,

0<e<l = Ay >0, Tr(4g) >0 = C esuna E.R.
e=1 = Ap =0 — ( es una P.
l1<e = Ap <0 — C(C es una H.

El ntimero e > 0 recibe el nombre de excentricidad de la conica.

3. Haciendo
z=pcosl, y=psenl = p* = x> + y?
y sustituyendo en 5.6, se tiene
B ed
P ccosh—1

que-es la ecuacién en la-forma polar de C.

c
Nota ‘No es dificil comprobar que en los casos en que e # 1 (elipses e hipérbolas), e = —. En
a

efecto, calculemos la ecuacion reducida de C. En el caso elipse se tiene que

eld| e2|d|
= C =
1—e2’ 1 —e2

y, en el caso hipérbola;
eld| e?|d|
a = C =
ez -1’ ez -1

y, ambos casos, es

IS
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