Capitulo 3

Afinidades. Movimientos

3.1 Aplicaciones afines

Nota En lo que sigue € = (X, V, 4] es un espacio afin sobre K_de dimensién'n y R ={0,B} un
sistema de referencia de &:

Definicién 3.1.1" Llamamos aplicacién afin sobre £ a todo par (f, ?) tal que:

1. f: X +— X es una aplicacién.
—
2. f € End(V).
3.VPeX,YuelV, f(P+u)=f(P)+ f(a).
Consecuencias

1. Como\VP, Qe X, Q=P+ P—Q>, la condicién 3 de la definicién es equiyalente a la siguiente:

VP,Q € X, f(Q) = f(P)+ [ (PQ). / (3.1)

Por otra parte;~de 3.1'se obtiene inmediatamente que

VP,Q € X, [(PQ) = [(P)F(Q). (3.2)

2. De estas tltimas igualdades deducimos:

2.1) La igualdad 3.1 establece-que la aplicacién f : X —= X estd determinada si se conocen
—

f € End(V) y la imagen por f de cualquier punto P € X.
2.2) La igualdad 3.2 nos indica que el endomorfismos 7 estd univocamente determinado por

1.

— —
Definicién 3.1.2 Sea (f, f) una aplicacién afin de £. Al endomorfismo f € V, univocamente
determinado por f, se le denomina endomorfismo asociado a la aplicacion f.

N
No es facil, en general, obtener f, aplicando directamente la definicion. Si lo serd utilizando
recursos matriciales, como veremos mas adelante. Veamos dos casos particularmente sencillos.

Ejemplo 1 Sea
idy : X — X,

definida por:
VP e X, idx(P) = P.
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3.1 APLICACIONES AFINES 30

Obviamente idx es una aplicacién de X (la aplicacién identidad). Tratemos de determinar a través
—
de la igualdad 3.2, el endomorfismo idx asociado a idx.

VP,Q € X, idy(PQ) = idx (P)idx (Q) = PQ = idx = idy.

— —
Nétese que se ha probado que (idx,idx) es una aplicacién afin de £ donde idx = idy.

Ejemplo 2 Fijado una vector u € V, consideremos la aplicacién
Tw: X — X,

definida por
YPe X\ Ty(P)= P+ u

_
Tratemos, igualmente, dé¢ determinar a través de la igualdad 3.2, el endomorfismo T,, asociado a
Tu. » . B -

TP,Q € X: Tu(PQ) = Tu(P)Tu(Q) = (P + u)(Q +4). (3.3)

Por el teorema/de Tales paralelo se tiene que

P(P+u)=QQ+u)=u— (P+w)(@Q+u) = PQ
y, por tanto, sustituyéndo en 3.3, deducimos que
— — — —
Tu(PQ) = PQ — T, = idy.

Noétese quelse ha probado que (T, ﬁ) es una aplicacién afin de £ (llamada traslacién de vector
—
guia u), donde 7Ty, = idy.

Definicién 3.1.3 Sean (f, 7) una aplicacién affn de £ y L = P + D(L)/una variedad lineal afin.
Se define f(L) mediante la'siguiente igualdad: '

L) ={f(P +u)[ue DL (3-4)

—

Proposicién 3.1.1 Sean (f, f ) una aplicacién afin de € y L = P +D(L) una variedad lineal
afin. Se verifica que f(L) es una.variedad lineal afin de & que pasa-por f(P) y tal que D(f(L)) =
=

f(D(L)). Simbdlicamente:

f(L) = f(P)+ f(D(L)) (3.5)

Demostracién Hay que probar la igualdad de los segundos miembros de 3.4 y 3.5.

[C]Q e {f(P+u) |ueDL)} = 3veDL)| QO=fP+v)— Q=f(P)+ f(v)= Qe
f(P)+ f(D(L)).

Qe f(P)_)+7> D(L) = 3v' € F(DL) | Q= f(P)+v = 3ve D) | v = f(v) =
Q=fP)+ f(v)=f(P+v)= Qe {f(P+u)|uec D(L)}.

—

Proposicién 3.1.2 Sean (f, f ) una aplicacién afin de £ y L = P+ D(L) una variedad lineal afin.
Se verifica que

dim(f(L)) = dim(f (D(L))) (3.6)
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3.1 APLICACIONES AFINES 31

Demostracién Es consecuencia inmediata de la proposicién 3.5 y de la definicién de dimension
de una variedad lineal afin.

N
Consecuencia Si (f, f) es una aplicacién afin de £ y P € X, podemos considerar a X como la
variedad que pasa por Py cuya direccién D(X) = V. Es decir,

X=P+V.
De aqui y teniendo en cuenta la igualdad 3.6 se tiene que
. . - . -
dim(f(X)) = dim( f (D(X))) = dim( f (V)) (3.7)
Proposicién 3.1.3 Sea (f, f) una aplicacién afin de £. Se verifica que:
1) f inyectiva — ? inyectiva
—>
2) f.sobreyectiva . <= f sobreyectiva
2
3) f automorfismo de V.

f biyectiva =

Demostracion

1. f es inyectiva si y.s6lo si V(P # Q) € X, f(P) # f(Q). De acuerdo con ello,

VP € X/ Mu#v) €V = Phust Phv— [(P+u) £ f(Pt v =5 f(P)+ [ (u) #
F(P)+/T (v) = ()#f() |

De donde deducimos que f es inyectiva.

f es inyectiva si y sélo si V(u #wv) €V, ?(u) =+ 7(V)

Procedamos al/absurdo. Como VP € X, P+ u # P + v, si fuese f(P+u)= f(P + V) se

tendria que
-

f(P+u)y=f(P+v)= f(P) +?(u) = f(P) +7(V) = f(u)= 7(v), con lo cual 7 no

serfa inyectiva, en contra de la hipdtesis.
2. Teniendo en cuenta la consecuencia 3.7, se tiene:

£ sobreyectiva x=> f(X) = X <= dim(f(X)) = dim(X) = dim(V)' & dind(F (V) =
7(V) =W &= 7 es sobreyectiva. ‘

3. Es consecuencia inmediata~de las proposiciones anteriores.

Proposicién 3.1.4 Sean (f, ?) y (g,?)) does-aplicaciories afines'de €. Se vérifica que:

— . . 4 >w T O
1. (go f,go f) es una aplicacién afin' de Ey gof =79 o f.

—_ — —
2. Si f es biyectiva, entonces (f~1,f=1) es una aplicacién afin de £ siendo f~! = f L.

Demostraciéon

1. Desde luego go f : X — X es aplicacién por serlo la composicion de dos aplicaciones y
— 7 . ‘
g o f € End(V) por la misma razon.
Por otra parte,
— =
VP e X, VueV, (go f)(P+u) =g(f(P+w) =g(f(P)+ [ (w) =g(f(P)+7(f(w)=
(go f)(P)+ (g o f)(u), lo que prueba la proposicion.

-
2. é)l ser f biyectiva, f es un automorfismos de V y, por tanto f~!: X — X es biyectiva y
f ! es un automorfismo de V. Probemos la segunda parte de la proposicién apoyandonos

en el apartado anterior y en el ejemplo 1 (pdg. 29) .
—

VP € X, Yu eV, Pru=idg(P+u) = (/"o f)(P+u) — Py (f o f)u) =
idy — f1=F-1

=

—
_1Of:
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3.2 ECUACION MATRICIAL DE UNA APLICACION AFIN 32

3.2 Ecuacion matricial de una aplicacién afin

Proposicién 3.2.1 Sea (f, 7) una aplicacién afin de £ donde se ha fijado el sistema de referencia

R = {0, B}. Sean
P = (z1,29,...,2,),
P'= f(P) = (2, x5,..., 2y,

f(O) = (al,ag, ceey an).

— —
Sea, por ultimo, Mp( f ) la matriz, respecto de la base B, del endomorfismo f . Se verifica que

1lajag ... an
(1’$1’$2""’$”):(171'/1{55/2,--.,1';1)( ’ 102 = )
0[~Mzp(f)

Demostracion VP € X se tiene:
—_—

P =0+0P = f(P) = f(O) +£ (OP),
de donde

&
/ / /
(225, .. x) = (ar,a2, ... ayn) + (21,22, ..., x0)MB( ).
Simbodlicamente, si llamamos p, p’ y a, respectivamente, a los vectores de posicion de los puntos

P, P'y f(O), podemog escribir que

’ b
P’z =ag +psMzs( f) (3.8)
0, lo que es equivalente,
1 apn
(1, pg) = (1,P'5) ( = ) :
0| Mgs(f)

Definicion!|3.2.1 A la matriz

1 ap
MR(f ) = — >
0| Mgp(f)
se le llama matriz de f respecto de la referencia R.

Ejemplo 3 (TRASBACION). -En el espacio afin R3, dado el vector u = (a1,ds,a3), se define la
aplicacién =
Ty :R® —R3

de modo que
Tu(P) =P +u.

Hallar la ecuacion matricial de Ty,.

Solucion De la definicién
Tu(P)=P =P+u

y utilizando la notacién de la definicion se tiene que

(2}, 25, %) = (z1, 22, 23) + (a1,a2,a3),

de donde
1 ‘ ap as asg
01 0 O
(17 x,lax,Zuxg) = (17 .%'1,%2,%3) ol o 1 0
0j]0 0 1
que es la ecuacién matricial de Ty,. Nétese que Mp(Ty) = I3, lo que nos vuelve a recordar que

ZTL: = idy. (Ver el ejemplo 2 de la pag. 30.)
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3.3 AFINIDADES 33

Proposicién 3.2.2 Sean (f,?) vy (g9,7g) aplicaciones afines de £ y R = {O,B} y R' = {O",B'}
dos sistemas de referencia afines de €. Se verifica que:

L. Mg(go f) = Mr(f)Mr(g).
2. Mr/(f) = MR, RIMr(f)M(R,R").

Las demostraciones son similares a las realizadas en las férmulas correspondientes para espacios
vectoriales.

3.3 Afinidades

Definicién 3.3.1 Sea (f, 7) una aplicacion afin de €. Diremos.que (f, ?) es una afinidad si y
— —
s6lo si f es un automorfismo de V' ( f € GI(V)).

Consecuencias De la’definicién se desprende:
1. (f, 7) es una afinidad siy sélo si la aplicacién f es biyectiva(ver proposicion 3.1.3).
— —
2. (f, ) es'una afinidad si y sélo si det(Mp(f)) #0.

El ejemplo 3/prueba que Ty, (traslacién de vector guia u) es una afinidad.

Proposicién 3.3.1 (EL GRUPO AFIN) Sea GA(E) el conjunto de las afinidades de €. |Se verifica
que (GA(E), o) es un grupo, llamado el grupo afin de £.

.
Demostracién - Sean (f, f), (g, ¢) € GA(E). Baste recordar que la composicién de aplicaciones
biyectivas y de-automorfismos es, respectivamente una aplicaciéon biyectiva y un automorfismo. De
aqui que, junto con lo\demostrado en la proposicion 3.1:4, sea inmediato que:

>
g1) (gof, go f)eGA(E).
g.2) (idx, idv) S GA(g)
53) (1. 7)€ GAE).
H
Definicién 3.3.2 Sea (f;. f) € GA(E)-
1. Decimos que P € X es un punto doble para f, si f(P) = P-
2. Dada la variedad lineal afin L, diremos que L es doble para f si f(L) C L. Es decir si

VP e L, f(P) € L.

3. Diremos que L es una variedad de puntos dobles para f si todos los puntos de L son dobles.

Es decir si
VPeL, f(P)=P.
Proposicién 3.3.2 Sea R = {O, B} un sistema de referencia afin de £ y (f, ?) € GA(E). Todo
punto P = (p1,p2,...,pn) € X es doble para f si y sélo si es solucién del sistema
—
x(I —=Mp(f)) =a, (3.9)

donde a = (ay,aqg,...,a,) = f(O).
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Demostracién Recordando la ecuacién de una aplicacién afin (ver férmula 3.8), se tiene:
— —

P doble < f(P) :P?p:a—l—p/\/llg(f) <~ p(I—-—Mp(f))=a<=p=(p1,p2,---,Dn)
es solucién de x(I — Mp(f)) = a.

Consecuencias La ecuacion 3.9 es la expresién matricial de un sistema lineal de n ecuaciones con
n incognitas.

1. Las ecuaciones de una variedad de puntos dobles para f (en adelante Ly) viene dada por

—

Ly=x(I- Ms(F)) =a
Si el sistema es compatible (Ly # (), se tendra que

dimi(Z) = n— fg(I'~ Ms(f)):

2. f tiene un tnico-punto doble si y sélosi [T — MB(TH # 0.

— : —
3. Del punto anterior y sabiendo que [N — Mp( f)| = 0 es la_ecuacién caracteristica de f,
se deduce inmediatamente que es condicién necesaria y suficiente para que f\tenga un dnico
—
punto doble-que A =1 no sea un-autovalor-de f .

Nota En realidad, tanto la definicién como la proposicion precedentes asi como sus consecuencias
son aplicables a cualquier aplicacién afin (f, f) de £. Sin embargo, dado que nuestro'objetivo es
estudiar un' tipo especial de afinidades (movimientos en el plano y en el espacio); hemos preferido
incluirlas en esta Seccion.

Ejemplo 4 (HOMOTECIA). Se llama homotecia de centro C'y razén k # 0 a la aplicacién
Hep: X — X

definida por
—
P = HC,k(P) =C+kCP.

En el caso particular en ‘que X = R3, calcular las ecuaciones de la homotecia en la que C =
(a1,a2,a3). '
Solucién De la definicién de Hcry, se tiene:

(55/1733/2,905) =% (ah az, az)+k{rr— Gl.a T2 = Q2,23 — a3),

de donde
(o), xh, 2%) = (a1(1 —k),a2(1 —k),a3(1 = k)) + k(x1, 2, 23).

Expresando matricialmente este resultado, obtenemos:

e Ecuacion matricial

1|ay(1—k) ay(1—k) az(1—k)
/ / AN 0 k 0 0
(17 $1,$2,$3> - (17 $1,$2,$3) 0 0 k 0
0 0 0 k

de donde deducimos que Hcy es una afinidad ya que det (Mp(Hc)) = k3 # 0.

¢ Endomorfismo asociado

P—
Nétese que Mp(Hc ) = ki3 lo que equivale a decir que la aplicacién asociada a Hcy, es

—
HC,k: = kidy.
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e Variedad de puntos dobles
Haciendo (2, 5, 25) = (21,22, x3), se tiene que
(1 — ]{})561 = (1 — k‘)al

Lf = (1 — k)ajg (1 — k)a2
(1-—k)zs = (1—Fk)as

Por tanto,

1. Sik#1, Ly = (a1,a2,a3) = C'y el tinico punto doble es el centro C' de la homotecia.
2.85ik=1,L;= R3. Nétese, que en este caso, He = idgs.
Ejemplo 5 En el espacio affn R? Caletlar la.ecuacién matricial.y los-puntos dobles de la proyeccion

ortogonal sobre el plano 7= r+y + z ='3.

Solucién Sea P = (asb,¢) y P'.= (', V") Ta proyeccidémortogonal de P sobre 7 . Las ecuaciones
paramétricas de la recta r, perpendicular a m y que pasa por P-son:

r = a+t
r=4q Yy = b+t
z = c+t

Como P’ =/r N« basta sustituir x,y y z en la ecuacién de 7 con lo que se obtiene

1
(a+bt+o)+3t=3=t=1-(a+b+c)

Por tanto,
o 4 l—i—%a—%b—%c,
Vo= 1—%@—1—%6—%0,
d = 1—%@—%64—%0.

e La ecuacién matricial de'la proyeceidn ortogonal vendra, pues, dada por

(R Y\ Ne Pl
2 1 1
Ol 3 73 3
(17xlay,7z/):(17xuy7z) 1 2 1
0l == 2 _Z
3 3 3
ol 1 1 2
3 3 3
Como
2 1 1
3 3 3
LA
3 3 3
11 2
3 3 3

deducimos que la proyeccion ortogonal sobre el plano 7 no es una afinidad.
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e La variedad de puntos dobles tiene por ecuaciones
ﬂ
Ly =x(I-Ms(F) =a

Es decir,

=(1,1,1).

Ly=(z,y,2)

Wl W= Wl
Wl Wl Wl
Wl Wl Wl

omo era obvio, resulta que
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