Capitulo 2

Espacios euclideos

2.1 Definicion y propiedades

Definicién 2.1.1 Flamamos espacio euclideo al espacio afin (X;V, +).donde V'.es un espacio vec-
torial euclideo. ES$ decir,

e I/ es un/espacio vegtorial sobre R, que supondremos de dimensién finita.

e Sobre V se ha definido un producto escalar.

Definicién 2.1.2 Dado el sistema de referencia del espacio euclideo X, R = {O,B}, donde B =
{ui,uy,...|,u,} es una base de V, decimos que R es un sistema de referencia métrico si B es una
base ortonormal de V' (u; @ u; = d;;).

Definicién'2.1.3 Sea A € M(n x n,R). Diremos que A es una matriz orfogonal si yverifica que
AAt =1T.

Como consecuencia inmediata de la definicion se tiene que
det(AA?) = det(A) det(AY) = det(A)? =1,
de donde deducimos que
1. det(A) # 0 lo que implica_que A es invertible y, por tanto, que-4A~! = A?,
2. det(A) = £1, lo que nos permite clasificar lTas matrices ortogonales. En efecto, sean

O(n) ={A € M(n xn,R) | AA" = I},
O4(n)={A € O(n) | det(A) =1} C O(n),
O_(n)={A € O(n) | det(A) = =1} C O(n).

Es facilmente comprobable que

° (O(n), ) es un grupo multiplicativo,

e (O4(n),-) es un subgrupo de O(n).

Proposicién 2.1.1 Sean (V,e) un espacio vectorial euclideo de dimensién n y By B’ bases orto-
normales de V. Se verifica que M(B’, B) (resp. M(B,B’)) es una matriz ortogonal.
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2.2 DISTANCIA ENTRE VARIEDADES 16

Demostracién En efecto, sean B = {uj,ug,...,u,} y B = {u},u),...,u,} dos bases ortonor-
males de V' 'y M(B', B) = A = (ai;) la matriz de las coordenadas de los vectores de B respecto de
la base By sea B = AA".

El elemento que ocupa la posicién (i,7) de B serd de la forma
_ t_ ./ !
bij = (@i1, @iz, - - ., Ain) (@1, 52, . .., an)" =W 00 = 05

y,-€n.consecuencia,

B=AA"=1 = Ac O(n).

Consecuencia Si R = {O,B} y R’ = {O’, B’} son dos sistemas de referencia métricos y

(320, %) (H%)

es la ecuacién matricial del cambio de-sistema de referencia;-se verifica que A es una matriz orto-
gonal.

Baste recordar que B y B’ son bases ortonormales de V' 'y que A = M(B', B).

Definicién 2.1.4 Dadogs los sistemas de referencia métricos R = {0, B} y R =40", B'}, se dice
que tienen la misma orientacion si se verifica que M(B', B) € O, (n). Sino es asi;se dice que tienen
distinta orientacion. \

2.2 Distancia entre variedades
Nota En lo que sigue (X, V,+) es un espacio euclideo de dimensién n y R = {O, B} es un sistema

de referencia métrico respecto del cual se dardn las coordenadas de los puntes y las ecniaciones de
las variedades.

Definicion 2.2.1 Dados los puntos P, @ € X llamamos distancia de P a Q y la notaremos d(P, Q)
al modulo del vector PQ Simbdlicamente,

d(P,Q) = |PQ)|.

De la definicién se deduce que si'P = (p1, p2,«i0n) ¥V Q = (q1,G25~ - .+Gn),

d(P,Q) = V(g1 =p1)2 + (g2 — p2)>+= - + (g — Pn)%.

Proposicién 2.2.1 (PROPIEDADES INMEDIATAS) Sean P,(Q,R € X. Se verifican las siguientes
propiedades cuyas demostraciones son consecuencia inmediata de las correspondientes propiedades
dadas para el médulo de un vector.

d.1l) d(P,Q)=0<= P =Q.
d.2) d(P,Q) = d(Q, P).
d.3) d(P,Q) < d(P,R) +d(R,Q).
Proposicién 2.2.2 (TEOREMA DE PITAGORAS) Sean P,Q,R € X,

PQ L PR = d(Q.R)? = d(P,Q)* + d(P, R)>.

DPTO. DE ALGEBRA



2.2 DISTANCIA ENTRE VARIEDADES 17

Demostracién Utilizando la propiedad p.3) de la proposicién 1.1.1, se tiene:
——5 —— =25 == =39 =9 =39
QR*=(QP+ PR)* = (—-PQ+ PR)* = PQ“+ PR
\
QE* = |PQP? + |PEP
\
d(Q, R)* = d(P,Q)* +d(P. R)”.
Proposicion 2.2.3 Sean A y B dos puntos distintos de X y M su punto medio. Sea
L={PeX|d(P/A) =d(P,B)}
Se verifica que L es el hiperplano

H':'M+<ﬁ>l'.=

Demostracién/ Obviamente H es un hiperplano ya que

—

dim(H) = dim(D(H)) = dim((ABY*) = n — dim((AB)) = n =1,

Por otra parte.
— —_— —_— — \ — —
P ¢ L <> d(P,A) = d(P,B) += PA? = PB? < (PM + MA)?> =\(PM + MB)? <
_— — — —
2PM e MA =2PM|e MB <= PM e (MA—-MB)=0<= PMeAB =0+= PM | AB <—
N L
PM€<AB> < PecH.

Definicién, 2.2.2 El hiperplano H, caleulado en la proposicién anterior, re¢ibe el.nombre de hi-
perplano mediador del segmento AB. En particular,

e sin=2 Hesla fnediatriz del segmento AB,
e sin =3, H recibe el nombre de plano mediador de AB.

Ejercicio En el espacio euclideo-R® y respecto de una referencia métrica, se dan los puntos A =
(1,-1,2) y B = (3,—1,4).. Calcular él-plano mediador del segmento AB.

Solucion

El punto medio del segmento AB es
M = (2,0,3).

Como AB — (2,2,2), se tiene que
H=(2,0,3)+ ((1,1,1))*.
Calculemos D(H).
DH)=(1,1,1)e(x,y,2)=0=D(H)=x+y+2=0,
de donde la ecuacién de H serd de la forma,
H=x+4+y+z2=hb.
Como M € H, se tiene que b =5, luego

H=x+4+y+2=5.

M. IGLESIAS
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Definicién 2.2.3 (DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA VARIEDAD) Sea P un punto y L # () una
variedad lineal afin de X. La distancia de P a L se define mediante la siguiente igualdad:

d(P,L) =inf{d(P,Q) | Q € L}.
Obviamente, si P € L, se deduce que d(P, L) = 0.
Proposicién 2.2.4 Sea P un punto y L # () una variedad lineal afin de X. La variedad
L' = P+ D(L)*,
verifica:

1. I'n L ={Q} (L' corta a L-en un tnico punto Q).

2. d(P,L) = d(P,Q).

Demostracion
1. Probemos en primer lugar que L' N L # (). En efecto, Si L' N L= ), se tendria que
dim(L' + L) = dim(L") + dim(L) + 1 — dim(D(L') 7 D(L))
y como D(L') ﬂD(L)) = {0} por ser variedades ortogonales se tiene que
dim(L' 4+ L) =n —dim(L) + dim(L) + 1 = n + 1,

lo cual esiabsurdo ya que L' + L C X.

Puesto que L' N L # () y teniendo en cuenta que en este caso V = D(L]) ® D(L) y que, por
tanto \ ‘
dim(L' + L) = dim(D(L' + L)) = dim(D(L') + D(L)) = n,

se tiene\que
dim(Z' N L) = dim (L") + dim(L) — n = n — dim(L) +dim(L) = n = 0,
de donde L' N.L s¢ c¢ortan en.un punto.
2.Sea ’'NL=Q yReL un punfo cualquierade L. Se tiene que
OP € D), "QR e D(L)y=— QP14 QR.
Aplicando pues el teorema de pitdgoras (ver proposicién 2.2.2),
d(P,R)* =d(Q,P)* +d(Q,R)* = d(P,R)* > d(P,Q)* = d(P, R) > d(P,Q).
Proposicion 2.2.5 Como caso particular de la proposicién anterior, si
P=(p1,p2,...,pn) € X
v la variedad dada es el hiperplano
H=ax1 +asxo+...+apxry, +a9 =0,

se verifica que

(P, H) = la1p1 + agpa + ... + appy +a0|. 2.1)
Va+ad+... +a

DPTO. DE ALGEBRA



2.2 DISTANCIA ENTRE VARIEDADES 19

Demostracién Recordemos que, en este caso,

D(H)J— = <(a’17 ag, . .. 7an)>
Yy que, por tanto,

L=P+ <(a1,a2, C ,an)>,

tomando a = (a1, as, ...,a,) € D(H)* y, siendo

Q:LQH:(Ql,QQ7...,qn),

se tiene que
- —
INeR| PQ = Aa
igualdad de la que deducimes:
Por una parte, que s : :
d(P,Q) = [PQ| = |Alla]. (2.2)
Pero, por otra, qtie

qi = pi + Ay, (Z:177n) (23)

Como @ € Hj, sustituyendo los valores de 2.3 en la ecuacion de H, se tiene;
ail(p1 + Aa1) + az(p2 + Aag) + . .. + an(pn + Aan) +ag =0,

de donde
(a1p1 + agpe + ... 4 anpn + ag) + )\|51|2 =0.

Es decir,

_ laapi £ aspa + .. + anpp + ao|

A
» al?

Sustituyendo ‘este Valor'en 2.2, se tiene que

la1p1 + agp2 + ... + appy ¥ agpl
d(P, H) =d(P,Q) = ’

que es la férmula 2.1

Definicién 2.2.4 (VARIEDABES PERPENDICULARES)-Sean L; y Ly variedades lineales no vacias
de X, diremos que son perpendiculares (L; L L) si se verifica-una de las siguientes condiciones

D(Ly) € D(Lo)t o D(L1) D> D(Lo)* .

Definicién 2.2.5 (DISTANCIA ENTRE DOS VARIEDADES) Sean L y Lo variedades lineales no vacias
de X. Se define la distancia entre ambas mediante la siguiente igualdad:

d(Ll,Lg) = inf{d(Pl,Pg) ’ P1 S Ll, P2 S Lg}

Noétese que la definicién de distancia responde al concepto intuitivo del “camino maés corto” entre
las dos variedades.
Es obvio que si Ly N Ly # 0, d(Ly, L2) = 0.

Lema 2.2.1 Sean L; y Lo variedades lineales no vacias de X,

LiNLy =0 = dim(D(Ly) + D(L2)) <n—1.

M. IGLESIAS
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Demostracién Procedamos al absurdo. Supongamos que dim(D(L1) + D(L2)) = n. De la
férmula de la dimensién

dim(Ly + Ly) = dim(Ly) 4+ dim(Lg) — dim(D(L1) N D(La)) + 1,
deducimos que
dim(Ly + Lg) = dim(D(Lq)) + dim(D(L3)) — dim(D(Ly) N D(Ls)) + 1,

de donde .
dim(L; 4+ Lo) = dim(D(L1) + D(L2)) + 1 P2 n+1

lo cual es absurdo ya que L; + Lo C X.

Proposicién 2.2.6 Sean L, y Lo variedades lineales no vaciasde X tales que L1 N Ly = (). Existe
una variedad lineal afin L queverifica las siguientes condiciones:

1. dim(L) > 1.
2. LJ_LlyLJ_LQ.

3. LN Ly = {Py}, LN Ly= {P>} (L corta, respectivamente, a L y.a Ly en un \nico punto, P;
y P).

4. d(Ly, Ih) = d(Py/Py).

5. Los puntos Py y/ P> son tnicos si y s6lo si [y y Lo se cruzan.

Demostracion ' Consideremos una variedad L tal que
 D(L) = (D(Ih) + D(L))" = D(B1)* N D(Ly)* (2.4)
Por la definicién de (L), se tiene que ‘
V = (D(L1) + D(Ls)) ® D(L)

y, por consiguiente,

1. dim(L)

dim(D(L)).=n —dim(D(L1) + D(L2)) >mn —=(n—=1) >"1.

2. Como D(L) = D(L1)*t N D(Ly)™*, se tiene que

(D(L) € D(L1))A(D(L) € D(L2)*) = (L L L) A (L L Lo).

3. Probemos en primer lugar que LN Ly # 0, L N Ly # (). En efecto, sean Q1 y Q2 dos puntos
cualesquiera tomados, respectivamente, en L; v Lo. Por 2.5 se tiene que
—

QiQ2=u1+up+v, (u; €D(Ly),ur € D(L2), ve D(L))

y, por tanto,
Q2 =Q1+u; +uy+v. (2.7)
Consideremos los puntos
P =Q1+u, Py =Q2—uy
y la variedad
L=DP+ D(L)

Se tiene que:

DPTO. DE ALGEBRA
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e Q1Pp =u; € D(L;) = P; € L pero, por la definicién de L, P; € Ly, por tanto,

PreLNL = LNL #0.

e
o Q2P2 = —Uu9 € D(LQ) — P2 S LQ.
Pero, por otra parte,
Py =Q2—uy 2i7Ql +u;+u+v—uy =P +v=— P € L. Luego, igualmente,

Poe LNLy=— LNLy#0.
Veamos ahora que LN Ly = Py y LN Ly = P,. En efecto,

LNL, #0 = D(LNLy)=DILyAD(L) 2 (D(Er)* 0 D(Ls)L) N D(Ly) = {0},

de donde se deduce que
dim(LﬂLl) =0= LnNnLy.=Pi

Andlogamente s¢ demuestra que £ Ly = P;.
4. Vamos a prebar VRy € L1y VRy € Lo,
d(Ry, R2) > d(Py, P»).

En efecto;

RiRy = RiPL+ PRy = R1P + (P1P2 + PQRQ) = (R1P1 + PQIRQ) + P Py.

Pero _
R{P, + PRy € D(Ll) + D(LQ), PP e D(L),

luego\ RyP1 + o Re L P P>. Por consiguiente,

R1Ro*> = (RiPy ¥ P,Ry)* + P, P,

de donde /
s (2 B2
|R1Ra|* > |PLP|* = d(Ry1, Re) > d(Pl,.Pg).

5. (Si Py 'y P son 1inices puntos que verifican la condicién4), entonees L y Lo se cruzan.)
Procedamos alabsurdo. Si Li-y Lo no se cruzasen seria-D(Ly) ND(Ly)% {0} y podriamos
tomar v € D(L;)Q D(L2) tal.que v #-0-

Consideremos los puntos
Ri=Pi+v, Ro=P+wv.

Se tiene, entonces, que
P1R1 = P2R2 = V.

Aplicando el teorema de Tales paralelo, se tiene que
e — e —
P1P2 = RlRQ — |P1P2‘ = |R1R2| — d(Pl,PQ) = d(Rl,RQ)

y, por tanto, P; y P> no serfan los dinicos verificando la condicién 4), en contra de la hipétesis.

(Si Ly y Lo se cruzan, entonces Py y P» los unicos puntos que verifican la condicién 4).)
En efecto, sean Ry € L1 y Ry € Ly tales que d(R1, R2) = d(Py, Py). Si esto fuese asi, se
verificaria que

D P2 _pp2 2 2
RiRy = PPy — ((R1P1 + PQRQ) + P1P2) = PP

Pero
Ri1Py+ PRy € D(Ll) + D(LQ), PP e D(L),

M. IGLESIAS
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luego R1P; + PRy | P P,. Por consiguiente,

(R1P, + PyRy)* + P P, = P P52,

de donde
= =9 = =
(RiPy + P2Ry)* =0 = PRy = PRy,

Ahora bien, como
—_— —_— _——
PR, € D(Ll), PRy € D(Lg) = PRy, PRy € D(Ll) N D(LQ)) = {0},

de donde
PRy = PRy = {O} — R, = Pl, Ry = Ps.

Proposicién 2.2.7 L es la mayor variedad (en el orden de la inclusién) que verifica las condiciones
1, 2, v 3 de la proposicion anterior.

Demostracién En efecto, supongarhos que la variedad L' =P + D(L’) verifica las condiciones
1, 2 y 3 de la proposicién-anterior. Tenemos que probar que D(L')€ D(L)
Recordemos, por una partes que

/D(L) = (D(Lx) + D(L2))* = D(L1)* N D(Ly)*
y, por otra, jque

(D(L') C D(L1)*) v (D(L') 2 D(L1)*+)
(L/LL1>A(L/LL2) — N ‘
(D(L') € D(L2)*) v (D(L') 2 D(L2)")

Pueden darse; en. principio, cuatro casos:

1. (D(L'), cD(L1)Y) A (D(L') C D(Lg)*) = D(L') € D(Ly)* N D(Ly)* = D(L), con lo cual
L'clL -

2. Los restantes casos incluirfan una de las condiciones D(L') D D(L1)%D(L)) 2 D(L2)* o
ambas. Veamos que esto no es posible. En efecto,

D(I') 2 DL =5dim(D(L) > n — dim(D(L1)) == dim(I)  din(L1) > n.  (2.8)

Por otra parte, como-dim(L'N.L1) =0 por la condicién'3, aplicando la férmula de la dimensién
deduciriamos que

2.8
dim(L' + L) = dim(L') + dim(L;) — dim(L' N Ly) > n,
lo cual es absurdo ya que L' + L1 C X.
Andloga situacién se producirfa si D(L') 2 D(Lg)*.

Ejercicio 1 En el espacio euclideo R* y respecto de un sistema de referencia métrico se dan la
recta y el plano siguientes:

261 — x9 + x3 = 0
Ly = To + I3 =0
Ty = 0

_ T2 + 24 =0

Ly = { r3 + x4 = 1

Se pide:
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1. Posicién relativa de L1 y Lo.

2. d(Ly, Ly).

3. Ecuaciones de la variedad perpendicular comun.

Solucién

1. Posicion relativa

(a)

Célculo de D(L;)

Se obtiene ésta resolviendo el sistema homogéneo cuya matriz de los coeficientes es

2 —1T1+.0
A=10 1. 0.0
0 -0 0/'1
Como z4 =0, tomando x3 ==1 se tiene que —

D(Ll) = <(17 17 —1, 0))
Comlo Lj viene, dada por un sistema homogéneo se tiene que un punto (Jy de L; es
Ql - (07 07 07 0)

Céleulo de D(Ls)

La matriz/ampliada del sistema Ly es

01 -1 0]—1
00 1 1] 1
de donde obtenemos ficilmente que

\ o = - To =/ —T
_LQE{; B 1_4 :>D(L2)E{ 2 A
3 = T4 T3 = T4

En el'sistema D(Ls), dando, sucesivamente, al par (x1, #2) los valorés (1,0) y (0,1)
obtenemos que ,
D(Ls) =((1,0,0,0), (0,~<1, —151)).

Por otra partej.en el sistema-L;, tomando x4 =0; obtenemos el punto de Lo,
Q2= (0,1,1,0) € Lo.

Cilculo de dim(L; + Lo)
Como dim(L; + Lg) = dim(D(Ly + Lz)), deberemos calcular D(L; + L) sabiendo que

D(L1 + La) = D(L1) + D(L2) + (Q1Q5)

Yy que, por tanto,

1 1 -1 0

. 1 0 00
dim(Li + Lo) =1g 0 -1 -1 1 =4.

0 0 10

Por otra parte, el hecho de que las tres primeras filas de la matriz anterior sean lineal-
mente independientes (el rango de la matriz formada por ellas tiene de rango 3) nos
indica que

D(L1) N D(Lz) = {0}.

M. IGLESIAS
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Por tanto, si tenemos en cuenta esta dltima condicién y aplicamos la féormula de la
dimensién obtenemos que

dim(L; N Ly) = dim(Ly) + dim(Lg) — dim(L; + Le) = -1 = L1 N Ly = 0
y, como consecuencia, L1 y Lo se cruzan.

2. Célculo de d(Lq, L)

Calculemos, en primer lugar, la variedad
D(L) = (D(L1) + D(L2))™.

Se tiene que

r1 o+ To [— X3 = 0
DAL= =0

= #®—=_x3 +4xfd = 0

Tomando z3 =1 se tiene que :
D(L) =((0,1,1,2)).

Ahora bien, como V = (D(Ly) + D(L2)) ® D(L), se tiene que

—
Q{Q2=1(0,11,0) = a1(1,1,=1,0) + 2(1,0,0,0) + a3(0, =1, =1, 1) +a4(0,11, 1, 2),

u€DL,) uyeD(Lo) _ veD(L)

de donde obtenemos facilmente que

21
(041704270[35044) = <O707_ > .

Luego

Tomemos _ahora los puntos
1.1 2
P1:Q1+u1:(0505050))7 P2:Q2U2:<0,§,§,3>.

Se tiene entonces que

u.

4 V6
(L1 Ly) Fd(B1, Py =4/ 5=

3. La variedad perpendicular comin tiene por ecuaciéon L = P; + D(L). Por tanto,

1 11
L=|——, = 1,1,2)).
(~3:-3:3:0) +(©.1.1.2)

Nota En este iltimo ejercicio puede observarse como los puntos P; y P, son tnicos porque las
variedades L1 y Lo se cruzan. A continuacién proponemos un segundo ejercicio donde podra
apreciarse que al no verificarse dicha condicién, existen infinitos puntos P; € L1 y P, € Ly que
verifican la condicién d(Lq, Lo) = d(Py, P»).

Ejercicio 2 En el espacio euclideo R? y respecto de un sistema de referencia métrico de dan los

planos
L1 = { o= 0 L2 = { 1 = 1
Tro = X4 = 0

—_

Se pide:
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1. Posicién relativa de L1 y Lo.
2. d(Lq, L9).
3. Ecuaciones de una variedad perpendicular comin a Ly y Lo.

Para calcular la posicion relativa de L1 y Lo estudiaremos el sistema

xrT = 0
Tro = 1

L1 N L2 =
rT = 1
4y = 0

cuya matriz ampliada es

1"00 0]0
00 1.0 0f1
(Afb)= 1. 0 0 01
' 0 0 0 140

La matriz A/ésdfimatriz dé los coeficientes de la variedad D(L1) R D(L2)y como
1g(A) =3 = dim(D(L;) N D(L)) =4 -3 =1,
Luego los planos s¢ cortan segiin una recta o son “semiparalelos”. Como
| rg(A[b) =4 #xg(A) =3 = L N Ly =
y, por consiguiente, los planos L; y Lo son “semiparalelos”.

1. Claramente
D(Ly) =((0,0,1,0) (0,0,0, 1)),

' D(Ls) = ((0,1,0,0)(0,0,1,0)).

Por otra parte, podemos tomar .
Q1=1(0,1,0,00€ L, Q2= (1,0,0,0) € Ls.

Calculemosa continuacién D(L) = (D(Ly) + D(Lg))L.

00 10 . 0 fg = 0
D(L)=410 0 01 1= 0o }=bpw)=< 23 = 0
z3
0170 0 X 0 g = 0
4

de donde
D(L) = {((1,0,0,0)).

Calculemos a continuacién dos puntos P; € Ly y Py € Lo tales que d(L1, Lo) = d(Py, Pa).

Recordando que
V = (D(L1) + D(L2)) ® D(L),

se tiene que
—
Q1Q2 == (17 _17 07 0) :al(()?()? 17 0) + a2<07 0707 1) +
uleD(Ll)
+ a3(0,1,0,0) + a(0,0,0,1) +
UQEB(LQ)
+ a5(1,0,0,0),
—_—

veD(L)
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de donde
a5 = 1
a3 = —1
a1 = 0
as +ay = 0

Noétese que, en este caso, el sistema es indeterminado y que, por tanto, tiene infinitas soluciones
(esto es debido, como ya se dijo, a que L1 y Ly no se cruzan). Tomando

(ala a2, a3, (g, 055) = (Oa 0,-1,0, 1)7
se tiene que
u; = (0,0,0,0); ux=(0,-1,0,0).

luego
P1:Q1+u1:(0717070)7 PQZQQ—LIQ:(I,I,O,O)-

Por tanto, - ~—
d(Ll, Lg) = d(Pl, PQ) = Tu.

2. Una variedad perpendicular comin a L1 y a Lo, puede ser

L =(0,1,0,0) + {(1,0,0,0)).

2.3 Angulo entre variedades

Proposicién 2.3.1 [Sea (V, e) un espacio vectorial euclideo y u,v € V' \ {0}.| Se werifica que

1< 1Y
[uflv|

Demostracién Recordando la férmula de Cauchy-Schwartz (u e v)? < u?v2, extrayendo la raiz
cuadrada a ambos miembros, se tiene que 6

Juev] ,_, ;. ue¥ &¢
|ullv|

fuev < ullv]|= < <
|| v
Consecuencia Recordando que la funcién

cos: [0, 7] — [=1,1]

es biyectiva, deducimos que

uev
dla € [0, 7] | cosa = ——,
[uflv]

lo cual da lugar a la definicion siguiente:

Definicién 2.3.1 Sean u,v € V' \ {0}. Llamamos angulo entre u, v al dngulo « € [0, 7] tal que

uev
cosQ@¥ = ———.
[uffv]

Es de uso comun la notacién cos o = cos(u, v).

Ejercicio Probar las siguientes implicaciones donde u,v € V'\ {0}.

a) uev=0<+<=a=

SE

b) uov>0<:>a€[0,

).

| N
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T
c) uov<0<:>a€<§,7r]
d) uev=|ul|lv|<=a=0.
e) uev=—|ullv|<=a=m.

Nota En lo que sigue (X, V, +) es un espacio euclideo de dimensién n y R = {O, B} un sistema de
referencia métrico.

Proposicién 2.3.2 Sean u, v € V '\ {0} y sean A # 0, u # 0. Consideremos los vectores u’ = Au
y v = pv. Se verifica que

[Wev'| Juev]
fai v Tafbvf
Demostracion
| Wy [ dweiv | [wfluen) v uey
P vl xalbpv T (A [ pttallv [ [wfpv [f

Nota El objetivo/de“la presente proposicion es probar que los. angulos que‘a continuacién se
definen, son independientes dé los vectores que se tomen en las direcciones correspondientes. En
otras palabras,/que los ‘angulos dados por las férmulas siguientes “estéan bien‘definidos”.

Definicién 2.3.2 (ANGULO ENTRE DOS RECTAS) Consideremos las rectas = P4(u) y. s = Q-+(v).

Llamamos dngulo entve r y s al angulo a € [0, g} tal que

luev |

cosa = Tallv ] (2.9)
Es también de uso comun la notacién a = (7s).
Definicién!2.3.3 (ANGULO ENTRE DOS HIPERPLANOS) Dados los hiperplanés
hi =aex+ag=0, (a: (a1,a2,...,a,), X = (1'1,182,...-‘.,:13”)),
he EbOIX—l-bO =0, (b = (by,ba,...,by), x = (xl,x.g,‘...,xn)).
Llamamos angulo‘entre Ay hs.al angulo o € {0, g] tal que
aeb
cosa = w. (2.10)

e z e TS B
Es también de uso comun la notacién a = (hy, ha)-

Definicién 2.3.4 (ANGULO ENTRE RECTA E HIPERPLANO) Consideremos la recta r = P+ (u) y el

hiperplano h = a e x + ag = 0, donde a = (a1, a2,...,a,) y X = (1, 22,...,2,). Llamamos dngulo
entre r y h al angulo o € [O, g} tal que
oS (E - a) = Juea] = sen a. (2.11)
2 [ullal

Es igualmente de uso comun la notacién a = (r, h).

Ejercicio Un caso particular interesante es cuando n = 2 donde una recta es a su vez un hiperplano.
Dadas las rectas
r=a1x1+asxrs+ag =0, s=bix1+ boxs+by=0.

jcoinciden los dngulos al aplicar cada una de las definiciones? Como es obvio, la repuesta es
afirmativa como se prueba a continuacion.
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1. Para la aplicacion de la formula 2.9, se tiene que
u = (ag,—ai) € D(u), v =(bg,—b1) € D(v).

Por consiguiente,
juev|  |aiby + agbs |

Clullv] a2+ a2 02

2. Para la aplicacién de la férmula 2.10, basta tener en cuenta que

a=(aj,a2) € D(r)t, b= (b,by) € D(s)*

y que, por tanto,
faeb | = < |aib + azbs |

Lallb | a2+ a2\ b2+ b2

3. Para la aplicacién de la férmula 2:11, consideraremos-a r como recta y-a s como hiperplano
con lo cual utilizaremos losvectores ‘

COoS ¥ =

u = (CLQ, —al), b = (bl, bg)

b2
cosa = /1 —sen?a = 1—’1127’,
[ul?b[?

cosa = \/1 _ _(agbr— a1by)” | a1b1 + agby |
(

Teniendo en cuenta que

de donde

af +a3)(0F +b3) © \JaT + a0+ B3
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