Capitulo 1

El espacio afin

1.1 Introducciéon
Definicién 1.1.1 Ilamamos espaeio afin sobre un cuerpo K ala tera (X, V%) donde:

1. X es un conjunto a cuyos elementos los llamaremos puntos y los notaremos, con letras ma-
yusculas (A B, . . .).

2. V es un espacio pyectorial sobre K de dimensién finita, a sus elementos los notaremos con
negrillas (ay v, ./ .).

3. + es unaaplicacién
+:XxV —X

tal que
\V/(P,U)EXXV, +(P,U)ZQ:P—|—U,

que verifica los siguientes axiomas:

a.l) VPe X, Vu,veV, (P+u)+v=P+ (u+v).
a.2) VP €X; P40 =P,

a.3) VP,Q eX,dueV|Q=P+u.
- —
Al tinico veetoru € V tal que-Q = P + u, se representara por u = P(Q).

Definicién 1.1.2 Sea (X, V=) un espacio afin sobre K, Llamaremos dimensién de X a la dimen-
sién del espacio vectorial V. Es decir

dim(X) = n <= dim(V) = n.

Proposicién 1.1.1 (PROPIEDADES INMEDIATAS) Si (X, V,+) un espacio afin, se verifican las si-
guientes propiedades:

p.l) PQ =0+ P=Q.

p2) Pfu=P+v=u=v.

p.3) YVP,Q,Re X, PQ = PR +RQ .
pd) VP.Q € X, PQ = —QP .

—_— —_— — —
p.b) VP,Q,R,S € X, PQ = RS = PR = QS . (TALES PARALELO)
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Demostracion

1. Por el axioma a.3) se tiene que

VP,QeX, Q=P+PQ " g-P+022 Q=P

a.2)
—

Q=P+PQ=P=P+PP2L PP=0.

2. Es consecuencia inmediata del axioma a.3:

3.
—
PR=u = R=P+au
“"RQ=v = Q=R+4v
de donde
a.2) —
Q=(P+u)+v = P+ (u+v)=— PQ=1u+V.
Es decir,
m = W=
PQ = PR+ RQ.
— p.3 SN SN Y N
4. PP=0-=VQe X, PQ+QP =0— PQ=-QP
5. PR PG+ QR™ PQ + (QS + SR) ™ PQ + (QS -~ RS) ™' QS
Ejemplo 1
Se dan:

e El conjunto

e El espacio vectorial

e La aplicacion
+: X xV—X

definida por
b
+O%%@,<ZO>>=@+my+@Z+d

Probar que (X, V,+) es una espacio afin sobre R.

Solucién

Veamos que la aplicacién + verifica los tres axiomas de la definicion.

0 0

a.l) P+0=(x,y,2)+ ( 00

)Z(W+Qy+Qz+0%=@4h@‘
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1.2 SISTEMA DE REFERENCIA AFIN 3
a.2)
. a1 b az by _
(P+u)+v= <(:c, Y, 2) + ( o 0 >> + ( - > =
b
=(x+a,y+b, z+c)+ < I
C2 0
= ((z+a1) +az, (Y+b1)+bs, (z+c1)+c2) =
= (z+ (a1 +a2), y+ (b1 +b2), 2+ (c1 + 2)) =
(ﬂ? ) al + a2 bl +b2 —
Y, 2 c1+ 2 0
= (%77, 2) AN + (" b2 =P+ (u+v)
" Y C1 0 (&) 0 ’
a.3) Sean P = (z1y121) ¥ Q = (22 ya 2z2)-dos puntos de-X. Es claro que

ro — T
22— 2

-

Y2 — Y1
0

es el 1unico element6 de V tal que @ = P+ u.
Obviamente dim(X) = dim(V') = 3.

Ejemplo 2
Dados:
e El conjunto
X =R"={(z1,29,...,25) | x; € R}.
e El espacio vectorial
V=R"+,R).
e La aplicacién
+: X xV—X
definida por
+((x1,x2, oo Tn)y (a1 as, ... ,an)) = (zr¥+ a1, T2+ ags’ .. Ty + ay),

es una espacio afin sobre R de-dimensiéon n lamado espaeio afin numérico.

Se demuestra de forma andloga al ejemplo anterior.

1.2 Sistema de referencia afin

Nota En lo que sigue supondremos que (X, V,+) un espacio afin sobre K de dimensién n.

Definicién 1.2.1 Llamamos sistema de referencia afin de X al conjunto R = {O, B}, donde:
e O es un punto de X al que llamaremos origen de coordenadas.

e 5={uj,uy,...,u,} es una base de V.

Definicién 1.2.2 Dado el sistema de referencia R = {O, B} y el punto P € X, al vector 0—15 lo
llamaremos vector de posicién del punto P.

M. IGLESIAS
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Definicién 1.2.3 Dado el sistema de referencia R = {O,B} y el punto P € X, llamaremos

—
coordenadas de P respecto de la referencia R a las coordenadas de su vector de posicion OP
respecto de la base B. Simbdlicamente,

—
PR: (:xl,xg,...,a?n) <:>OPB: (xl,xg,...,xn).

Proposicién 1.2.1 Sean R = {O,B} y R' = {O’,B'} dos sistemas de referencia afines de X y

sean:
o Pp = (r1,22,...,2p),
o Pri = (2,2},...,2)),
o O = (a1,a,...,an).

Se verifica que
f 1| ara, .. an

S i :
(l,xl,wg,...,xn)—(l,xl,xQ,...,xn)(O’k M(B.B) )

donde M(B', B) és la matriz de las coordenadas de la base B’ respecto de-la base B.

Demostracidn /' Se tiene que
— E— > —_ _— _—
OP = 00"+ O'P = OPp =005 + O'Pg.
Recordando la férmula del cambio de base
(x1, 22, ..., 2p) =2, 2%, ..., 2, )M (B, B),

se tiene que \ ‘
(21, T2y ... ) = (a4, a2, ..., an) + (), 25, ..., 2, )M(B, B),

o bien, més brevemente

1 a/l,a/27....,a/
(1,.%‘1,.%2,..-,3771) = (l’x,l’xlz’”.’w;l) < 0 M(BlaB) - ) .

—_— —

Ejemplo En el espacio affn R? se consideran las referencias afinés R = {0,B} yR' ={A,AB, AC},
donde las coordenadas respecto de R de A, B-y-C-son

A=(1,1); B=(2,0), ‘€ =43, 0
Se pide:
1. Calcular las férmulas del cambio de sistema de referencia.
2. Dada la recta, cuya ecuacién respecto de R es
r=2r—-3y+1=0,
hallar su ecuacién respecto del sistema de referencia R’.

3. La ecuacién respecto de R de la cénica cuya ecuacion, respecto del sistema de referencia R’
es
22 + y/2 _ 2$'y’ +1=0.

Solucién
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1. Como
se tiene que

es una base de R? y, por tanto,
, (1 -1
M(B,B)—<2 _1>.

Por consiguiente, las ecuaciones pedidas vienen dadas por la igualdad

1)1 1
(1> ) y) = (17 x,a y,) 0|1 -1 (11)
0|21
o bien,
z = 142" +2y
{y 1 /Y (1.2
2. Basta sustituir@ ey en la’ecuacion de r, por sus valores dades por las férmulas 1.2:
r=2(1+2'+2y)-31—-2"—y)+1=0=5z"+ Ty = 0.
3. De 1.1 ge tiene quge
: 1] 3 -2
(17 J}/, y/) L (17 Zz, y) 0f—1 1
0j—-2 1
ya que la matriz de un cambio de sistema, de referencia es invertible. De|laqui obtenemos que
¥ = 3—x—2
y = —2+zty

Sustituyendo estos valores en la ecuacion de la cénica, se tiene
2?4y 20"y 1 =0= 3“2 —20) 2+ (2+v+y)? -2B8—2—-20)(<2+zx+y)+1=0.

Es decir, ‘
422 + 9y? 4+ 122y — 20z — 30y + 26 = 0.

1.3 Variedades lineales afines
Definicion 1.3.1 Sea P un punto de X y W-una variedad lineal-de V. Llamaremos P + W al
subconjunto de X definido por

P+ W=AP+uecXfuec W}

Definicion 1.3.2 Sea L un subconjunto de X. Diremos que L es una variedad lineal afin de X si
se verifica una de las siguientes condiciones, mutuamente excluyentes:

o L=10.
e Existe un punto P € L y una variedad lineal W C V tal que
L=P+W.

Nota La definicién 1.3.1, nos proporciona una condicién necesaria y suficiente para que un punto
Q) pertenezca a la variedad L. En efecto,
— —
Qel<—=IwecW|Q=P+w= PQ=w<= PQcW. (1.3)

Proposicién 1.3.1 Si L =P+ W y P’ € L, entonces L = P’ + W. Es decir, L es independiente
del punto elegido en la variedad.

M. IGLESIAS
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Demostracién Hay que probar que P+ W = P' + W.

— —

—_ — _— —_—
QeP+W=PQcW = PP +PQ=veW = PQ=v—PP —= PQecW —
—
Q € P’ + W ,ya que, por hipétesis, P’ € L y, por tanto,PP' € W.
— — —_— — - —
QeEP+W=PQeW=PP+PQ=veW = PQ=v+PP = PQeW =
—
Q € P+ W ya que, por hipétesis, P’ € L y, por tanto, PP’ € W.

Proposicion 1.3.2 Sea L = P 4+ W una variedad lineal no vacia de X y, supongamos que existe
otra variedad lineal W’ C V tal que L = P + W' entonces se verifica que W = W".

Demostracion
. En efecto,
P+W=P+W =VveW, EIV’GW’|P+U_:P+v'p=2>V:V’=>VEW’.

Basta aplicar un razonamiento simétrico al anterior.

Definicion 1.3(3 «Sea L. = P + W, a la variedad W, univocamente determinada por L, se le llama
variedad de direccion.de Iy serd notada en lo sucesivo por D(L).

Definicién 1.3.4 ‘Sea/L = P + D(L) una variedad lineal de X. Llamaremos dimensién de L a la
dimensién de su variedad de direccién D(L). Es decir

dim(L) =r <= dim(D(L)) = r.
Si L = () convendremos en que dim(L) = —1.

Nota Utilizaremos las denominaciones clasicas de punto, recta, plano e hiperplano para designar
a las variedades lineales afines de dimension cero, uno, dos y n — 1, respectivamente.

1.4 Ecuaciones de una variedad lineal afin

Nota En lo que ‘sigue se supone que se ha fijado un sistema de referencia afin R = {O, B}, donde
O € X y B={ujjug,.<.yu,} es una base de V. Respecto a dicho sistema deTeferencia y dicha
base se dan las coordenadas de los puntos y de los vectores asi-¢como las.ecuaciones de las variedades
de direccién. Notaremos.por p, q,. - a los vectores de posicién ‘de-los puntos P, (@, ... lo que nos
permitira identificar las coordenadas de un punto respecto de R con las coordenadas de su vector
de posicién, respecto de B.

Caso 1

Datos: un punto de L y unas ecuaciones implicitas de D(L).
Sean, respectivamente,
P = (plap27 s apn) € La

D(L) = Ay' =0,

donde
ai] a2 ... Qinp
asr a2 ... Qaon
A= . . . . s y:(yl,y2,---,yn)-
Qr1 Ar2 ... Qrp

Sea Q = (z1,%2,...,2Tp) € X,

Qe L« PQecD(L) < A(x—p)l =0 Ax' = Ap' = b',
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donde .
bi:Zaikpi, (izl,...,r).
k=1

Caso 2

Datos: un punto de L y unas ecuaciones paramétricas de D(L).

Sean, respectivamente,
P = (al,ag,...,an) €L,

D(L) = (ylay27' ayn) — (>\17>‘27--- 7)\5)14,

donde
ajl a2 ... QAin
agy a2 ... Qa9n
A=

As1 Qg2 ... Gsp
Sea Q = (z1,22,...,2,) €X, '
Q€L<:>f’—C§ED(L)<:>(xlfal,zgfag,...,xnfan):(Al,AQ,...,)\S)A
\U \
.($17$27‘~-axn):(a17a27‘--aan)+()‘17/\2)~-'7>\5)A‘
J

_ 1| p
(1’ $1,$2,...,xn) - (17 >‘17)\27"'7)‘s) <T‘7>7

donde, recordamos, p es el vector de posicion del punto P.
Caso 3

Datos: un punto de L\y una base B; de D(L)-

Sean, respectivamente,
P= (al,ag,...,an) €L,

By ={vi,va,...,v;}
y sea
ajl; a2 ... amg
W2t—0A22 < A2p
A=
Qr1 Ap2. ... Qrp

la-matriz de las coordenadas de By respecto de -

e Las ecuaciones paramétricas de L son inmediatas de calcular ya que si Q = (z1,22,...,%y) €
L = P+ D(L), se tiene:

Q=P+ D(L) = (z1,22,...,2,) = (a1,02,...,a,) + (V1,Va,...,Vy)
|2

(T1,22,...,2p) = (a1,02,...,0,) + A1VI + Xova + ...+ AV,

donde, sustituyendo los vectores v; por sus coordenadas, obtendremos nuevamente que

1
L= ($17$27"'7xn) = (17)‘1a>\2>"'7>\s) (T‘%) :

e Para calcular un sistema de ecuaciones implicitas de L, calcularemos en primer lugar unas
ecuaciones implicitas de D(L) con lo cual estaremos en el caso 1.

M. IGLESIAS
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1.5 Dependencia afin

Definicion 1.5.1 Sea
A={Ap, A1,..., A} C X.

Diremos que A es un conjunto de puntos afinmente independientes o simplemente que A es
afinmente independiente si el conjunto de vectores de V,

{AOAI, AOAZa e 7A0A’I“}7
es linealmente independiente. De no ser asi, diremos que A es afinmente dependiente.

Proposicion 1.5.1 Sea -
A: {A07A17"'7A1“} - X

La dependencia o independencia afin de ;A no depende-del punto inicialmente elegido. Es decir, si
tomamos como punto inicial; por ejemplo A, (lo-cual hacemos por razones.de estricta comodidad

en la notacién), se verifica que si '
A={A40,A1,..., A}

es afinmente independiente, entonces

-/4/ = {ATA07 ATA17 s 7A7‘A1“71}7

es linealmente independiente.

Demostracion - En efecto, partamos de la relacién

T S—

oA Ag + o AVAL+ ...+ o 14:A_1 = 0.

Intercalando en-eadasumando el punto Ag, se tiene que

> \ — A —
OJO(ATAO + A()A()) + Ctl(Aer 4F A()Al) 4 oo AR 047«_1(147«140 + AQ_Ar—l) =0,

de donde

>

— _
a1 AgAr +. .+ ap_2AgAr_o — (Oég +a+...+ Oérfl-)AOAr =0

y por ser A linealmente.independiente se tiene que

a()':Oq:...:Oér_Q'i 0
agt+ear+ ... +op—1 = 0
De donde deducimos que ag = @r-= ... = ap—1 = 0y, por consiguiente, que A’ es linealmente

independiente.

Proposicion 1.5.2 Si L una variedad afin de X de dimensién 7, entonces en L hay, a lo sumo,
r -+ 1 puntos afinmente independientes.

Demostraciéon Si L = (), es evidente.
Sea pues L =P+ D(L) y {v1,va,...,v,} una base de D(L). Consideremos los puntos de L

Qi=P+v;(i=1,...,7).

El conjunto de r 4+ 1 puntos de L
{P7Q17Q2"'7QT}

es afinmente independiente.
En efecto, los vectores
> — ——
{PQ1:V17PQ2:V27 sy PQT:VT}

DPTO. DE ALGEBRA
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son linealmente independientes por ser una base de D(L).
Veamos ahora, que en L no puede haber més de r + 1 puntos afinmente independientes.
Si los puntos de L {Ag, A1,..., Ar41} fuesen afinmente independientes, los 7 + 1 vectores de D(L),

AgA1, AgAa, ..., AgAria

serfan linealmente independientes lo cual es absurdo ya que dim(D(L)) = r.

Consecuencia. En el espacio afin X, hay, a lo sumo, n + 1 puntos afinmente independientes:

1.6 Operaciones con variedades

Definicién 1.6.1 (INTERSECCION DE VARIEDADES). Sean Lq y Lg dos variedades lineales afines
de X,
LlﬂLQZI{PEXIPELl,VPELQ}. (14)

Proposicién 1.6:1 Si Ly = Py+ D(L1) y Ly = P» + D(Lg) son dos variedades:lineales afines de
X tales que L1 M Lg # 0'y P'€ L1 N Ly se verifica que

LiNLy = P—I-D(Ll)ﬂD(Lg). \ (15)

Demostracién. Hay que probar la igualdad de los segundos miembros de 1.4 y 1.5.

QelinNnly—=Q&eL, Qely <:>P_C§ € D(Ly), P_Cj € D(Ls) <:>P_C§ €\D(Ly)N D(Ly) —
Qe P—l-D(Ll) ﬁD(Lg). '

Nota Obsérvese; que de la proposicién se desprende que si Ly y Lo son variedades lineales afines
de X se verifica-que:

e Si Ly N Ly =10, Ly N Ly es, por definicién, una variedad lineal afin de /X.
e Si L1 N Ly #(; L1 M\ Ly es una variedad lineal afin de X tal que |

D(L1 N Lg) = D(Ll) N D(Lg)

Definicién 1.6.2 (VARIEDAD ENGENDRADA-POR UNA PARTE DE X). Sea £ una parte no vacia de

X. Llamamos variedad linieal affn’engendrada. por £ y-lanotamos por L(E), a la menor! variedad
lineal afin de X que contiene al.conjunto £.
Proposicion 1.6.2 Sea £ una parte no vacia de X y P € £. Se verifica que

L(E) =P+ D(L(E)), (1.6)

donde
D(L(E)) = <{P_cj eV Qe 5}> .

Como caso particular; si £ es un conjunto finito de puntos de X,
E={A,A1,..., A},

entonces

L(€) = Ao + (AogA1, ApAs, ..., AoAyr).

'A la “menor” en el orden parcial inducido por la inclusién de conjuntos (A < B <= A C B).

M. IGLESIAS
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Demostracion Habra que probar:

1. £ C L(€) lo cual es inmediato ya que, en efecto,
—
VQe&, Q=P+ PQ = Q < L(£).

2. Si L una variedad lineal afin que contiene a &, entonces L(E) C L.
Como P € L, L seréd de la forma L = P+ D(L). Vamos a probar que L(£) C L. Bastard
para ello demostrar la inclusién
D(L(€)) c D(L)

lo cual es inmediato si se tiene en cuenta que

ECL 5 &

V@ e &C L PO e DL(E)) &= PJeD(L)
y, por tanto, D(L(€)) € D(L) como se queria-demostrar.

La segunda parte dé la: proposicién es consecuencia inmediata de.lo anterior.

Nota Para calcular unas ecuaciones de la variedad L(E) en el caso en que & = {Ag, A1,..., A}

(también llamadavariedad afin de X determinada por r+1 puntos), basta‘tomar P = Ay, v; = Ag4;
i=(1,...,r)/y aplicar 16 dicho en el caso 3 de la Seccién 1.4.

Definicion/1.6.3 Sean L; y Lo variedades lineales no vacias de X. Llamamos suma de las varie-
dades Ly y (Lo a la menor variedad lineal de X que contiene a L1 y a Lo. Es, por tanto, la variedad
engendrada por la unién de dichas variedades. Simbélicamente:

L+ Ly = L(L1 U LQ)

Proposicién 1.6.3 Si L y Ls son las variedades afines,

Ly =P+ D(Ly), Ly=P+ D(L2),
se verifica que /

_ ;
Dot Lo=Pp + <P1P2> + D(Ly) + D(Ly). (1.7)
Demostracion Sea
———
L=P <P1P2> + D) % D(Ls) = Py D(L).

Habra que probar que la variedad L definida-—por-la-igualdad anterior es la menor variedad lineal
de X que contiene a L1 y a Lo.
En efecto,

e Veamos que L contiene a L1 U Lo.

QeLiULy= (Qe L)V (QE€ Ly).

Pero,
Qeli= PQeDL)cDIL)= QeclL
Y — _— —
Q<€ Ly—=— PQ < D(Lg) — —P1P,+ PiQ € D(LQ),
de donde

PG € (PiP;) + D(Ly) € D(L) = Q € L.

DPTO. DE ALGEBRA
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e Veamos que L es la menor variedad lineal afin que contiene a L1 y a Lo. En efecto, sea L’/
una variedad lineal de X que contenga a Ly y a Ls. Como P; € L/, ésta serd de la forma

L'=P +D(L).

Hay que probar pues, que D(L) C D(L'), lo cual es ficil de ver si se tiene en cuenta que:

a) Pe Ly 2¢ PP e D)) = <P1P2> c D(L).

Qel’ =R

b) VQ € Ly = P,Q € D(L1) =% P € D(L'), de donde D(Ly) C D(L').

) VQ S L2 — PQQ € D(Lg)
Pero PQQ = —P1P2 + PlQ € D(L') vy, teniendo en cuenta que P, Q € L', se tiene que
D(L,) ¢ D(L).

De este modo D(L')Y 2.D(Ly + La) por contener a cada uno de sus sumandos.

Consecuencia Si L1 N Lo #A4), entonces

Demostracién En ¢fecto, sea () € L1 N La. Se tiene que

PP, = PiQ — P,Q € D(L1) + D(L2) = <1TP§> C D(Ly1) + D(Ly);

de donde resulta 1.8.

Proposicidn 1.6.4 Sea R(X) el conjunto de las variedades lineales de X y consideremos las ope-
raciones suma (+).€ interseccién (M) de variedades anteriormente deﬁnldas Ny sean'L, Ly, Ly, L3 €
R(X), se verifican-las 51gu1entes propiedades:

1. ASOCIATIVAS

° (Ll +L2) +Ly= Ly —|—(L2+L3)
° (Ll ﬂLQ)ﬂLg =14 ﬁ(LQﬁLg,).

2. CONMUTATIVAS

o [y +Ly=1Ly+ Lq.
e [1NLy=LsysNLs.

3. IDEMPOTENTES

o L+ L=1L.
e LNL=L.

4. LEYES DE SIMPLIFICACION

o [y +(L1 ﬂLQ) =1;.
o [y ﬂ(Ll +L2) =1.

Nota A la terna (R(X),+,N) se le da el nombre de reticulo por verificar sus operaciones las
propiedades 1, 2, 3 y 4.

M. IGLESIAS
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1.7 Férmula de la dimensién. Aplicaciones

Teorema 1.7.1 (FORMULA DE LA DIMENSION) Sean L; y Ly variedades lineales afines no vacias
de X:

1. Si L1 N Ly # (), se verifica que

dim(L; + Lo) = dim(L1) 4 dim(Lg) — dim(Ly N La).

2. Pero si L1 N Ly = (), entonces

dim(Ly + Lp) = dim(L1) + dim(Lz) — dim(Ly N Ly) — dim(D(L1) N D(Ly)).

Demostracion
1. LiNLy #0 18 D(Ly+ L) = D(Ll) + D(L3), por consiguiente,
dind(Li L) = dim(D(Ly + L)) = dim(D{In) + D(Ln)) =
15

(
= dim(D(Ly)) + dim(D(Lz)) — dim(D(L1)y M D(Ly)) =
= dim(D(L4)) + dim(D(Lg)) — dim (D(Ly N Ly)) =
= dim(Ly) + dim(Lg) — dim(L; N Lg).

2. L1NLy =0 =Y D(Ly + Ly) = <P1P2> + D(Ly) + D(Ls), Por consiguiente,

dim(L; + L) = dim(D(L; + Ly)) = dim (<JTP£> + (D(L1) + D(Lz))) =
=1+ dim(D(L{) + D(Ly)) — dim (<1TP;> N (D(Ly) D(LQ))>
Pero,
(PP2) N (D(L)) + D(L2)) = {0},
En efecto, /
<1Tpg> N (D(L1) + D(Ly)) # {0} = <1TP£> C D(L1) +D(Ls) = PiP, € D(L1) +

D(Lg) — 3V1 & D(Ll), E|V2 ,6 D(Lg) | P1P2 = Yl —~|-‘V2 — P2 = P1 + vy + v —>
Py — vy = P, + vy => L1 N Ly # (;en contra delahipétesis. Luego
—_—— =

S5} el

((PrR2).n (D(L1) + D(La))) = {0},
Por tanto, se tiene que
dim(Ly + Lp) = dim(D(L1)) + dim(D(L2)) 4+ 1 — dim(D(L1) N D(Ly)) =
= dim(Ly) + dim(Lg) — dim(Ly N Ly) — dim(D(L1) N D(L2))
Definiciéon 1.7.1 Sean L y Lo variedades lineales no vacias de X.
1. Si L1 N Ly # (0, se dice que Ly y Lo son secantes. Si éste es el caso y ademads

(a) si D(L1) N D(L2) = {0}, entonces Ly N Ly = P.
(b) si D(L1) € D(L2) o D(L1) D D(L2), entonces Ly C Ly 0 L1 D Lo.

(¢) si, como caso particular, D(L1) = D(Ls9), entonces L; = L.

2. Si LN Ly =0, se dice que L1 y Lo son disjuntas. Si éste es el caso y ademds

DPTO. DE ALGEBRA
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(a) si D(L1) C D(La) o D(Ly) D D(L2), entonces Ly || L.
(b) si D(L1) N D(Ly) = {0}, entonces diremos que Ly y Lo se cruzan.
(

(c) si D(L1)ND(L2) # {0} y las variedades no son paralelas, entonces diremos que Ly y L2
»2

<

son “semiparalelas
Posiciones relativas de rectas y planos en R*

1. Posiciones de dos rectas r; y ro.

(a)
D(ry+1r2) = D(r1) + D(r2) = 1 < dim(r; +12) < 2

r1 Mo #Q:{ dim(ry-Arry) =2 —dim(r1 +72)

o dim(r; + 1) = F=dim(ryNry) =2 —-1=1=r1.=ro.
o dim(r; + 1) =2=-dim(riNre) =2 =2 =0 = rp.Nry= P.
(b) Sean Py € ri, P» € ra.

A D(ry +12) = (PLP) + D(ry) + D(r2) —52 Seian(rs +72) < 3
VA S\ o { dim(D(r1) N D(r3)) = 3 — dim(ry +75)

° dim(m + 7“2) =2 = dim(D(rl) N D(?“Q)) =3-2=1=1r || T9:
o dim(r; 4 o) =3 = dim(D(r1) N D(r3)) =3 — 3 =0 = ry 'y 72 Se cruzan.

2. Posiciones de/ dos planos w1 y 2.

(a)
D(m +m2) = D(m1) + D(m2) = 2 < dim(m + m) £ 4

T (7o 75 @ - { dim('frl ﬂ?TQ) =4 — dim(m +7T2)

° dim(?Ti—%—?Tg) :2:>dim(7T1ﬁ7T2) =4—2=2= m = M.

o dim(m + m) =3 = dim(m Nm) =4—3 =1= 7 (/m =.r. Los planos se
cortan segiin una recta. '

o dim(my+ mo) =4 = dim(m Nm2) =4 —4 =0 = 7 Nmy = P/ Los planos se
cortan'enun punto P.

(b) Sean P e 1y Py €.

D(7T1 48 7T2) = <P1P2> + D(Tl'l) -+ D(ﬂ'g) =3 < dim(m + 7T2) <4

mnm=0= { dim(D(m1) N D(r3)) =5 —dim(m, +7o)

e dim(m + m2) =3 = dim(D(m) N D(m2)) =5—-3=2= 7 || ma.
o dim(m + m2) =4 = dim(D(m )N D(m)) =5—-4=1= m y m son “‘semipara-
lelos”.

3. Posiciones de recta y plano, r y 7.

(a)
D(r+m)=D(r)+ D(r) =2 < dim(r +m) <3

TOW#Q:{ dim(r N7) =3 — dim(r + 7)

o dim(r+7)=2=dim(rNn)=3-2=1=rCm.
o dim(r+7)=3=dim(rNn) =3—-3=0== rNn=P. Los planos se cortan en
un punto P.

2Esta situacién se puede producir cuando la dimensién del espacio es superior a tres. Obsérvese que las variedades
no se cortan pero no son paralelas ni se cruzan de ahi que a esta posicién le llamemos “semiparalelas”.
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(b) Sean P, € r, Py € .

R D(r+7) = (P.P) + D(r) + D(r) = 3 < dim(r + ) < 4
nm=0= { dim(D(r) 1 D(x)) = 4 — dim(r + )

o dim(r+7) =3 = dim(D(r)ND(n)) =4—3=1= D(r) C D(r) = r | 7.
o dim(r+7) =4 = dim(D(r)ND(w)) =4 —-4=0=r y 7 se cruzan.

Posiciones relativas de un hiperplano y de una variedad, H y L.
Sea dim(L) = r < n. Como dim(H) = n — 1, se tiene que:

1. '
DL+ H)y=D(L)+DH) —=n—1<dim(L+H)<n

o dim(L + H)=n—1l=dmlAH)=r+n=1-(n-1)=r= LCH.

o dim(L+H)=n=— dim(L.ﬁH) =r+n—1—n=r=1, de donde LN H es una variedad
de dimensién r— 1.

2. Sean P ¢ L, P, € H.

| D(L + H) = (P, Py) + D(L) + D(H) = dita(L +H) + n
IR =p = { dim(D(L) D(}{)Q) =r+n—dim(L+ H)
o dim(L+4 H) = n = dim(D(L) N D(H)) = r = D(L) C D(H) => L || H.

Proposicion 1.7.1 |Es condicién necesaria para que dos variedades lineales afines, Ly, Lo € X, se
crucen que | dim(L;) 4+ dim(Lg) < n (n = dim(X))

Demostracién  Si L y Lo se cruzan se verifica que
LyNLy =0, D(L)ND(Ly) = {0}, dim(L; + Ly) < n.
Sustituyendo en la férmula de-la dimensién, 1.7.1 (2, se tiene: |

n >dim(L1) + dim(Ez) + 1 = dim(L1) +dim(Ly) <n— 1.< n.
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