Tema 3

Dependencia lineal. Bases y
dimension

3.1 Dependencia lineal

Definicién 3.1.1.— Diremos que v € V' es combinacion lineal de vy, ...,vy € V si existen aq,...,q, €
K tales que:

V:al'V1+"'+an'Vn

Ejemplos 3.1.2.—
e (1) 0 es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores.
e (2) u es combinacién lineal de cualquier conjunto que contenga a u.
e (3) En K[X] todo polinomio de grado menor o igual a n es combinacién lineal de los polinomios
{1, X,X2%,..., X"}
Proposicion 3.1.3.— Si v es combinacion lineal de vy, ..., vy y cada vy es, a su vez, combinacion lineal

de uy,...,u;, entonces v es combinacion lineal de uq,...,u,.

Definicién 3.1.4.— Sea A C V. Se llama subespacio vectorial engendrado por A, y se designa por L(A),
al congunto de todas las combinaciones lineales de un nimero finito de elementos de A. Si A = (), se

define L(() = {0}.
Proposicion 3.1.5.—
e (1) L(A) es un subespacio vectorial de V.
(2) L(A) D A.
(3) SiACB = L(A) C L(B).

(4) Si A es un subespacio vectorial de V', entonces L(A) = A.
(5) L(L(A)) = L(A).

Teorema 3.1.6.— L(A) es el menor subespacio vectorial que contiene a A.

Definicién 3.1.7.— Diremos que V es un espacio vectorial de dimension finita si existe un nidmero finito
de elementos de V, uy, ..., Uy, tales que:

V=L(uy,...,un)
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Un tal conjunto diremos que es un sistema de generadores de V.
Ejemplos 3.1.8.—
e (1) K™ es de dimensién finita.
e (2) K[X] (polinomios en la indeterminada X con coeficientes en K) no es de dimensién finita.
e (3) El conjunto de los polinomios en la indeterminada X, de grado menor o igual que n, con
coeficientes en K, si es un espacio vectorial de dimensién finita.
Definicién 3.1.9.— Sean uy,...,u, € V.

e (1)uy,...,uy son linealmente dependientes si existen oy, . ..,o, € K ,no todos nulos, tales que:

ap-ug+--F+ay-ua =0
e (2)uy,...,uy son linealmente independientes si:

ap-ur+--+a, u=0 = aoy=--=a,=0

Ejemplos 3.1.10.—
e (1)Si0€{uy,...,uy}, entonces uy, ..., u, son linealmente dependientes

e (2) Si a un conjunto de vectores linealmente dependientes se le afiaden cualesquiera otros vectores,
resulta un conjunto de vectores linealmente dependientes.

e (3) Cualquier subconjunto de un conjunto de vectores linealmente independientes es un conjunto
de vectores linealmente independientes.

Proposicién 3.1.11.— Si v es combinacion lineal de v1,..., vy, entonces el conjunto {v,vy,...,vp}
es linealmente dependiente.

Proposicion 3.1.12.— §i los vectores vy, ..., vy son linealmente dependientes, alguno de ellos es com-
binacion lineal de los demds.

Proposicién 3.1.13.— Sean uy,...,u, vectores linealmente independientes y sea v ¢ L(uy,...,u;).
Entonces los vectores uy, ..., Uy, v son linealmente independientes.

3.2 Bases y dimensién

Definicién 3.2.1.— Decimos que B = {uy,...,un} CV es una base de V si se verifica:
e (1)V =1L(u1,...,uyn). Esto es, {u1,...,un} es un sistema de generadores de V.
e (2)uy,...,u, son linealmente independientes.

Ejemplo 3.2.2.— {(1,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,1)} es una base de K™.
Teorema 3.2.3.— Todo espacio vectorial de dimension finita tiene una base.

Corolario 3.2.4.— En un espacio vectorial de dimension finita, de todo sistema de generadores se puede
extraer una base del espacio.

Teorema 3.2.5.— FEn un espacio vectorial de dimension finita todas las bases tienen el mismo niumero
de elementos.

Corolario 3.2.6.— Todo conjunto de vectores linealmente independientes se puede ampliar a una base
del espacio vectorial.
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Definicién 3.2.7.— Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension finita. Se llama dimensidn de V,
dim(V'), al niimero de elementos de cualquier base de V.. Si V = {0}, convenimos en que tiene dimension
cero.

Ejemplo 3.2.8.— dim(K") = n.
Corolario 3.2.9.— Sea V un espacio vectorial con dim(V) = n.

e (1) Todo conjunto de n vectores linealmente independiente es una base.

(2) Todo conjunto con mds de n vectores es linealmente dependiente.

(8) Todo sistema de generadores de V tiene al menos n elementos.

(4) Todo sistema de generadores con n elementos es una base.

(5) Todo subespacio de V' es de dimension finita y tiene dimensidn menor o igual que n.

e (6) Toda base de un subespacio de V' puede ampliarse a una base de V.

Teorema 3.2.10.— Si B = {u1,...,u,} es una base de V, entonces para cada v € V ezxiste un 1inico
(a1,...,a) € K™ tal que:

V=«)-uy + -+, Uy

Este elemento de K™ se denomina sistema de coordenadas de v respecto de B y lo notaremos por:
v = (a1,...,ap)

Nota 3.2.11.— Sea V un espacio vectorial, dim(V) =n, y B = {u1,...,u,} una base de V.
Es claro que Og = (0,...,0) e K", yque Vo« € K, Vu,v € V es

(a-u)p=a-ug , (u+v)p=ug+vp
Proposicién 3.2.12.— Sea A = {ay,...,am} C V. Entonces A es linealmente dependiente (linealmente
independiente) en V < A’ = {a1,,...,am,} €s linealmente dependiente (linealmente independiente) en

K™

3.3 Cambio de base

Sea V un espacio vectorial de dimensién n, sobre K. Vamos a ver en esta seccién como se comportan las
coordenadas de un vector cuando se efectiia un cambio de base en el espacio vectorial.

Proposicién 3.3.1.— Consideremos las bases B = {u1,...,un} y B ={v1,...,vn} de V . Supongamos
que conocemos las expresiones de los vectores de la base B en funcidn de los vectores de la base B':

Y Seq

an1 N )

Para todo v € V' se tiene que:
VR = Vg M(B, B/)

Definicién 3.3.2.— La matriz M(B,B’) se denomina matriz del cambio de base.
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3.4 Teorema del rango

Definicién 3.4.1.— Sean V un espacio vectorial de dimension n y B = {uy,...,un} una base de V.
Sea H={v1,...,Vvmm} CV. La matriz de coordenadas de H respecto de B, Hp, estd definida por:

a1 QA1n
Hp = donde (vi)p = (@i1y...,aim), 1 <i<m

Am1 .- Qmn
Teorema 3.4.2.— Con las notaciones anteriores se verifica:
dim(L(H)) = rang(Hpg)

Nota 3.4.3.— El teorema sigue siendo valido si en vez de considerar las filas como vectores hubiésemos
considerado las columnas.

Corolario 3.4.4.— Sea A € M(m x n, K).

(1) El nimero mdzimo de filas de A linealmente independientes es igual al rang(A).

(2) rang(A) = m & todas las filas de A son linealmente independientes.

(8) Supongamos que n = m.

— (3.1) |A| # 0 < todas las filas de A son linealmente independientes.
— (3.2) |A| # 0 < las filas de A forman una base de K™.

(4) Sea B la submatriz de A formada por las v primeras filas de A.

rang(A) = rang(B) < las filas ayy1,...,am dependen linealmente de las v primeras.

(5) Sea B la submatriz de A formada por las r primeras filas. Si rang(B) = r y el rango de las
m — r malrices que se obtienen de B anadiéndole cada una de las restantes m — r filas de A es r,
entonces rang(A) = r.

Proposicion 3.4.5.— Consideremos el sistema homogéneo:

aip w1+t AT, = 0

Am1-T1 ++ Qun-T, = 0
que escribiremos matricialmente A - X =0, siendo:
ail ce A1n 1
A= : : y X=
Qml  --- Qmnp Ty,

Si llamamos Lo al conjunto de soluciones de A-X =0, se tiene:

dim(Lg) = n — rang(A)



