
Tema 5

Aplicaciones lineales

5.1 Definiciones y propiedades

Nota 5.1.1.– En lo que sigue V y W son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.

Definición 5.1.2.– Una aplicación f : V −→ W diremos que es lineal si para todo v, w ∈ V y todo
α ∈ K se tiene que:

• (1) f(v + w) = f(v) + f(w).

• (2) f(α · v) = α · f(v).

Ejemplos 5.1.3.–

• (1) La aplicación f0 : V −→W , definida por f0(v) = 0 ∀v ∈ V , es lineal.

• (2) La aplicación identidad de V en V , idV : V −→ V , definida por idV (v) = v ∀v ∈ V , es lineal.

• (3) Si dim(V ) = n y B es una base de V , la aplicación f : V −→ Kn, definida por f(v) = vB, es
lineal.

• (4) fA : Km −→ Kn con A ∈M(m× n,K), definida por fA(X) = X ·A

Definición 5.1.4.–

• (1) Hom(V,W ) = {f : f aplicación lineal de V en W}. Si f ∈ Hom(V,W ), diremos que f es un
homomorfismo de V en W .

• (2) End(V ) = {f : f aplicación lineal de V en V }. Si f ∈ End(V ), diremos que f es un
endomorfismo de V .

• (3) f : V −→W es un isomorfismo, f : V ∼= W , si

– (3.1) f es lineal.

– (3.2) f es biyectiva.

• (4) Si existe un isomorfismo de V en W , escribiremos V ∼= W .

• (5) Un automorfismo de V es un isomorfismo de V en V .

Propiedades 5.1.5.– Sea f ∈ Hom(V,W ).

• (1) f(0) = 0.

• (2) f(−v) = −f(v).
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• (3) f(v −w) = f(v)− f(w).

Definición 5.1.6.– Sea f ∈ Hom(V,W ). Definimos

• (1) Img(f) = {f(v) | v ∈ V } ; este conjunto se llama imagen de f .

• (2) Ker(f) = {v ∈ V | f(v) = 0}; este conjunto se llama núcleo de f .

• (3) Si A ⊂ V, f(A) = {f(v) | v ∈ A}. Este conjunto se llama imagen de A. Obsérvese que
Img(f) = f(V ).

• (4) Si B ⊂ W, f−1(B) = {v ∈ V | f(v) ∈ B}. Este conjunto se llama imagen rećıproca de B
y no debe confundirse con la aplicación f−1, que sólo existe cuando f es biyectiva. Obsérvese que
Ker(f) = f−1({0})

Proposición 5.1.7.– Sea f ∈ Hom(V,W )

• (1) Img(f) es una variedad lineal de W .

• (2) Ker(f) es una variedad lineal de V .

Proposición 5.1.8.– Sea f ∈ Hom(V,W ).

• (1) f inyectiva ⇔ Ker(f) = {0}.

• (2) Si v1, . . . ,vr son linealmente dependientes, entonces f(v1), . . . , f(vr) son linealmente depen-
dientes.

• (3) Si f : V ∼= W es un isomorfismo, entonces f−1 : W ∼= V es un isomorfismo.

Proposición 5.1.9.– Sea V ′ un espacio vectorial sobre K

f ∈ Hom(V,W ), g ∈ Hom(W,V ′)⇒ g ◦ f ∈ Hom(V, V ′)

Teorema 5.1.10.– Sea f ∈ Hom(V,W ). Entonces

dim(V ) = dim(Img(f)) + dim(Ker(f))

Corolario 5.1.11.– f : V ∼= W ⇒ dim(V ) = dim(W ).

Corolario 5.1.12.– Sea f ∈ Hom(V,W ). Si dim(V ) = dim(W ), las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

• (1) f es inyectiva.

• (2) f es suprayectiva.

• (3) f es biyectiva. Esto es, f es un isomorfismo.

Teorema 5.1.13.– Sean B = {u1, . . . ,un} una base de V y v1, . . . ,vn ∈ W . Existe un único f ∈
Hom(V,W ) tal que f(ui) = vi, 1 ≤ i ≤ n. Esto equivale a afirmar que una aplicación lineal está
determinada por las imágenes de los vectores de una base.

Corolario 5.1.14.– Son equivalentes:

• (1) dim(V ) = dim(W ).

• (2) V ∼= W .
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5.2 Representación matricial de una aplicación lineal

Sean V y V ′ espacios vectoriales sobre K. Sean B = {u1, . . . ,un} base de V , y B′ = {u′1, . . . ,u′m} base
de V ′. Según el teorema 5.1.13, toda aplicación lineal, f ∈ Hom(V, V ′), está determinada por sus valores
en los elementos de B. Más concretamente se tiene la siguiente

Proposición 5.2.1.– Sean f ∈ Hom(V, V ′),

f(ui) =
m∑

j=1

aij · u′j, 1 ≤ i ≤ n y MB,B′(f) =

 a11 . . . a1m

...
...

an1 . . . anm


Sean v ∈ V , v′ ∈ V ′, vB = (x1, . . . , xn) y v′B′ = (x′1, . . . , x′m). Se tiene que:

f(v) = v′ ⇔ (x′1, . . . , x′m) = (x1, . . . , xn) ·MB,B′(f).

Definición 5.2.2.– La matriz MB,B′(f) obtenida en 5.2.1 se denomina matriz de f respecto de las bases
B y B′. La ecuación

(x′1, . . . , x′m) = (x1, . . . , xn) ·MB,B′(f)

se denomina ecuación de f respecto de las bases B y B′.

Notas 5.2.3.– Sea f ∈ Hom(V, V ′).

• (1) v ∈ Ker(f) ⇔ (x1, . . . , xn) ·MB,B′(f) = (0, . . . , 0). Esta ecuación matricial es un sistema de
ecuaciones implicitas de Ker(f).

• (2) Img(f) = L(f(u1), . . . , f(un)). De aqúı se obtienen fácilmente las ecuaciones paramétricas de
Img(f).

Corolario 5.2.4.– f es un isomorfismo ⇔ |MB,B′(f)| 6= 0.

Proposición 5.2.5.– Sean V , V ′ y V ′′ espacios vectoriales sobre K, de dimensiones n,m y p, respecti-
vamente, B,B′ y B′′ bases respectivas en cada uno de ellos y sean f ∈ Hom(V, V ′) y g ∈ Hom(V ′, V ′′).
Se tiene:

MB,B′′(g ◦ f) = MB,B′(f) ·MB′,B′′(g)

Nota 5.2.6.– Un cambio de base en un espacio vectorial V puede interpretarse como la identidad
idV : V → V , referida a dos bases distintas. Aśı, si B1 y B2 son dos bases de V , se tendrá:

• (1) M(B1,B2) = MB1,B2(idV ).

• (2) |M(B1,B2)| 6= 0.

• (3) M(B1,B2)−1 = M(B2,B1).

Nos planteamos ahora el problema de ver cómo afecta un cambio de base sobre una aplicación lineal entre
dos espacios vectoriales. La solución está en la siguiente

Proposición 5.2.7.– Sean B y B1 bases de V , B′ y B′1 bases de V ′. Se tiene que:

• (1) Si f ∈ Hom(V, V ′),

MB1,B′1(f) = M(B1,B) ·MB,B′(f) ·M(B′,B′1)

• (2) Si f ∈ End(V ),

MB1,B1(f) = M(B1,B) ·MB,B(f) ·M(B,B1)


