Tema 4

Variedades lineales

4.1 Ecuaciones de una variedad lineal

Sean V un espacio vectorial de dimensién n sobre K y B = {uy,...,u,} una base de V. Sean H =
{vi,...,vm} CV y L= L(H).

Proposicién 4.1.1.— Sea v € V y (x1,...,x,) sus coordenadas respecto de B. Son equivalentes:
e (1)velL.
e (2) Existen a1, ...,ay, € K tales que:
(1,...,2n) = (@1,..., ) Hp
donde Hg es la matriz de las coordenadas de los vectores vi respecto de B.
Definicién 4.1.2.— El sistema de ecuaciones que aparece en 4.1.1 se dice que es un sistema de ecuaciones
paramétricas de L respecto de B.

Nota 4.1.3.— Un sistema de ecuaciones paramétricas de una variedad L depende de la base de V' y del
sistema de generadores de L elegidos.

Proposicién 4.1.4.— FEuxiste un sistema de ecuaciones lineales homogéneo S tal que para todo v € V,
v € L & v es solucion de S.

Definicién 4.1.5.— El sistema S obtenido en 4.1.4 se dice que es un sistema de ecuaciones implicitas
de L respecto de B.

Nota 4.1.6.— Un sistema de ecuaciones implicitas de una variedad L depende de la base de V' y del
sistema de generadores de L elegidos.

Definicion 4.1.7.—

e (1) Dos sistemas de ecuaciones lineales homogéneos son equivalentes si tienen el mismo conjunto
de soluciones.

e (2) Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo se dice linealmente independiente si no es equi-
valente a otro con un numero menor de ecuaciones.

Proposicion 4.1.8.—

e (1) El sistema de ecuaciones

a1y +--+ amcx, = 0

Am1-T1 +:+ QmpT, = 0
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es linealmente independiente si y sélo si

ail ce A1n
rang . . =m

ami1 - Amn

e (2) Todo sistema es equivalente a uno linealmente independiente.

Corolario 4.1.9.— Toda variedad tiene un sistema de ecuaciones implicitas linealmente independientes.

4.2 Operaciones con variedades

Proposicién 4.2.1.— Sea F = {L; : i € I} una familia de variedades lineales de V. Entonces la

interseccion de F, (1 F = (;e; Li, es una variedad lineal de V.
Nota 4.2.2.— La unién de variedades no es necesariamente una variedad.

Definicién 4.2.3.— Sea F = {L;: i € I} una familia de variedades lineales de V. Definimos la suma

de F como,
> Li=L({J L)

i€l i€l
Nota 4.2.4.— Si I ={1,...,r}, notaremos
S Li=Li+-+1L,
iel
Proposicién 4.2.5.— Sea {L; : i € I} una familia de variedades de V.. Si I ={1,...,r}, entonces:
Li+ 4L, ={veV|v=vi+- -4V, vi € L;}

Definicién 4.2.6.— Sean L, Ly y Ly variedades de V. Diremos que L es suma directa de L1 y Lo, y se
notard L = L1 & Lo, si se verifican las condiciones siguientes:

e (1) L=1Ly+L,.

o (2) LN Ly = {0}.

Proposicion 4.2.7.— Sea L = L1 + Lo. Las condiciones siguientes son equivalentes:
. (1) L=L& L,

e (2) Para todo v € L, existen v1 € Ly y va € Lo tnicos tales que v = vy + va.

Definiciéon 4.2.8.— Sean L, Li,Lso,..., L. variedades de V. Diremos que L es suma directa de
Li,Lo,...L,, ysenotara L=1L,® Ly ®--- & L,, sise verifican las condiciones siguientes:

[ ] (1)L=L1+L2++Lr

. (2) Liﬂ(§.Lj):{O} , Ly =1,2,..r.

Teorema 4.2.9.— (Férmula de la dimensién) Sean Ly y Ly variedades de V. Se verifica:

dim(Ll + LQ) + dzm(Ll N LQ) = dzm(Ll) + dzm(Lg)



4.2. OPERACIONES CON VARIEDADES

Proposicién 4.2.10.— (Espacios producto) Sean Vi,...,V,, espacios vectoriales sobre K.
En el conjunto Vi x --- x V,, definimos las operaciones:

(leu'axl’l)"_(ylv"'vyn):(Xl +y17"'vxn+yn)

- (X1,...,Xn) = (@ X1,...,0Xp)
Se tiene que:

o (1) Vi x---xV, es un espacio vectorial sobre K.

o (2) dim(Vi x -+ x V) = dim(Vy) + - - + dim(Vy).



