Tema 5

Aplicaciones lineales

5.1 Definiciones y propiedades

Nota 5.1.1.— En lo que sigue V' y W son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.

Definicién 5.1.2.— Una aplicacion f 'V — W diremos que es lineal si para todo v, w € V y todo
a € K se tiene que:

o (1) f(v+w)=[f(v)+ f(w).
o (2) fla-v)=a- f(v).

Ejemplos 5.1.3.—
e (1) La aplicacién fy : V. — W, definida por fo(v) =0 Vv € V| es lineal.
e (2) La aplicacién identidad de V en V, idy : V — V, definida por idy (v) =v Vv € V, es lineal.

e (3) Sidim(V) =ny B es una base de V| la aplicacién f : V — K", definida por f(v) = vg, es
lineal.

o (4) fa: K™ — K" con A € M(m x n, K), definida por f4(X)=X A

Definicién 5.1.4.—

o (1) Hom(V,W) ={f: f aplicacion lineal de V- en W}. Si f € Hom(V,W), diremos que f es un
homomorfismo de V. en W.

(2) End(V) = {f : [ aplicacion lineal de V en V}. Si f € End(V), diremos que f es un
endomorfismo de V.

(8) f:V — W es un isomorfismo, f : V=W, si

— (3.1) f es lineal.
— (3.2) f es biyectiva.

(4) Si existe un isomorfismo de V' en W, escribiremos V= W.

(5) Un automorfismo de V' es un isomorfismo de V en V.

Propiedades 5.1.5.— Sea f € Hom(V,W).
e (1) f(0)=0.
* (2) f(=v) = —=f(v).
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o (3) flv—w)=[f(v) = f(w).

Definicién 5.1.6.— Sea f € Hom(V,W). Definimos
e (1) Img(f)={f(v)| v eV}, este conjunto se llama imagen de f.
e (2) Ker(f)={veV | f(v)=0} este conjunto se llama nicleo de f.

e (3) St AcCV, f(A) ={f(v)]| v € A}. Este conjunto se llama imagen de A. Obsérvese que
Img(f) = f(V).

e (4)SiBCW, fYB)={veV | f(v)€ B}. Este conjunto se llama imagen reciproca de B
y no debe confundirse con la aplicacion f~1, que solo existe cuando f es biyectiva. Obsérvese que

Ker(f) = f~'({0})
Proposicién 5.1.7.— Sea f € Hom(V,W)
e (1) Img(f) es una variedad lineal de W.

o (2) Ker(f) es una variedad lineal de V.

Proposicién 5.1.8.— Sea f € Hom(V,W).
o (1) f inyectiva < Ker(f) = {0}.

e (2) Sivy,...,vy son linealmente dependientes, entonces f(v1),..., f(v,) son linealmente depen-
dientes.

o (3)Sif: V=W esun isomorfismo, entonces f~1: W =V es un isomorfismo.

Proposicién 5.1.9.— Sea V' un espacio vectorial sobre K
feHom(V,W), g€ Hom(W,V') = go f € Hom(V, V")
Teorema 5.1.10.— Sea f € Hom(V,W). Entonces
dim(V') = dim(Img(f)) + dim(Ker(f))

Corolario 5.1.11.— f:V 2 W = dim(V) = dim(W).

Corolario 5.1.12.— Sea f € Hom(V,W). Si dim(V) = dim(W), las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

e (1) f es inyectiva.
e (2) f es suprayectiva.
o (3) [ es biyectiva. Esto es, f es un isomorfismo.
Teorema 5.1.13.— Sean B = {uy,...,u,} una base de V y vi,...,vy, € W. FEziste un dnico f €

Hom(V,W) tal que f(u;) = vi, 1 <14 < n. Esto equivale a afirmar que una aplicacion lineal estd
determinada por las imdgenes de los vectores de una base.

Corolario 5.1.14.— Son equivalentes:
o (1) dim(V) = dim(W).
e (2)VXEW.
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5.2 Representacion matricial de una aplicacion lineal

Sean V' y V' espacios vectoriales sobre K. Sean B = {uy,...,un} basede V, y B’ = {u'1,...,u'm} base
de V’. Segtn el teorema 5.1.13, toda aplicacién lineal, f € Hom(V, V'), estd determinada por sus valores
en los elementos de B. Mas concretamente se tiene la siguiente

Proposicién 5.2.1.— Sean f € Hom(V,V’),

m a1 ... Gim
f(ui)zzaij'u_;, 1<i<n y Mgp(f)=
J=1 Al -+ Gum
Seanv eV, v eV vg=(x1,...,2,) y Vg =(2'1,...,2's,). Se tiene que:

fv)=v' e (@',...,2 ) = (21,...,20) - M (f).

Definicién 5.2.2.— La matriz Mg g/ (f) obtenida en 5.2.1 se denomina matriz de f respecto de las bases
By B'. La ecuacion

(@1, 2' ) = (@1, ., 20) - M s (f)
se denomina ecuacidn de f respecto de las bases B y B'.

Notas 5.2.3.— Sea f € Hom(V,V’).

o (1) ve Ker(f) & (z1,...,24) - M (f) = (0,...,0). Esta ecuacién matricial es un sistema de
ecuaciones implicitas de Ker(f).

e (2) Img(f) = L(f(u1),..., f(un)). De aqui se obtienen ficilmente las ecuaciones paramétricas de
Img(f).

Corolario 5.2.4.— f es un isomorfismo < |Mpg g (f)| # 0.

Proposicién 5.2.5.— Sean V, V' y V" espacios vectoriales sobre K, de dimensiones n,m y p, respecti-
vamente, B,B" y B" bases respectivas en cada uno de ellos y sean f € Hom(V,V') y g € Hom(V',V").
Se tiene:

Mppi(go f)= Mpp(f)  Mp 5 (g)

Nota 5.2.6.— Un cambio de base en un espacio vectorial V' puede interpretarse como la identidad
idy 'V — V, referida a dos bases distintas. Asi, si B y Ba son dos bases de V, se tendra:

o (1) M(By,Bs) = Mg, p,(idy).
o (2) [M(B1,B)| # 0.
o (3) M(By1,By)~" = M(Ba, By).

Nos planteamos ahora el problema de ver cémo afecta un cambio de base sobre una aplicacién lineal entre
dos espacios vectoriales. La solucion estd en la siguiente

Proposicién 5.2.7.— Sean B y By bases de V, B y B’y bases de V'. Se tiene que:
e (1) Si fe Hom(V,V'),

MBhB'l(f) = M(BlaB) : MB,B’(f) : M(B/algll)

o (2) SifeEndV),

Mp, B, (f) = M(B1,B) - Mg 5(f) - M(B,B1)



