Notas sobre teoria de conjuntos

1 Conjuntos

Se supone al lector familiarizado con el concepto bdsico de conjunto.
Si la letra X denota un conjunto y x un elemento de X diremos que x pertenece a X y escribiremos
x € X. Para indicar que un cierto elemento = no pertenece a X se escribird z ¢ X.! El simbolo () denota
al conjunto vacio, es decir al conjunto que no tiene elementos.
Si X e Y son dos conjuntos y todo elemento de X es también elemento de Y, diremos que X es un
subconjunto de Y? y escribiremos X C Y. Obviamente se tiene ) C X para cualquier conjunto X. Si
algin elemento x de X no pertenece a Y (es decir, si X no es un subconjunto de Y') se escribird X ¢ Y.
Es claro que dos conjuntos X e Y son iguales (escribiremos en ese caso X =Y) siysélosi X C Y e
Y C X.
La letra IN denotard el conjunto de los niimeros naturales, es decir los nimeros 0,1,2,3, ..., la letra Z,
el de los ntimeros enteros, es decir ...,—3,—2,—-1,0,1,2,3,..., la letra @, el de los nimeros racionales,
la letra IR, el de los ntimeros reales y la letra C, el de los niimeros complejos.
A veces es posible definir un conjunto explicitando cada uno de sus elementos. Por ejemplo el conjunto X
cuyos elementos son los nimeros 0,1,2,3,4,5 se suele escribir asi X = {0, 1,2, 3,4,5}. Cuando un conjunto
es definido mediante la explicitacién de todos y cada uno de sus elementos, se dice que dicho conjunto se
ha definido por extension. El mismo conjunto X puede también definirse por una propiedad que verifican
todos sus elementos y solo sus elementos: la propiedad de ser un numero natural menor o igual a 5. Otra
manera de definir X es pues

X ={z € IN tal que z < 5}.

En lugar de la expresién “tal que” se suele emplear el simbolo |. As{ quedarja, X = {x € IN | z < 5}.
Cuando un conjunto es definido mediante una propiedad (verificada por todos sus elementos y sélo por
sus elementos), se dice que dicho conjunto se ha definido por comprensidn.

2 Operaciones con conjuntos

Definicién 2.1.— Sean X e Y dos conjuntos. Sean x1 € X e y1 € Y. La expresion (z1,y1) se llama
el par ordenado formado por z1 e y1. El conjunto de todos los pares ordenados de la forma anterior se
llama producto cartesiano de X eY (o de X porY ) y se denota por X x Y. Esto es:

XxY ={(z,y) |z € X,y eV}
Definicién 2.2.— La unidn de dos conjuntos X eY (que notaremos X UY ) es el conjunto X UY =

{a|lae X oaecY}, donde “0” no es excluyente.
Es claro que X UX = X y que f U X = X. M4s generalmente, si A C B entonces AU B = B.

LA veces se dird el elemento = estd en X en lugar de el elemento x pertenece a X y también el elemento x no estd en
X en lugar de el elemento © no pertenece a X.
2Se dirs también en este caso que X estd contenido en Y.



Sea I un conjunto no vacio. Supongamos que para cada i € I se tiene un conjunto X;. La familia de
todos esos conjuntos se denota {X;};cr v el conjunto I se llama conjunto de indices de dicha familia. Se
define la unién de los conjuntos de la familia {X;};c; como el conjunto

UXi = {z | z € X, para, al menos, un i € I'}.
icl

Definicién 2.3.— La interseccion de dos conjuntos X e Y (que notaremos X NY ) es el conjunto
XNY={alaeX yaeY}.
Es claro que XN X = X y que N X = (). Mé&s generalmente, si A C B entonces AN B = A. Dos
conjuntos X,Y se dicen disjuntossi XNY =0 .
Si consideramos la familia {X;};c; de més arriba, se define la interseccién de los conjuntos de dicha
familia como el conjunto

ﬂXi:{:MxGXZ- para todo i € I}

iel

Proposicion 2.4.— Sean XY, Z tres conjuntos. Se tiene:
1.XNYuZ)=(XnY)Uu(Xn2Z)
2. XU NZ)=(XUuY)n(XU2Zz)

DEMOSTRACION: Ambas igualdades se prueban facilmente por doble inclusién.

Definicién 2.5.— Sean X,Y dos conjuntos. El conjunto diferencia “X menosY ” (que notaremos X\Y )3
es el conjunto X \Y ={z € X |z ¢Y}.

3 Aplicaciones entre conjuntos

Intuitivamente una aplicacién de un conjunto X en otro Y es una “regla” (o un “procedimiento”) que
asocia a cada elemento de X un elemento, y sélo uno, de Y. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 3.1.— Si X e Y son conjuntos no vacios, una aplicacion de X en'Y es un subconjunto F' del
producto cartesiano X XY que verifica la siguiente propiedad:

para todo x € X  existe un dnico y €Y tal que (z,y) € F.

Si (xz,y) € F se dird que y es la imagen de x mediante la aplicacion F' y se escribird y = F(x).
En lo que sigue utilizaremos una notaciéon mas cémoda e intuitiva. En primer lugar notaremos las
aplicaciones por letras min sculas (f,g,...). Si f es una aplicacién de X en Y escribiremos f: X — Y

o bien X L v, Asi, intuitivamente y como deciamos antes, una aplicaciéon f : X — Y es una manera de
asociar a cada elemento x de X un (tnico) elemento f(x) de Y.

Obviamente, y en general, no todo subconjunto de X x Y es una aplicaciéon. Un ejemplo sencillo es el
siguiente: sean X = {1,2,3,4,5} e Y = {a, b, c}. El conjunto

f= {(lva)’ (27b)7 (35 C)}

no es una aplicacién de X en Y ya que el elemento 4 (de X)) no tiene imagen mediante f (tampoco tiene
imagen el elemento 5). Si ponemos ahora

[= {(170')7 (17 b>7 (276)7 (37 b)7 (47 C), (57 CL)}

es claro que este conjunto tampoco es una aplicacién de X en Y ya que para el elemento 1 (en X)) existen
ayb(enY) tales que (1,a) y (1,b) estén en f.

3 Algunos autores notan ese conjunto por X — Y.
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4 Ejemplos de aplicaciones

Ejemplo 4.1.— Sea X un conjunto no vacio. Sea f el subconjunto de X x X definido por
f={(z,x) e X x X |z e X}

Es claro que f es una aplicacién de X en X. Se trata de la aplicaciéon que asocia a cada = de X el mismo
elemento x y se llamard la aplicacién identidad de X. Se suele denotar idx : X — X. Se tiene por tanto
idx (z) = x para todo x de X.

Ejemplo 4.2.— Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Sea yy € Y. Consideremos el conjunto
f=Az,p) e X xY |z e X}

Es claro que f es una aplicaciéon de X en Y. Podemos decir que f es la aplicacién que asocia a cada
elemento x de X el elemento yg en Y, es decir f(x) = yo para todo z de X.

Ejemplo 4.3.— Como dijimos mas arriba la letra Z denota el conjunto de los nimeros enteros. Sea
f 1 Z — Z la aplicacién que asocia a cada n € Z el nimero entero 2n. Escribimos f(n) = 2n para todo
n en Z. Noétese que formalmente se tiene

f={(n2n) € ZxZ|necl}
y es claro que dicho subconjunto de Z x Z es una aplicacion.

Ejemplo 4.4.— Sea f C Z x Z definido por
f={(n,n+1)|neZ}

Es claro que f es una aplicacién de Z en Z. Diremos que f : Z — Z es la aplicacién que asocia a cada
n € Z el ntimero entero n + 1, escribiremos también f(n) =n + 1 para todo n en Z.

Ejemplo 4.5.— Notemos por Z" el conjunto Z \ {0}, es decir Z* es el conjunto de los enteros no nulos.
Otro ejemplo de aplicacién f : Z x Z" — @ es la definida por f(n,m) = X, para cada elemento
(n,m) € L x Z~.

5 Tipos de aplicaciones

Definicién 5.1.— Una aplicacion f : X — Y se dice inyectiva si siempre que x1,x90 € X y x1 # T Se
verifique f(x1) # f(x2), o, lo que es equivalente,

f(x1) = f(x2) = 21 = 2

Las aplicaciones 4.1, 4.3, 4.4 son inyectivas. Si X tiene mdas de un elemento, la aplicaciéon 4.2 no es
inyectiva. La aplicacién 4.5 no es inyectiva.

Definicién 5.2.— Una aplicacion f: X — Y se dice sobreyectiva ¢ si para todo elemento y € Y existe
x € X tal que f(x) =y.

Las aplicaciones 4.1, 4.4, 4.5 son sobreyectivas. Si Y tiene mas de un elemento, la aplicacién 4.2 no es
sobreyectiva. La aplicacién 4.3 no es sobreyectiva.

Sea P el conjunto de los nimeros enteros pares (esto es, el conjunto de los nimeros enteros miltiplos de
2). Sea g : Z — P la aplicacién que asocia a cada nimero n € Z el nimero 2n. Es claro que g es una
aplicacién sobreyectiva. Es conveniente comparar este ejemplo con 4.3.

4También se dice suprayectiva.



Definicién 5.3.— Sea f : X — Y wuna aplicacion. Se llama imagen de f (y se denota Im(f) o también
f(X)) al subconjunto de 'Y definido por Im(f) = {f(z) | x € X}. Mds generalmente, si A C X se llama
imagen de A al conjunto, notado f(A), definido por: f(A) ={f(z) |z € A}.

Con la definicién 5.3, una aplicacién f : X — Y es sobreyectiva si y sélo si Im(f) =Y.

Definiciéon 5.4.— Sea f : X — Y wna aplicacion. Sea B un subconjunto de Y. Se llama imagen
reciproca® de B mediante f (y se denota f~(B)) al subconjunto de X definido por

FUB) = {z e X | f(2) € B}

Ejemplos 5.5.— Es facil comprobar que:

e Im(idx) = X (ejemplo 4.1).

o Im(f) = {yo} (ejemplo 4.2).

e Im(f) =P (ejemplo 4.3, siendo P el conjunto de los niimeros enteros pares).
o Im(f) =7 (ejemplo 4.4).

e Im(f) =@ (cjemplo 4.5).

Definicién 5.6.— Una aplicacion f : X — Y se dice biyectiva® si es inyectiva y sobreyectiva.
La aplicacién identidad de X (ver 4.1) es biyectiva. La aplicacién 4.2 es biyectiva si y sélo si X e Y
tienen s6lo un elemento. La aplicacion 4.4 es biyectiva. Las aplicaciones 4.3 y 4.5 no son biyectivas.

6 Composicién de aplicaciones. Inversa de una aplicacion bi-
yectiva

Definiciéon 6.1.— Sean f: X — Y yg:Y — Z dos aplicaciones. Se llama composicion de f y g la
aplicacion (notada go f) de X en Z definida por la igualdad (g o f)(x) = g(f(x)) para todo x de X.
EJERCICIO.- Determinar el subconjunto g o f de X x Z que define la composiciéon de f y g.

Proposicion 6.2.-Si f: X =Y, g:Y = Z yh:Z — T son tres aplicaciones, se verifica la propiedad
asociativa: ho(go f) = (hog)o f.
EJERCICIO.- Demostrar la proposicién 6.2.

Sea f: X — Y una aplicacién biyectiva (es decir, f es un subconjunto de X x Y verificando la propiedad
de 3.1, siendo ademds inyectiva y sobreyectiva). Notemos f~! el subconjunto de Y x X definido por

7 =Al,2) | (x,y) € f}.
EJERCICIO.- Probar que f~! es una aplicacién de Y en X.

Entonces, la imagen de un elemento y de Y por la aplicacién f~! es el tinico elemento = de X que verifica

flz)=y.

Definicién 6.3.— La aplicacion f~':Y — X asi definida verifica fo f~' =idy y f~'of =1idx y se
llama la aplicacién inversa de f.

Nota 6.4.— La definicién 6.3 sélo tiene sentido cuando f es biyectiva. Sin embargo, recordemos que, en
cualquier caso, puede hablarse de imagen reciproca (ver la definicién 5.4).

5 Algunos autores dicen también imagen inversa.
6 Algunos autores dicen también biunivoca.



