Tema 8

Espacios vectoriales euclideos

8.1 Producto escalar

Definicién 8.1.1.— Sea V' un espacio vectorial sobre IR, ® : V x V. — IR una forma bilineal. Se dird
que ® es definida positiva si ®(v,v) > 0, Vv € V — {0}. Un producto escalar sobre V es una forma
bilineal, simétrica, definida positiva.

Definicién 8.1.2.— Un espacio vectorial euclideo es un par (V,®), donde V' es un espacio vectorial sobre
IR, de dimension finita, y ® es un producto escalar sobre V.

Nota 8.1.3.— En lo sucesivo, un producto escalar serd designado por e y en lugar de ®(v, w) se pondra
Vew.

Definicién 8.1.4.— Dado un espacio vectorial euclideo (V,e), y un vector v € V, se llamard mddulo de
v, y se representard por |v|, al nidmero real positivo o cero

[v|=+vvev

Proposicion 8.1.5.—
e (1)|v|]=0<v=0.
e (2)SiveV ylelR, es|A-v|=|)-|v|, donde |\ es el valor absoluto de .
e (8) Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Siv,w € V, entonces

(Vew) < (vev)-(wew)

e (/) Desigualdad triangular. Siv,w € V, entonces

v+ w| < |v|+|w|

Definicién 8.1.6.— Sean v,w € V. Diremos que v y w son perpendiculares (ortogonales), v.1lw, si
vew = 0.

Proposicién 8.1.7.— Sea L C V una variedad lineal y sea
Lt ={xecV | xlv,¥welL}
Entonces se verifica:
e (1) Lt es una variedad lineal de V que se le llama variedad ortogonal a L.

e (2) Sea {uy,...,u.} una base de L. Entonces L* ={xe€V | xlu;,i=1,...7}.
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o (3) dimL+ =n — dimL.
° (4)V:LG§LL.
o (5) (LYt =L.

Ejemplo 8.1.8.— Sea ® una forma bilineal definida en IR cuya matriz, respecto de la base canénica, es

1 0 0
M= 0 0 O
0 0 -1
Sea L la variedad lineal de ecuacién  +y = 0 y base {(—1,1,0),(0,0,1)}
Lt = { i:g y una base de L* es {(0,1,0)}.

Si calculamos (L*)* resulta:

1 0 O x T
(0,1,0) 0 0 O Y =0 = (0,0,0) Y =0
0 0 -1 z z

es decir (L*)+ =V y por tanto, (LY)* # L

8.2 Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Vamos ahora a resolver el problema de la simplificacién de la expresién analitica del producto escalar.

La cuestién se plantea asi: consideremos sobre V un producto escalar, sea B = {uy,...,u,} una base de
n n

V,yseanv =73 " xu;, w=7y j=1Yju; vectores de V', entonces sabemos que

uj ® up ... uUipeup Y1
vew = (Z1,...2,)
Uu,eu; ... Upeu, Yn
Si lograsemos encontrar una base B de V tal que la matriz del producto escalar fuese lo més sencilla
posible, es evidente que, desde el punto de vista numeérico, las operaciones con el producto escalar se
facilitarian. En particular, como el producto escalar es una forma bilineal definida positiva, su signatura

es n y, entonces, por el teorema de Sylvester, siempre podremos encontrar una base respecto de la cual,
la matriz de la forma sea la matriz unidad, y se tendria:

Y1
vew = (21,...,2,)] =T1-Y1+ -+ TnYn
Yn
Una tal base tendria que verificar que
ujeu; = 0;; = { (1) zz z ;i (delta de Kronecker)

Definicién 8.2.1.— Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensidn n. Una base B = {uy,...,un},
de V', se llama ortonormal si verifica:

1 osioi=j
“"“J_‘;”_{o si i

Teorema 8.2.2.— (Gram-Schmidt) Todo espacio vectorial euclideo V' admite una base ortonormal.
Mds concretamente, para cualquier base B = {u1,...,uyn}, existe una base ortonormal B’ = {e1,..., ey}
tal que, para todor, 1 <r <n, e, € L(uy,...,u).
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8.3 Endomorfismos ortogonales

Definicién 8.3.1.— Sea A € M(n x n,IR). Diremos que A es ortogonal si A=t = At.

Definicién 8.3.2.— Sea (V,e) un espacio vectorial euclideo, y f € End(V). Se dird que f es un
endomorfismo ortogonal (o isometria) si para todo v,w € V es

F(v) o f(w) = vew

es decir, si f conserva el producto escalar.

Proposicién 8.3.3.— Sea (Vo) un espacio vectorial euclideo de dimension n, y f € End(V). Las
condiciones siguientes son equivalentes:

e (1) f es ortogonal.
e (2) Para toda base ortonormal B de V', la matriz de f respecto de B es ortogonal.

e (3) Existe una base ortonormal B de V' tal que la matriz de f respecto de B es ortogonal.

o (4)IfV)]=IvvveV.

Teorema 8.3.4.— (Clasificacién de endomorfismos ortogonales) Sea (V,e) un espacio vectorial

euclideo de dimension n, y f un endomorfismo ortogonal. Existe una base ortonormal B de V tal que la
matriz de f respecto de B es

Ay

A
donde
>, cona®+b2=1



