
Tema 1

Introducción a la teoŕıa de grupos

1.1 Grupos

Se supone al alumno familiarizado con las operaciones naturales (suma y producto) en el conjunto de
los números enteros ZZ, en el de los números racionales Q, en el de los números reales IR y en el de los
números complejos C.
En particular, la suma en ZZ (y análogamente podemos decir en Q, IR y C) no es más que una aplicación
+ : ZZ×ZZ→ ZZ que verifica algunas propiedades que veremos más tarde. Notaremos m + n la imagen de
(m, n) por la aplicación suma. Dichas propiedades son:

• Propiedad asociativa: si m, n, p ∈ ZZ entonces (m + n) + p = m + (n + p)

• Existencia de elemento neutro: existe 0 ∈ ZZ tal que n + 0 = 0 + n = n para todo n ∈ ZZ.

• Existencia de elemento simétrico: para cada n ∈ ZZ existe −n ∈ ZZ tal que n+(−n) = (−n)+n = 0.

• Propiedad conmutativa: si m,n ∈ ZZ entonces m + n = n + m.

Veamos ahora otro ejemplo. Sea Gl(n,Q) el conjunto de las matrices cuadradas n× n con elementos en
Q y con determinante distinto de cero. Se supone al alumno familiarizado con este conjunto y con el
producto de matrices. El producto de matrices en Gl(n,Q) verifica las siguientes propiedades:

• Propiedad asociativa: si A, B,C ∈ Gl(n,Q) entonces (A ·B) · C = A · (B · C)

• Existencia de elemento neutro: existe In ∈ Gl(n,Q) tal que A · In = In · A = A para todo
A ∈ Gl(n,Q) (In es la matriz unidad de orden n× n).

• Existencia de elemento simétrico: para cada A ∈ Gl(n,Q) existe A−1 ∈ Gl(n,Q) tal que A ·A−1 =
A−1 ·A = In (A−1 es la matriz inversa de A).

Nótese que, formalmente, las tres primeras propiedades en uno y otro ejemplo son análogas. Nótese
además que en Gl(n,Q) el producto de matrices no es conmutativo, mientras que en ZZ la suma śı lo es.
Ambos ejemplos sirven de introducción a la noción de grupo.

Definición 1.1.1.– Un grupo es un par (G, ◦) donde G es un conjunto no vaćıo y ◦ : G×G→ G es una
aplicación que verifica las siguientes propiedades (notaremos por a◦b la imagen de (a, b) por la aplicación
◦):

• Propiedad asociativa: si a, b, c ∈ G entonces a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c.

• Existencia de elemento neutro: existe e ∈ G tal que, para todo a ∈ G, se tiene

a ◦ e = e ◦ a = a

• Existencia de elemento simétrico: para cada a ∈ G existe a′ ∈ G tal que

a ◦ a′ = a′ ◦ a = e
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Notas 1.1.2.–

1.1.2.1. Habitualmente, si (G, ◦) es un grupo, a la aplicación ◦ se le llama la operación del grupo o ley de
composición interna. Es fundamental el hecho de que, dados dos elementos a y b de G, la imagen por ◦,
es decir, a ◦ b, es también un elemento de G.

1.1.2.2. Aunque la operación del grupo se expresa, en general, mediante śımbolos como ∗, ◦, •, etc., es
frecuente utilizar también las notaciones habituales de la adición y de la multiplicación. En notación
aditiva, el elemento neutro se llama cero y se representa por 0, y el simétrico de a se llama opuesto y se
representa por −a. En notación multiplicativa, el elemento neutro se llama unidad y se representa por 1,
y el simétrico de a se llama inverso y se representa por a−1.

1.1.2.3. En un grupo el elemento neutro es único y el simétrico de cada elemento es también único.

1.1.2.4. En un grupo se verifica la propiedad cancelativa: si se tiene a ◦ b = a ◦ c, podemos componer a la
izquierda por el simétrico de a y, teniendo en cuenta las propiedades de grupo, resulta b = c.

1.1.2.5. Asimismo, en un grupo siempre puede resolverse la ecuación a ◦ x = b, obteniéndose, con un
razonamiento análogo al anterior, la solución: x = a′ ◦ b, siendo a′ el simétrico de a.

Definición 1.1.3.– Un grupo (G, ◦) se llama abeliano (o conmutativo) si, para todo par (a, b) ∈ G×G,
se tiene a ◦ b = b ◦ a.
El grupo (ZZ, +) es abeliano. Para n > 1 el grupo (Gl(n,Q), ·) no es abeliano.

1.2 Ejemplos de grupos

Además de los ejemplos numéricos que han servido como introducción al concepto de grupo, se citan a
continuación otros, de los que se deja al lector las comprobaciones correspondientes:

1. (Q, +), (IR, +),(C, +) son grupos abelianos.

2. (Q∗, ·), (IR∗, ·), (C∗, ·) son también grupos abelianos. Aqúı Q∗ (resp. IR∗, C∗) representa el conjunto
de los racionales (resp. reales, complejos) no nulos y, en cada caso, · es la multiplicación de números.

3. (M(m × n,Q), +), donde M(m × n,Q) es el conjunto de las matrices de dimensión m × n con
coeficientes en Q y + es la suma de matrices. Análogamente se consideran (M(m × n, IR), +) y
(M(m × n,C), +). Todos son grupos abelianos en los que el elemento neutro es la matriz nula, es
decir, la matriz cuyos elementos son todos iguales a 0.

4. (Gl(n, IR), ·), donde n es un número entero mayor que 1, es un grupo no abeliano. Si n = 1 entonces
Gl(n, IR) = IR∗ y por tanto se trata de un grupo abeliano.

Vamos a ver ahora algunos grupos con un número finito de elementos:

• Consideremos un conjunto G con un único elemento g, esto es, G = {g}. Definamos la aplicación
· : G×G→ G que asocia a (g, g) el elemento g, esto es, g · g = g. Es obvio que el par (G, ·) es un
grupo abeliano. El elemento neutro de G es g y el simétrico de g es el propio g. Dicho grupo se
llama un grupo trivial.

• Consideremos ahora un conjunto G con dos elementos, G = {e, a}. Si han de verificarse las
propiedades de grupo, uno de ellos será el elemento neutro, e, y el simétrico de a será el propio a.
Esto es, a · e = e · a = a y a · a = e.

• Sea ahora un conjunto con tres elementos, G = {e, a, b}. Tratemos de construir la tabla del grupo:
sabemos que e◦a = a◦e = a y que e◦ b = b◦e = b. a◦ b no puede ser ni a ni b, porque la propiedad
cancelativa daŕıa b o a igual a e. Luego a ◦ b = e. Con razonamientos parecidos resulta a ◦ a = b y
b ◦ b = a. La tabla del grupo es entonces:

◦ e a b
e e a b
a a b e
b b e a
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• Si G = {e, a, b, c}, de manera análoga a los casos anteriores, se obtienen dos posibles tablas de
multiplicar. Se sugiere al lector que realice los razonamientos oportunos (indicación: en un grupo
finito el número de elementos que no coinciden con su inverso es siempre par).

◦ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a

◦ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

1.3 Subgrupos

Sea (G, ◦) un grupo. Recordemos que ◦ es una operación que verifica las propiedades de la definición
1.1.1. Si A es un subconjunto (no vaćıo) de G podemos restringir la operación ◦ a A×A y nos podemos
preguntar si el par (A, ◦) es o no un grupo.

Definición 1.3.1.– Sean (G, ◦) un grupo y A un subconjunto no vaćıo de G. Diremos que A es un
subgrupo de (G, ◦) (o simplemente de G) si el par (A, ◦) es un grupo.
El subconjunto IN de ZZ no es un subgrupo del grupo (ZZ, +). Es fácil ver que el conjunto IP de los números
enteros pares es un subgrupo del grupo (ZZ, +). El conjunto de las ráıces n-ésimas de la unidad (con n
entero positivo) es un subgrupo del grupo (C∗, ·).
El siguiente criterio será muy útil a la hora de comprobar si un subconjunto de un grupo es un subgrupo
de dicho grupo.

Proposición 1.3.2.– Sea (G, ◦) un grupo y A un subconjunto no vaćıo de G. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A es un subgrupo de G.

2. Si a, b ∈ A entonces a ◦ b′ ∈ A, donde b′ es el simétrico de b.

Si se usa notación aditiva, en el punto 2 se pondŕıa a− b ∈ A, y con notación multiplicativa se escribiŕıa
ab−1 ∈ A.

1.4 Homomorfismos de grupos

Definición 1.4.1.– Sean (G, ◦) y (G′, •) dos grupos. Se dice que una aplicación f : G → G′ es un
homomorfismo de grupos si para cualesquiera a, b ∈ G se tiene f(a ◦ b) = f(a) • f(b).
La idea intuitiva es que una aplicación f , de G en G′, es un homomorfismo de grupos si f respeta las
estructuras de grupo en cada uno de ellos, es decir, si transforma la operación ◦ en la operación •.
Cuando queramos que queden expĺıcitas las operaciones en los grupos podremos decir que f : (G, ◦) →
(G′, •) es un homomorfismo de grupos, aunque, como sabemos, la aplicación f está definida de G en G′.

Ejemplos 1.4.2.–

• Sea (G, ◦) un grupo. La aplicación identidad idG : G→ G es un homomorfismo de grupos.

• La aplicación fe : G→ G definida por fe(a) = e para todo a ∈ G, es un homomorfismo de grupos.

• Sea f : (IR, +) → (IR∗, ·) la aplicación definida por f(x) = 2x. Es evidente que f es un homomor-
fismo de grupos.

Nota 1.4.3.– En un homomorfismo de grupos se verifica:

• f(e) = e′ siendo e′ el elemento neutro de G′.

• f(a−1) = f(a)−1 para todo a ∈ G.
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Definición 1.4.4.– Sea f : (G, ◦) → (G′, •) un homomorfismo de grupos. Se llama núcleo de f (y se
denota ker(f)) al subconjunto de G definido por: ker(f) = {a ∈ G|f(a) = e′}.

Proposición 1.4.5.– Sea f : (G, ◦) → (G′, •) un homomorfismo de grupos. El núcleo de f es un
subgrupo de G.

Definición 1.4.6.– Sea f : (G, ◦) → (G′, •) un homomorfismo de grupos. Se llama imagen de f (y se
denota Im(f)) al subconjunto de G′ definido por: Im(f) = {a′ ∈ G′|∃a ∈ G|f(a) = a′}.

Proposición 1.4.7.– Si f : (G, ◦) → (G′, •) es un homomorfismo de grupos, la imagen de f es un
subgrupo de G′.

Definición 1.4.8.– Un homomorfismo de grupos f : (G, ◦) → (G′, •) que sea biyectivo se llama un
isomorfismo (de grupos). Un isomorfismo de (G, ◦) en śı mismo se llama un automorfismo (de grupos).


