Tema O

Matrices y determinantes. Sistemas
de ecuaciones lineales

0.1 Introduccion

Definicién 0.1.1.— Se llama matriz a un conjunto ordenado de numeros, dispuestos en filas y columnas,
formando un rectingulo. Se representa por

a1 ai12 e A1n
a21 a2 N a9n
A =
am1 Am2 ... Qmn
También se suele representar por
A=(ay) , 1<i<m , 1<j<n

y se dice que es una matriz m X n. El conjunto de las matrices m X n cuyos elementos pertenecen a un
conjunto numérico K se designa por M(m x n, K).

Definicién 0.1.2.— Igualdad de matrices. Dos matrices son iguales si tienen las mismas dimensiones
y coinciden elemento a elemento. Es decir, si (a;j), (bij) € M(m x n, K),

(aij)z(bij)ﬁa”:bij Vi=1,....m Vj=1,....n

Definicién 0.1.3.— Adicién de matrices. En el conjunto M (m x n, K) se define la suma de matrices
de la siguiente manera:

(ai;) 4 (biy) = (aij + bi;)
Propiedades 0.1.4.—
e Conmutativa: A+ B=B+ A
e Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
e FElemento neutro: es la matriz 0, de dimension m X n, formada toda ella por ceros.
e Elemento opuesto de una matriz (a;;) es la matriz (—a;;).
Definicién 0.1.5.— Producto de un niimero por una matriz.
Si A= (a;;) e M(mxn,K)yacK, sedefine

a-A=(o-a;)
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Propiedades 0.1.6.—

ea - (A+B)=a-A+a-B

e (a+f8) - A=a-A+3-A

ca-(B-A)=(a-h) A

e 1- A=A
Definicion 0.1.7.— Producto de matrices. Para que dos matrices puedan multiplicarse, el nimero de
columnas de la primera ha de coincidir con el nimero de filas de la sequnda. Sean A = (a;;) € M(m x

n,K)y B = (bjr) € M(nxp, K). Se llama matriz producto A-B a otra matriz C' = (¢;,) € M(mxp, K),
definida asi:

n
Cik :Zaijbjk Vi=1,....m Vk=1,...,p
j=1
Propiedades 0.1.8.— Las siguientes propiedades se cumplen siempre que sea posible efectuar los pro-

ductos indicados. En particular se verifican para matrices cuadradas de orden n:

o Asociativa: (AB)C = A(BC)

1 0 0

0 1 0
o FElemento neutro es la matriz I =

0 0 ... 1

e Fl producto de matrices no es commutativo.

e Dada una matriz A, no existe, en general, la matriz inversa de A.

Propiedades 0.1.9.— Si llamamos matriz traspuesta de una matriz A a la matriz At que resulta de
cambiar filas por columnas y columnas por filas en A, resulta:

e (A+B)!=A"+DB"
e (AB)! = B'A?

0.2 Determinante de una matriz cuadrada

Definicion 0.2.1.— Sea A una matriz cuadrada de orden n:

ai1 a12 A1n

a a a
A= 21 22 2n

an1 an2 Gnn

Se llama determinante de A, y se representa por det(A) o por |A|, al nimero real definido por la expresion:
d@t(A) = E(*l)gaulagwagia ...am;n

donde i1i213...1, representa una permutacion cualquiera de los numeros 1,2,3,....n y o es el numero de
sus inversiones, extendiéndose el sumatorio a las n! permutaciones de 1,2,3...,n.

Proposiciéon 0.2.2.— Propiedades de los determinantes.
1. Si la matriz B es la traspuesta de A, entonces det(B) = det(A).

2. Si todos los elementos de una fila (o columna) de A son nulos, entonces det(A) = 0.
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3. Si intercambiamos entre si dos filas (columnas) de A, el determinante de la matriz B obtenida es
el opuesto del determinante de A, es decir, det(B) = —det(A).

4. El determinante de una matriz A con dos filas (columnas) iguales es nulo.

5. Si se multiplica una fila (columna) cualquiera de la matriz A por un nidmero X, el determinante de
la matriz B obtenida es igual al producto de X\ por el determinante de A, esto es, det(B) = Adet(A).

6. Si dos filas (columnas) de una matriz son proporcionales, su determinante es nulo.

7. Si cada elemento de una fila (columna), por ejemplo la fila p, de la matriz A es de la forma
Qp; = a;j + a;’j, entonces el determinante de A es igual a la suma de los determinantes de dos
matrices B y C, tales que la fila p de B estd formada por los elementos a;j y la fila p de C estd

formada por los elementos a;’j. Las restantes filas de ambas matrices son respectivamente iguales a
las de A.

8. Si a la fila (columna) p de A se le suma otra fila (columna) q multiplicada por un nimero A, el
determinante de la matriz obtenida es igual al determinante de A.

9. Si una fila (columna) de A es combinacidn lineal de otras filas (columnas), entonces det(A) = 0.

0.3 Menores complementarios y Adjuntos

Definicién 0.3.1.— Si en una matriz A de orden n se suprime una fila p y una columna q, resulta una
matriz de orden n — 1, cuyo determinante se llama menor complementario del elemento a,q, que figura
en la fila y en la columna suprimidas; lo representaremos por M,,. Se llama adjunto del elemento ap,,
y lo representamos por Ap,q, al nimero Apy = (—1)PTIM,,.

Teorema 0.3.2.—

1. El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una fila
(columna) cualquiera por sus adjuntos respectivos. Es decir, supuesta la fila p, el determinante de
la matriz A es:

n
det(A) = aplApl + CLpgApg + ..+ apnApn = Z aijpj
J=1

2. La suma de los productos de los elementos de una fila (columna) por los adjuntos de los elementos
respectivos de otra es igual a cero, es decir:

aptAg + ap2Ago + ... + apnAgn = 0 para p#q.

Teorema 0.3.3.— Producto de determinantes. Sean A y B matrices cuadradas de orden n, entonces:

det(AB) = det(A)det(B)
0.4 Matriz inversa

Definicién 0.4.1.— Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se dice que la matriz B, cuadrada de orden
n, es inversa de A si se verifica que AB = BA =1, donde I es la matriz unidad de orden n.

Teorema 0.4.2.— La condicion necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada A tenga inversa es
que su determinante sea distinto de cero. Ademdas se tiene:

L N
= MAdJ(A)

donde Adj(A) es la matriz formada por los adjuntos de los elementos de la matriz A.
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0.5 Sistemas de ecuaciones lineales. Regla de Cramer

Notas 0.5.1.—

1. Si A € M(n, K) (conjunto de las matrices cuadradas n x n, con coeficientes en K ), representaremos
por |A| al determinante de A.

2. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:

ain T+t ap T, = by
(5) : :
n1 -1 +--+ apn-T, = by
La matriz
a1 oo Q1n
A=
an1 .- Qpp

se denominara matriz de coeficientes del sistema S.
3. Se llama solucidn de un sistema de ecuaciones a toda n-upla (a1, ag, ..., a,) de elementos de K que,

sustituidos en el lugar de las incégnitas, verifiquen todas las ecuaciones del sistema.

Definiciéon 0.5.2.— Un sistema de n ecuaciones con n incognitas, S, diremos que es de Cramer si
] #0.

Teorema 0.5.3.— S5i S es un sistema de Cramer, entonces

o (1) S tiene solucidn unica.

e (2) La tunica solucion (as,...,ay,) de S viene dada por:
b1 aig ... Qin ail bl ... QA1n ai; a1z ... bl
bg a9292 ... Qop a1 bQ ... Qop a2 a292 NP bg
o bn An2 ... Qpp o an1 bn cee Qpn o a1p Ap2 ... bn
1 = 2 = =
|A] ’ 4] o A

Definicién 0.5.4.— Sea A € M(m x n, K).

e (1) Un menor de A es el determinante de cualquier submatriz cuadrada de A. Un menor de orden
r es el determinante de la matriz que resulta de suprimir en A m —r filas y n — r columnas.

e (2) El rango de A, rang(A), es el mayor de los drdenes de los menores no nulos de A.

0.6 Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema 0.6.1.— Consideremos el sistema:

ajy-r1 +-+ T, = by
(S)

Am1 -1+t Qmn - Tp = bm

y sean las matrices A (matriz de coeficientes) y A’ (matriz ampliada):
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a1 N QA1n a1 PN QA1n bl

A= A =

Aml - Qmn Aml - Qmn  bm

Entonces se verifica:
o Sirang(A) =rang(A’) =n, el sistema es compatible determinado (solucidn dnica).
o Sirang(A) =rang(A’) < n, el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

o Sirang(A) # rang(A’), el sistema es incompatible (no tiene solucion).



