Tema 7

Formas bilineales

7.1 Representaciéon matricial

Definicién 7.1.1.— Sea V' un espacio vectorial sobre K. Una aplicacion
O:VxV-K
es una forma bilineal sobre V' si para todo v, w, z € V y todo o € K se verifica:
o (1) ®(v+z,w)=d(v,w)+ b(z,w).
o (2)d(v,w+1z)=(v,w)+ D(v,2z).
o (3) Pla-v,w) =0 D(v,w).

o (4)P(v,a-w)=a-d(v,w).

Diremos que ® es simétrica si ademds

o (5) D(v,w) =d(w,Vv).

Ejemplos 7.1.2.—
1. ®(v,w) =0 VYv,w €V es la forma bilineal cero.

2.8 a V=R B= {ui,uz,uz} una base de V|, vg = (21, 22,23) , Wi = (y1, %2, y3)

Y1
(D(V7W) = (x1,$27x3) Y2
Y3

es una forma bilineal simétrica.
3. Sea V=TR?, B={uj,uz} unabase de V , vz = (21,22) , Wi = (y1,¥2)

Tl T2

<I>(v,w): Yy Y2

es una forma bilineal no simétrica (alternada).

4. Sea V ={P(X) e R[X] | gr(P(X)) <3}y B={1,X,X? X3} una base de V.
Si P(X),Q(X) eV,

B(P(X), Q(X)) = / P(X) - Q(X) dX

es una forma bilineal.
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Proposicion 7.1.3.— ® es una forma bilineal si y sélo si Vo, 8,7,0 € K, Vu,v,w,z, €V es

Sla-u+pf-v,y w4+ 2z)=ay?(u,w)+ ad®(u,z) + 0yP(v,w) + D(v, z)

Proposicién 7.1.4.— Sea A € M(n xn,K). La aplicacion

Py K"x K" — K

definida por:

©A((x17'~~7xn)7(y17"'7yn)) = (xla"'v‘rn).A' :
Yn
es una forma bilineal.

Proposicion 7.1.5.— Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre K. Sean ® una forma bilineal
sobre V, B={uy,...,un} una base de V' y

®(uz,ug) ... P(ug,uy)
A — . . .

O(up,u1) ... P(up,uy)

Entonces para todo v, w €V,
(v, w) = Py(vp,Wg)

Definicién 7.1.6.— La matriz obtenida en 7.1.5 se denomina matriz de ® respecto de B y la notaremos
por Mp(®).

Ejemplos 7.1.7.— Las matrices de los ejemplos citados en 7.1.2; respecto de las bases que alli se indican,
1 1/2 1/3 1/4
0 1 1/2 1/3 1/4 1/5
-1 0 ) Y| 13 174 15 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7
Una generalizacion del anterior ejemplo es el siguiente:
Sea V,, el espacio vectorial de todos los polinomios de IR[X] de grado menor o igual a n. Entonces,
dim(V,,) = n + 1 y una base de V,, es, por ejemplo, B = {1, X, X? ..., X"}. Sea ® :V,, xV;, — R la
aplicacién definida por

son respectivamente: 0, I | (

1
B(P(X),Q(X)) = / P(X) - Q(X) - dX

® es una forma bilineal simétrica, y la matriz de ® respecto de B es

1 1/2 1/3 ... 1/(n+1)
1/2 1/3 1/4 ... 1/(n+2)
Um+1) 1/n+2) 1/n+3) ... 1/@n+1)

Proposiciéon 7.1.8.— Las siguientes condiciones son equivalentes:
e (1) ® forma bilineal simétrica.
e (2)VB base de V es Mp(®) simétrica (A = A?).

e (3) 3B base de V tal que Mg(®) es simétrica.
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Proposicién 7.1.9.— Sean B = {uy,...,un} y B/ = {u'1,...,u'n} bases de V y ® una forma bilineal
sobre V. Entonces

Mg/ (®) = M(B',B) - Mp(®) - M(B', B)"

Definicién 7.1.10.— Sean A, B € M(n x n,K). Diremos que A y B son congruentes si existe P €
Gl(n, K) tal que:

A=P -B-P!

Nota 7.1.11.— La congruencia es una relacién de equivalencia.

Proposicién 7.1.12.— Sean A, B € M(n x n,K) y V un espacio vectorial de dimensidn n sobre K.
Las condiciones siguientes son equivalentes.

e (1) A y B son congruentes.

e (2) Ezisten una forma bilineal ® sobre V y bases de V', B y B, tales que: Mp(®) = A y Mp/ (®) = B.

7.2 Clasificacion de formas bilineales simétricas reales

Lema 7.2.1.— Sea ® una forma bilineal simétrica sobre V.
o (1) Si® #0, existe siempre un vector u tal que ®(u,u) =b #0
e (2) Sean u; ug € V, tales que ®(uy,u3) = 65 - by, (i = Losi 1= con b; #
P ’ 1 4 1) (2 1) 0 Si Z#] ’ K
0 , 4,j=1,..,k Sea L =L(uy,...,uyx). Sillamamos
Lt ={x eV |®(u;,x)=0,Vi=1,...,k} (variedad ortogonal a L)
se verifica:

a) Lt es una variedad lineal de V.

b)V=LoL*
Teorema 7.2.2.— Sea ® una forma bilineal simétrica sobre V. Entonces eziste una base B de V tal que
Mp(®P) es diagonal.

Definicién 7.2.3.— Sean A, B € M(n x n,K). Diremos que A y B son equivalentes si existen P,Q €
Gl(n, K) tales que:

A=P.B-Q

Nota 7.2.4.— La equivalencia de matrices es una relacién de equivalencia.
Proposicion 7.2.5.— Dos matrices equivalentes tienen el mismo rango.

Definicién 7.2.6.— Supongamos que K = Q o IR. Sea A € M(n x n,K) una matriz diagonal. La
signatura de A, sig(A), es el nimero de elementos positivos de su diagonal principal.

Teorema 7.2.7.— (de Sylvester) Sean A, B € M(n x n, K) matrices diagonales. Entonces

e (1)
rang(A)
sig(A)

rang(B)
sig(B)

Si K=Q, R, Ay B congruentes=- {
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* (2)
rang(A) rang(B)
sig(4) = sig(B)

Si K =1, Ay B congruentes< {

Corolario 7.2.8.— Sean V wun espacio vectorial sobre IR y ® una forma bilineal simétrica sobre V.
FEntonces existe una base B de V' tal que:

1

Mgp(®) = q

con p y q unfvocamente determinados (p+ q = rango).



