
Notas sobre teoŕıa de conjuntos

1 Conjuntos

Se supone al lector familiarizado con el concepto básico de conjunto.
Si la letra X denota un conjunto y x un elemento de X diremos que x pertenece a X y escribiremos
x ∈ X. Para indicar que un cierto elemento x no pertenece a X se escribirá x 6∈ X.1 El śımbolo ∅ denota
al conjunto vaćıo, es decir al conjunto que no tiene elementos.
Si X e Y son dos conjuntos y todo elemento de X es también elemento de Y, diremos que X es un
subconjunto de Y 2 y escribiremos X ⊂ Y . Obviamente se tiene ∅ ⊂ X para cualquier conjunto X. Si
algún elemento x de X no pertenece a Y (es decir, si X no es un subconjunto de Y ) se escribirá X 6⊂ Y.
Es claro que dos conjuntos X e Y son iguales (escribiremos en ese caso X = Y ) si y sólo si X ⊂ Y e
Y ⊂ X.
La letra IN denotará el conjunto de los números naturales, es decir los números 0, 1, 2, 3, . . ., la letra ZZ,
el de los números enteros, es decir . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . ., la letra Q, el de los números racionales,
la letra IR, el de los números reales y la letra C, el de los números complejos.
A veces es posible definir un conjunto explicitando cada uno de sus elementos. Por ejemplo el conjunto X
cuyos elementos son los números 0,1,2,3,4,5 se suele escribir aśı X = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Cuando un conjunto
es definido mediante la explicitación de todos y cada uno de sus elementos, se dice que dicho conjunto se
ha definido por extensión. El mismo conjunto X puede también definirse por una propiedad que verifican
todos sus elementos y sólo sus elementos: la propiedad de ser un número natural menor o igual a 5. Otra
manera de definir X es pues

X = {x ∈ IN tal que x ≤ 5}.

En lugar de la expresión “tal que” se suele emplear el śımbolo |. Aśı quedar¡a, X = {x ∈ IN | x ≤ 5}.
Cuando un conjunto es definido mediante una propiedad (verificada por todos sus elementos y sólo por
sus elementos), se dice que dicho conjunto se ha definido por comprensión.

2 Operaciones con conjuntos

Definición 2.1.– Sean X e Y dos conjuntos. Sean x1 ∈ X e y1 ∈ Y. La expresión (x1, y1) se llama
el par ordenado formado por x1 e y1. El conjunto de todos los pares ordenados de la forma anterior se
llama producto cartesiano de X e Y (o de X por Y ) y se denota por X × Y . Esto es:

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

Definición 2.2.– La unión de dos conjuntos X e Y (que notaremos X ∪ Y ) es el conjunto X ∪ Y =
{a | a ∈ X o a ∈ Y }, donde “o” no es excluyente.
Es claro que X ∪X = X y que ∅ ∪X = X. Más generalmente, si A ⊂ B entonces A ∪B = B.

1A veces se dirá el elemento x está en X en lugar de el elemento x pertenece a X y también el elemento x no está en
X en lugar de el elemento x no pertenece a X.

2Se dirá también en este caso que X está contenido en Y .
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Sea I un conjunto no vaćıo. Supongamos que para cada i ∈ I se tiene un conjunto Xi. La familia de
todos esos conjuntos se denota {Xi}i∈I y el conjunto I se llama conjunto de ı́ndices de dicha familia. Se
define la unión de los conjuntos de la familia {Xi}i∈I como el conjunto⋃

i∈I

Xi = {x | x ∈ Xi para, al menos, un i ∈ I}.

Definición 2.3.– La intersección de dos conjuntos X e Y (que notaremos X ∩ Y ) es el conjunto
X ∩ Y = {a | a ∈ X y a ∈ Y }.
Es claro que X ∩ X = X y que ∅ ∩ X = ∅. Más generalmente, si A ⊂ B entonces A ∩ B = A. Dos
conjuntos X,Y se dicen disjuntos si X ∩ Y = ∅ .
Si consideramos la familia {Xi}i∈I de más arriba, se define la intersección de los conjuntos de dicha
familia como el conjunto ⋂

i∈I

Xi = {x | x ∈ Xi para todo i ∈ I}

Proposición 2.4.– Sean X,Y, Z tres conjuntos. Se tiene:

1. X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

2. X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z)

Demostración: Ambas igualdades se prueban fácilmente por doble inclusión.

Definición 2.5.– Sean X,Y dos conjuntos. El conjunto diferencia “X menos Y ” (que notaremos X\Y )3

es el conjunto X \ Y = {x ∈ X | x 6∈ Y }.

3 Aplicaciones entre conjuntos

Intuitivamente una aplicación de un conjunto X en otro Y es una “regla” (o un “procedimiento”) que
asocia a cada elemento de X un elemento, y sólo uno, de Y. La definición formal es la siguiente:

Definición 3.1.– Si X e Y son conjuntos no vaćıos, una aplicación de X en Y es un subconjunto F del
producto cartesiano X × Y que verifica la siguiente propiedad:

para todo x ∈ X existe un único y ∈ Y tal que (x, y) ∈ F.

Si (x, y) ∈ F se dirá que y es la imagen de x mediante la aplicación F y se escribirá y = F (x).
En lo que sigue utilizaremos una notación más cómoda e intuitiva. En primer lugar notaremos las
aplicaciones por letras min$sculas (f, g, ...). Si f es una aplicación de X en Y escribiremos f : X → Y

o bien X
f→ Y. Aśı, intuitivamente y como dećıamos antes, una aplicación f : X → Y es una manera de

asociar a cada elemento x de X un (único) elemento f(x) de Y.
Obviamente, y en general, no todo subconjunto de X × Y es una aplicación. Un ejemplo sencillo es el
siguiente: sean X = {1, 2, 3, 4, 5} e Y = {a, b, c}. El conjunto

f = {(1, a), (2, b), (3, c)}

no es una aplicación de X en Y ya que el elemento 4 (de X) no tiene imagen mediante f (tampoco tiene
imagen el elemento 5). Si ponemos ahora

f = {(1, a), (1, b), (2, c), (3, b), (4, c), (5, a)}

es claro que este conjunto tampoco es una aplicación de X en Y ya que para el elemento 1 (en X) existen
a y b (en Y ) tales que (1, a) y (1, b) están en f.

3Algunos autores notan ese conjunto por X − Y .
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4 Ejemplos de aplicaciones

Ejemplo 4.1.– Sea X un conjunto no vaćıo. Sea f el subconjunto de X ×X definido por

f = {(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X}

Es claro que f es una aplicación de X en X. Se trata de la aplicación que asocia a cada x de X el mismo
elemento x y se llamará la aplicación identidad de X. Se suele denotar idX : X → X. Se tiene por tanto
idX(x) = x para todo x de X.

Ejemplo 4.2.– Sean X e Y dos conjuntos no vaćıos. Sea y0 ∈ Y. Consideremos el conjunto

f = {(x, y0) ∈ X × Y | x ∈ X}

Es claro que f es una aplicación de X en Y. Podemos decir que f es la aplicación que asocia a cada
elemento x de X el elemento y0 en Y, es decir f(x) = y0 para todo x de X.

Ejemplo 4.3.– Como dijimos más arriba la letra ZZ denota el conjunto de los números enteros. Sea
f : ZZ→ ZZ la aplicación que asocia a cada n ∈ ZZ el número entero 2n. Escribimos f(n) = 2n para todo
n en ZZ. Nótese que formalmente se tiene

f = {(n, 2n) ∈ ZZ× ZZ | n ∈ ZZ}

y es claro que dicho subconjunto de ZZ× ZZ es una aplicación.

Ejemplo 4.4.– Sea f ⊂ ZZ× ZZ definido por

f = {(n, n + 1) | n ∈ ZZ}.

Es claro que f es una aplicación de ZZ en ZZ. Diremos que f : ZZ → ZZ es la aplicación que asocia a cada
n ∈ ZZ el número entero n + 1, escribiremos también f(n) = n + 1 para todo n en ZZ.

Ejemplo 4.5.– Notemos por ZZ∗ el conjunto ZZ \ {0}, es decir ZZ∗ es el conjunto de los enteros no nulos.
Otro ejemplo de aplicación f : ZZ × ZZ∗ → Q es la definida por f(n, m) = n

m , para cada elemento
(n, m) ∈ ZZ× ZZ∗.

5 Tipos de aplicaciones

Definición 5.1.– Una aplicación f : X → Y se dice inyectiva si siempre que x1, x2 ∈ X y x1 6= x2 se
verifique f(x1) 6= f(x2), o, lo que es equivalente,

f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2

Las aplicaciones 4.1, 4.3, 4.4 son inyectivas. Si X tiene más de un elemento, la aplicación 4.2 no es
inyectiva. La aplicación 4.5 no es inyectiva.

Definición 5.2.– Una aplicación f : X → Y se dice sobreyectiva 4 si para todo elemento y ∈ Y existe
x ∈ X tal que f(x) = y.
Las aplicaciones 4.1, 4.4, 4.5 son sobreyectivas. Si Y tiene más de un elemento, la aplicación 4.2 no es
sobreyectiva. La aplicación 4.3 no es sobreyectiva.
Sea IP el conjunto de los números enteros pares (esto es, el conjunto de los números enteros múltiplos de
2). Sea g : ZZ → IP la aplicación que asocia a cada número n ∈ ZZ el número 2n. Es claro que g es una
aplicación sobreyectiva. Es conveniente comparar este ejemplo con 4.3.

4También se dice suprayectiva.
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Definición 5.3.– Sea f : X → Y una aplicación. Se llama imagen de f (y se denota Im(f) o también
f(X)) al subconjunto de Y definido por Im(f) = {f(x) | x ∈ X}. Más generalmente, si A ⊂ X se llama
imagen de A al conjunto, notado f(A), definido por: f(A) = {f(x) | x ∈ A}.
Con la definición 5.3, una aplicación f : X → Y es sobreyectiva si y sólo si Im(f) = Y.

Definición 5.4.– Sea f : X → Y una aplicación. Sea B un subconjunto de Y . Se llama imagen
rećıproca5 de B mediante f (y se denota f−1(B)) al subconjunto de X definido por

f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}

Ejemplos 5.5.– Es fácil comprobar que:

• Im(idX) = X (ejemplo 4.1).

• Im(f) = {y0} (ejemplo 4.2).

• Im(f) = IP (ejemplo 4.3, siendo IP el conjunto de los números enteros pares).

• Im(f) = ZZ (ejemplo 4.4).

• Im(f) = Q (ejemplo 4.5).

Definición 5.6.– Una aplicación f : X → Y se dice biyectiva6 si es inyectiva y sobreyectiva.
La aplicación identidad de X (ver 4.1) es biyectiva. La aplicación 4.2 es biyectiva si y sólo si X e Y
tienen sólo un elemento. La aplicación 4.4 es biyectiva. Las aplicaciones 4.3 y 4.5 no son biyectivas.

6 Composición de aplicaciones. Inversa de una aplicación bi-
yectiva

Definición 6.1.– Sean f : X → Y y g : Y → Z dos aplicaciones. Se llama composición de f y g la
aplicación (notada g ◦ f) de X en Z definida por la igualdad (g ◦ f)(x) = g(f(x)) para todo x de X.

ejercicio.- Determinar el subconjunto g ◦ f de X × Z que define la composición de f y g.

Proposición 6.2.– Si f : X → Y , g : Y → Z y h : Z → T son tres aplicaciones, se verifica la propiedad
asociativa: h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

ejercicio.- Demostrar la proposición 6.2.

Sea f : X → Y una aplicación biyectiva (es decir, f es un subconjunto de X×Y verificando la propiedad
de 3.1, siendo además inyectiva y sobreyectiva). Notemos f−1 el subconjunto de Y ×X definido por

f−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ f}.

ejercicio.- Probar que f−1 es una aplicación de Y en X.

Entonces, la imagen de un elemento y de Y por la aplicación f−1 es el único elemento x de X que verifica
f(x) = y.

Definición 6.3.– La aplicación f−1 : Y → X aśı definida verifica f ◦ f−1 = idY y f−1 ◦ f = idX y se
llama la aplicación inversa de f .

Nota 6.4.– La definición 6.3 sólo tiene sentido cuando f es biyectiva. Sin embargo, recordemos que, en
cualquier caso, puede hablarse de imagen rećıproca (ver la definición 5.4).

5Algunos autores dicen también imagen inversa.
6Algunos autores dicen también biuńıvoca.


