
Tema 2

Espacios vectoriales

2.1 Espacios numéricos

Notas 2.1.1.–

• (1) En lo que sigue, K = Q, IR, C, donde Q es el conjunto de los números racionales, IR es el
conjunto de los números reales y C es el conjunto de los números complejos.

• (2) En todos estos casos tenemos un conjunto K y dos operaciones internas: ‘+’ y ‘·’ (suma y
producto), verificando:

– (2.1) (K,+) es un grupo abeliano, es decir:

∗ ∀ a, b, c ∈ K a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

∗ ∃ e ∈ K ∀ a ∈ K a+ e = e+ a = a. (e = 0).

∗ ∀ a ∈ K ∃ b ∈ K a+ b = b+ a = e. (b = −a)

∗ ∀a, b ∈ K a+ b = b+ a

– (2.2) (K − {0}, ·) es un grupo abeliano, esto es:

∗ ∀ a, b, c ∈ K a · (b · c) = (a · b) · c.

∗ ∃ u ∈ K ∀ a ∈ K a · u = u · a = a. (u = 1).

∗ ∀ a ∈ K − {0} ∃ b ∈ K a · b = u. (b = a−1, b = 1/a).

∗ ∀a, b ∈ K a · b = b · a.

– (2.3) Propiedad distributiva: ∀ a, b, c ∈ K a · (b+ c) = a · b+ a · c.

Definición 2.1.2.– La estructura definida por (K,+, ·), verificando las anteriores propiedades, se de-
nomina CUERPO.

Definición 2.1.3.– Sea K un cuerpo. Un espacio vectorial sobre K consta de un conjunto no vaćıo
V , una ley de composición interna sobre V , ‘+’, y una aplicación de K por V en V , ‘·’, (ley externa),
verificando las siguientes propiedades:

• (1) (V,+) es un grupo abeliano, esto es, para todo u,v,w ∈ V ,

– (1.1) u + v = v + u. (Conmutativa).
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– (1.2) u + (v + w) = (u + v) + w. (Asociativa).

– (1.3) Existe 0 ∈ V tal que para todo u ∈ V , 0 + u = u. (Elemento neutro).

– (1.4) Para todo u ∈ V , existe u′ ∈ V tal que u + u′ = 0 (elemento opuesto de u).

• (2) Para todo u, v ∈ V y para todo α, β ∈ K,

– (2.1) α · (u + v) = α · u + α · v.

– (2.2) (α+ β) · u = α · u + β · u.

– (2.3) α · (β · u) = (α · β) · u.

– (2.4) 1 · u = u.

Notas 2.1.4.–

• (1) Los elementos de V se denominarán vectores y los de K escalares.

• (2) El elemento u′ cuya existencia asegura (1.4) es único y se notará por −u.

Ejemplos 2.1.5.– Sea K un cuerpo. Los siguientes conjuntos son espacios vectoriales sobre K.

• M(n×m,K). (Conjunto de las matrices con coeficientes en K con n filas y m columnas).

• Un conjunto con un único elemento {0} es un espacio vectorial que llamaremos espacio vectorial
trivial.

• El conjunto K[X] de los polinomios en la variable X y con coeficientes en K es un espacio vectorial
sobre K.

• El conjunto K[X] de los polinomios en X, de grado menor o igual que n, con coeficientes en K es
un espacio vectorial sobre K.

Proposición 2.1.6.– Sea V un espacio vectorial sobre K. Para todo u, v ∈ V y todo α, β ∈ K se
verifica que:

• (1) α · 0 = 0.

• (2) 0 · u = 0.

• (3) α · (u− v) = α · u− α · v.

• (4) (α− β) · u = α · u− β · u.

• (5) (−α) · u = −α · u.

• (6) α · (−u) = −α · u.

Veremos más adelante otros ejemplos importantes de espacios vectoriales:

Definición 2.1.7.– Llamaremos espacio numérico sobre K, de dimensión n, al conjunto:

Kn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ K, i = 1, . . . , n}

En Kn definimos las siguientes operaciones:

• (1) (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn).

• (2) a · (a1, . . . , an) = (a · a1, . . . , a · an).

Nota 2.1.8.– Los elementos de Kn se denominan vectores y los notaremos por u,v, . . ..

Proposición 2.1.9.– Kn es un espacio vectorial sobre K.
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2.2 Subespacios vectoriales

Definición 2.2.1.– Sea V un espacio vectorial sobre K. Diremos que L ⊂ V (L 6= ∅) es un subespacio
vectorial (o una variedad lineal) de V sobre K si L, con las leyes de composición interna y externa de
V , es un espacio vectorial.

Proposición 2.2.2.– Sea L ⊂ V . Las siguientes condiciones son equivalentes:

• (1) L es un subespacio vectorial de V .

• (2)

– (a) u, v ∈ L⇒ u + v ∈ L.

– (b) u ∈ L, α ∈ K ⇒ α · u ∈ L.

Ejemplos 2.2.3.– Los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de Kn.

• (1) L = {0}.

• (2) Lj = {(a1, . . . , an) ∈ Kn | ai = 0, 1 ≤ i ≤ j}.

Proposición 2.2.4.– Sea L ⊂ V . Las siguientes condiciones son equivalentes:

• (1) L es un subespacio vectorial de V .

• (2) ∀α, β ∈ K, ∀u,v ∈ L, es α · u + β · v ∈ L.

Proposición 2.2.5.– Consideremos el sistema de ecuaciones lineales homogénas sobre K,

(∗)


a11 · x1 + · · ·+ a1n · xn = 0

...
...

...
am1 · x1 + · · ·+ amn · xn = 0

El conjunto de las soluciones del sistema homogéneo (*) es un subespacio vectorial de Kn.

Nota 2.2.6.– Se verá más adelante que para toda variedad lineal existe un sistema de ecuaciones
homogéneas cuyo conjunto de soluciones es la variedad lineal dada.


