
Tema 3

Dependencia lineal. Bases y
dimensión

3.1 Dependencia lineal

Definición 3.1.1.– Diremos que v ∈ V es combinación lineal de v1, . . . ,vn ∈ V si existen α1, . . . , αn ∈
K tales que:

v = α1 · v1 + · · ·+ αn · vn

Ejemplos 3.1.2.–

• (1) 0 es combinación lineal de cualquier conjunto de vectores.

• (2) u es combinación lineal de cualquier conjunto que contenga a u.

• (3) En K[X] todo polinomio de grado menor o igual a n es combinación lineal de los polinomios
{1, X,X2, . . . ,Xn}.

Proposición 3.1.3.– Si v es combinación lineal de v1, . . . ,vn y cada vi es, a su vez, combinación lineal
de u1, . . . ,ur, entonces v es combinación lineal de u1, . . . ,ur.

Definición 3.1.4.– Sea A ⊂ V . Se llama subespacio vectorial engendrado por A, y se designa por L(A),
al conjunto de todas las combinaciones lineales de un número finito de elementos de A. Si A = ∅, se
define L(∅) = {0}.

Proposición 3.1.5.–

• (1) L(A) es un subespacio vectorial de V .

• (2) L(A) ⊃ A.

• (3) Si A ⊂ B ⇒ L(A) ⊂ L(B).

• (4) Si A es un subespacio vectorial de V , entonces L(A) = A.

• (5) L(L(A)) = L(A).

Teorema 3.1.6.– L(A) es el menor subespacio vectorial que contiene a A.

Definición 3.1.7.– Diremos que V es un espacio vectorial de dimensión finita si existe un número finito
de elementos de V , u1, . . . ,un, tales que:

V = L(u1, . . . ,un)
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Un tal conjunto diremos que es un sistema de generadores de V .

Ejemplos 3.1.8.–

• (1) Kn es de dimensión finita.

• (2) K[X] (polinomios en la indeterminada X con coeficientes en K) no es de dimensión finita.

• (3) El conjunto de los polinomios en la indeterminada X, de grado menor o igual que n, con
coeficientes en K, śı es un espacio vectorial de dimensión finita.

Definición 3.1.9.– Sean u1, . . . ,un ∈ V .

• (1) u1, . . . ,un son linealmente dependientes si existen α1, . . . , αn ∈ K ,no todos nulos, tales que:

α1 · u1 + · · ·+ αn · un = 0

• (2) u1, . . . ,un son linealmente independientes si:

α1 · u1 + · · ·+ αn · un = 0 ⇒ α1 = · · · = αn = 0

Ejemplos 3.1.10.–

• (1) Si 0 ∈ {u1, . . . ,un}, entonces u1, . . . ,un son linealmente dependientes

• (2) Si a un conjunto de vectores linealmente dependientes se le añaden cualesquiera otros vectores,
resulta un conjunto de vectores linealmente dependientes.

• (3) Cualquier subconjunto de un conjunto de vectores linealmente independientes es un conjunto
de vectores linealmente independientes.

Proposición 3.1.11.– Si v es combinación lineal de v1, . . . ,vn, entonces el conjunto {v,v1, . . . ,vn}
es linealmente dependiente.

Proposición 3.1.12.– Si los vectores v1, . . . ,vn son linealmente dependientes, alguno de ellos es com-
binación lineal de los demás.

Proposición 3.1.13.– Sean u1, . . . ,ur vectores linealmente independientes y sea v /∈ L(u1, . . . ,ur).
Entonces los vectores u1, . . . ,ur,v son linealmente independientes.

3.2 Bases y dimensión

Definición 3.2.1.– Decimos que B = {u1, . . . ,un} ⊂ V es una base de V si se verifica:

• (1) V = L(u1, . . . ,un). Esto es, {u1, . . . ,un} es un sistema de generadores de V .

• (2) u1, . . . ,un son linealmente independientes.

Ejemplo 3.2.2.– {(1, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 1)} es una base de Kn.

Teorema 3.2.3.– Todo espacio vectorial de dimensión finita tiene una base.

Corolario 3.2.4.– En un espacio vectorial de dimensión finita, de todo sistema de generadores se puede
extraer una base del espacio.

Teorema 3.2.5.– En un espacio vectorial de dimensión finita todas las bases tienen el mismo número
de elementos.

Corolario 3.2.6.– Todo conjunto de vectores linealmente independientes se puede ampliar a una base
del espacio vectorial.
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Definición 3.2.7.– Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión finita. Se llama dimensión de V ,
dim(V ), al número de elementos de cualquier base de V . Si V = {0}, convenimos en que tiene dimensión
cero.

Ejemplo 3.2.8.– dim(Kn) = n.

Corolario 3.2.9.– Sea V un espacio vectorial con dim(V ) = n.

• (1) Todo conjunto de n vectores linealmente independiente es una base.

• (2) Todo conjunto con más de n vectores es linealmente dependiente.

• (3) Todo sistema de generadores de V tiene al menos n elementos.

• (4) Todo sistema de generadores con n elementos es una base.

• (5) Todo subespacio de V es de dimensión finita y tiene dimensión menor o igual que n.

• (6) Toda base de un subespacio de V puede ampliarse a una base de V .

Teorema 3.2.10.– Si B = {u1, . . . ,un} es una base de V , entonces para cada v ∈ V existe un único
(α1, . . . , αn) ∈ Kn tal que:

v = α1 · u1 + · · ·+ αn · un

Este elemento de Kn se denomina sistema de coordenadas de v respecto de B y lo notaremos por:

vB = (α1, . . . , αn)

Nota 3.2.11.– Sea V un espacio vectorial, dim(V ) = n, y B = {u1, . . . ,un} una base de V .
Es claro que 0B = (0, . . . , 0) ∈ Kn, y que ∀ α ∈ K, ∀u,v ∈ V es

(α · u)B = α · uB , (u + v)B = uB + vB

Proposición 3.2.12.– Sea A = {a1, . . . ,am} ⊂ V . Entonces A es linealmente dependiente (linealmente
independiente) en V ⇔ A′ = {a1B , . . . ,amB} es linealmente dependiente (linealmente independiente) en
Kn.

3.3 Cambio de base

Sea V un espacio vectorial de dimensión n, sobre K. Vamos a ver en esta sección cómo se comportan las
coordenadas de un vector cuando se efectúa un cambio de base en el espacio vectorial.

Proposición 3.3.1.– Consideremos las bases B = {u1, . . . ,un} y B′ = {v1, . . . ,vn} de V . Supongamos
que conocemos las expresiones de los vectores de la base B en función de los vectores de la base B′:

ui =
n∑

j=1

aij · vj , i = 1, . . . , n

y sea

M(B,B′) =

 a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann


Para todo v ∈ V se tiene que:

vB′ = vB ·M(B,B′)

Definición 3.3.2.– La matriz M(B,B′) se denomina matriz del cambio de base.
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3.4 Teorema del rango

Definición 3.4.1.– Sean V un espacio vectorial de dimensión n y B = {u1, . . . ,un} una base de V .
Sea H = {v1, . . . ,vm} ⊂ V . La matriz de coordenadas de H respecto de B, HB, está definida por:

HB =

 a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 donde (vi)B = (ai1, . . . , ain), 1 ≤ i ≤ m

Teorema 3.4.2.– Con las notaciones anteriores se verifica:

dim(L(H)) = rang(HB)

Nota 3.4.3.– El teorema sigue siendo válido si en vez de considerar las filas como vectores hubiésemos
considerado las columnas.

Corolario 3.4.4.– Sea A ∈M(m× n,K).

• (1) El número máximo de filas de A linealmente independientes es igual al rang(A).

• (2) rang(A) = m⇔ todas las filas de A son linealmente independientes.

• (3) Supongamos que n = m.

– (3.1) |A| 6= 0⇔ todas las filas de A son linealmente independientes.

– (3.2) |A| 6= 0⇔ las filas de A forman una base de Kn.

• (4) Sea B la submatriz de A formada por las r primeras filas de A.

rang(A) = rang(B)⇔ las filas ar+1, . . . ,am dependen linealmente de las r primeras.

• (5) Sea B la submatriz de A formada por las r primeras filas. Si rang(B) = r y el rango de las
m− r matrices que se obtienen de B añadiéndole cada una de las restantes m− r filas de A es r,
entonces rang(A) = r.

Proposición 3.4.5.– Consideremos el sistema homogéneo:
a11 · x1 + · · ·+ a1n · xn = 0

...
...

...
am1 · x1 + · · ·+ amn · xn = 0

que escribiremos matricialmente A ·X = 0, siendo:

A =

 a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 y X =

 x1

...
xn


Si llamamos L0 al conjunto de soluciones de A ·X = 0, se tiene:

dim(L0) = n− rang(A)


