Tema 6

Formas candnicas

6.1 Introduccion

Proposicion 6.1.1.— Sea V un espacio vectorial sobre K de dimension n y B una base de V. La
aplicacion

Op: End(V) — M(n xn,K)
definida por ®p(f) = Mg(f) , es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Corolario 6.1.2.— La dimensidn del espacio vectorial End(V') es n X n.
Definicién 6.1.3.—

e (1) Grupo Lineal de V: GI(V) ={f | [ es un automorfismo de V'}.
e (2) Grupo Lineal de las matrices de orden n sobre K :

Gl(n,K)={Ae M(nxn,K) | |A|l#0}.

Proposiciéon 6.1.4.— Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension n y B una base de V.
o (1)idy € GI(V).
e (2)feGUV)= fteGUV).
o (3) Sea f € End(V). Se verifica: f € GI(V) < ®p(f) € Gl(n, K).

Definicién 6.1.5.— Sean A, B € M(n x n, K). Diremos que A y B son semejantes, A ~ B, si

APeGI(nK)|A=P -B-P!

Proposicién 6.1.6.— La relacion de semejanza, ~, es una relacion de equivalencia en M(n x n, K).

6.2 El problema de la clasificacién lineal
Se trata de encontrar procedimientos para resolver las siguientes cuestiones:
e (1) Dada A € M(n x n, K) encontrar B € M(n x n, K) tal que:

~ (1.1) A~ B.

— (1.2) B sea de la forma “mds sencilla” posible.
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e (2) Dado f € End(V), encontrar una base B de V tal que Mp(f) sea de la forma “més sencilla”
posible.

Proposicién 6.2.1.— Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre K. Sean A, A’ € M(n x n, K).
Son equivalentes:

o (1) A~ A

e (2) Eziste f € End(V) y B, B’ bases de V tales que Mp(f) = A y Mp (f) = A’.

En virtud de esta proposicién el problema: “dada una matriz A € M(n X n, K), encontrar una A’
semejante a A con la forma maés sencilla posible”, equivale al problema: “dado un endomorfismo f de V'
de matriz A respecto de una base B de V, encontrar otra base B’ en la cual la matriz de f sea lo més
sencilla posible”.

6.3 Autovalores y Autovectores

Nota 6.3.1.— A partir de ahora V' serd un espacio vectorial sobre K de dimensién ny f € End(V).

Definicién 6.3.2.— Sea a € V con a # 0. Diremos que a es un autovector de f si
Jae K| fl(a)=a-a

Proposicién 6.3.3.— Sean B una base de V- y A = Mg(f). Son equivalentes:

e (1) a es un autovector de f.

e (2) Eziste « € K tal que ag es solucidn del sistema
(1,...,ap) (- T —A)=(0,...,0)

Nota 6.3.4.— Por el Teorema de Rouché-Frobenius sabemos que el sistema,
(x1,...,2p) (- T —A)=(0,...,0)

tiene solucién distinta de la trivial si, y sélo si, |a- I — A| = 0. As{ pues, los valores de a € K para los
cuales se obtienen autovectores de f son las soluciones de la ecuacién |a - I — A| = 0.

Definicién 6.3.5.— El polinomio |\-I— A| se denomina polinomio caracteristico de f respecto de la base
B. La ecuacion |A-I — A| =0 se denomina ecuacion caracteristica de f respecto de la base B. También
se dice polinomio caracteristico o ecuacion caracteristica de la matriz A.

Teorema 6.3.6.— El polinomio caracteristico de f no depende de la base elegida.

Definicién 6.3.7.— Las soluciones de la ecuacion caracteristica de f se denominan autovalores de f y
también autovalores de la matriz A.

Corolario 6.3.8.— Sean A,B € M(n xn, K).

St A ~ B, entonces A y B tienen el mismo polinomio caracteristico y, por lo tanto, los mismos autova-
lores.

Teorema 6.3.9.— (CAYLEY-HAMILTON) Toda matriz A € M(n x n,K) es solucidn de su ecuacidn
caracteristica.
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6.4 Endomorfismos diagonalizables

Definicién 6.4.1.— Sea f € End(V). Diremos que f es diagonalizable si existe una base B de V tal que
Mp(f) es diagonal.

Teorema 6.4.2.— Son equivalentes:
e (1) f es diagonalizable.

e (2)V posee una base formada por autovectores de f.

Si éste es el caso, y si B={uy,...,un} es una base de V respecto de la cual la matriz de f es diagonal,
a saber
A1
A2
An
entonces {1, Ao, ..., \n} son los autovalores de f.

Vamos a estudiar ahora una condicién suficiente para que un endomorfismo sea diagonalizable. El estudio
de una condicién necesaria se hard mas adelante.

Proposicién 6.4.3.— Sean A1,...,\. € K autovalores distintos de f, y ai,...,a, € V. — {0} tales que
fla;) = X\ - ai, (ai autovector correspondiente al autovalor \;). Entonces, ai,...,a, son linealmente
independientes.

Teorema 6.4.4.— Si f posee n autovalores distintos en K, entonces f es diagonalizable.

6.5 Subespacios invariantes

Proposicién 6.5.1.— El conjunto de todos los autovectores asociados a un autovalor a (incluyendo el
vector 0) forman un subespacio vectorial de V', que se llama subespacio invariante o subespacio propio
asociado a «, y lo representaremos por V.

Definicién 6.5.2.— Sea a un autovalor de f. Si el polinomio caracteristico de f es
A=Al = (A=a)™ Q) con Q(a) £0
se dice que el numero m es la multiplicidad del autovalor «.

Teorema 6.5.3.— Si a es un autovalor del endomorfismo f y V,, es el subespacio vectorial asociado al
autovalor «, se verifica: dim(Vy) < multiplicidad de a.
Veamos ahora una condicién necesaria y suficiente para que un endomorfismo sea diagonalizable.

Teorema 6.5.4.— Sean ai,aq,...,q, los autovalores de f, distintos entre si, y supongamos que cada
o tiene multiplicidad mj, con my + --- +my = n. Entonces son equivalentes:

e (1) f es diagonalizable.

o (2)dim(Vy,)=my; Vj=1,...,p

6.6 Formas de Jordan

Para los endomorfismos que no son diagonalizables puede obtenerse una forma candnica que se conoce
con el nombre de "forma de Jordan” (la forma diagonal es un caso particular de forma de Jordan). En
esta seccién vamos a poner algunos ejemplos de cémo se obtiene la forma de Jordan, comenzando por un
caso particular, los endomorfismos nilpotentes, y siguiendo hasta el caso més general de un endomorfismo
cualquiera.
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Definicién 6.6.1.— Se dice que un endomorfismo f € End(V) es nilpotente de orden p si se verifica:
JrR A0y [P =0,

Ejemplo 6.6.2.— Forma canénica de Jordan para endomorfismos nilpotentes.
Sea f un endomorfismo de IR®, cuya matriz, respecto de la base canénica, es:

-1 -1 2 1 0

1 1 -2 -1 0
A= 0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 0o -2 0 0

La matriz de f? es:

00 0 0 O

00 0 0 O

00 0 0 O

00 0 0 O

00 0 0 O

por lo que la matriz A es nilpotente de orden 2, su tinico autovalor es A = 0 y su ecuacién caracteristica
es \° = 0.

Vamos a calcular una base de IR® respecto de la cual la matriz de f tenga sélo 0y 1. Para ello calculamos
el nucleo de f, cuyas ecuaciones implicitas, una vez simplificadas, son:

Tr1 — Ty = 0
5 = 0 }
y una base de ker(f) es {(1,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0)}
Observemos que el niicleo ker(f?) ya es todo el espacio. Si llamamos K; = ker(f*) y ponemos f° = idy,
se tiene claramente: {0} = Ko C K7 G Ko = R,
Consideremos la variedad complementaria, G, de ker(f) en IR®, ampliando la base de K, a una base de
R®, por ejemplo, con los vectores:

a; = (1,0,0,0,0) y  a;=(0,0,0,0,1)

Se tiene asi, IR’ = K1 @ G v, por otra parte, se verifica:

1. f(a1), f(as) pertenecen a Kj, porque al aplicarles f sale 0.

2. f(a1), f(az) son linealmente independientes, porque si a f(a;)+asf(az) = 0, serd f(a1a;+azas) =
0y, por tanto, aja; +asas € K1NG4 y, por la suma directa, aja; +asas = 0, de donde a; = ap = 0.
Asi resulta, ademas, que :

aj, ay, f(ai), f(az)

son linealmente independientes.

3. Observemos que < f(ay), f(az) > NKy = {0} y si obtenemos una variedad complementaria, Gy,
de < f(al),f(ag) > ®Ky en Ky, sera:

R° =G @ < f(a1), f(az) > & G

Calculemos entonces: f(a;) = (-1,—-1,2,1,0) , f(a2) = (0,0,—2,0,0) y un vector ag de K; linealmente
independiente con los dos anteriores, por ejemplo, ag = (0,0,0,1,0)

Tenemos asi la siguiente situacion:

a ag
fla1) f(a2) a3

Si llamamos n; a la dimensién de K; y ponemos d; = n; — n;_1, observamos que d; nos indica el nimero
de vectores que hay en cada fila de la "torre”. Asi, se tiene:
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TLo:O ’/l1:3 n2:5
di =3 dy=2

Hay dos filas: la primera con dos vectores y la segunda con tres.
Los anteriores vectores forman una base de IR®, que pondremos en el siguiente orden:

{a1, f(a1), a2, f(az),as}

La matriz de f respecto de esta base es, entonces,

0 110 0]0
0 00 0]O0
0 0j]0 1|0
0 00 0|0
0 0/0 0]0

que es la forma candnica de Jordan de la matriz nilpotente A.

Ejemplo 6.6.3.— Sea f un endomorfismo de R?, cuya matriz, respecto de la base canodnica, es:

-1 1 0 O
-1 0 1 0
A= -1 0 10
-1 0 1 0
La matriz de f? es:
0 -1 1 0
0 -1 1 0
0 -1 1 0
0 -1 1 0
y la de f3:
0 0 0 0
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O

por lo que la matriz A es nilpotente de orden 3, su tnico autovalor es A = 0 y su ecuacién caracteristica
4
es A* = 0.

Con la notacién anterior se tendra:
{0}:K0CK1CK2§K3:R4

Calculemos los niicleos de f y f2:
Empezamos por calcular K; = ker(f), cuyas ecuaciones implicitas son:

ry = 0
Tot+ax3+x4 = 0

y una base es: {(0,—1,1,0),(0,-1,0,1)}.
Calculamos ahora Ky = ker(f?), cuyas ecuaciones implicitas son: z; + x5 + x3 + 24 = 0 y una base sera:

{(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1)}

Ampliamos esta base a una base de K3 = IR*, afiadiendo, por ejemplo, el vector a; = (1,0,0,0) y
obtenemos:
R' = K> ® G3

y se tiene, como antes:
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1. f(a;) = (—1,1,0,0) € Ko, porque al aplicarle f2 sale 0.
2. aj, f(a;) son linealmente independientes, por estar en dos sumandos diferentes de la suma directa.

3. < f(a1) > NK; = {0}, porque si f(a;) € Ki, serfa f2(a;) = 0 y entonces a; € K» y eso implica
que el vector sea 0, por la suma directa.

Tendriamos ahora que obtener una variedad complementaria, Ga, de < f(a;) > ®K; en K», pero la
dimensién de K; es 2 y la de K> es 3, luego no hay ampliacién posible, es decir,
<fla) >6K, =K, = R'=<f(a)>®K & <a >
Entonces consideramos f(f(a1)) = f%(a1) = (0,—1,1,0), que estd en K; y que anadiéndole otro vector
cualquiera, por ejemplo az = (0,—1,0,1) de K7, independiente con él, obtenemos una base de Kj.
Entonces se tiene:
R' =< f(a1) > ® < f*(a1),a2 > ® < a; >

y la situacion es la siguiente:

f(al)

f2(al) az

Con las notaciones de antes se tiene:

TLO:O n1:2 TL2:3 TL3:4
di=2 do=1 d3=1

Hay tres filas: la primera con un vector, la segunda con un vector y la tercera con dos.
Estos vectores forman una base de IR* que pondremos en el siguiente orden:

{a1, f(a1), f*(a1), a2}

La matriz de f respecto de esta base es, entonces,

oo O O
OO O =
oo = O
oo O O

Ejemplo 6.6.4.— Forma canénica de Jordan para endomorfismos con un solo autovalor.
Sea f un endomorfismo de IR?, cuya matriz, respecto de la base canénica, es:

1

A=

0
1
3
1

= =
S o N
N O OO

Su polinomio caracteristico es P(A) = (A — 2)* y, como tiene el tnico autovalor A = 2, la matriz A — 21
serd nilpotente ya que (A —2I)* =0. !

1100
1010

A=2r=1 1 51 9
101 0

0 -1 1 0

, o -1 10
(A-2I) = 0 -1 1 0
0 -1 1 0

1Esto no quiere decir que la matriz sea nilpotente de orden 4, porque puede haber un exponente menor que la haga cero
(en este caso es nilpotente de orden 3).
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0 0 0 O
Con3_| 0 0 0 0
(A-20)" = 0 00O
0 0 0O
Consideramos ahora el endomorfismo cuya matriz es A — 21 (este endomorfismo es g = f — 2idy) y
hagamos como en los ejemplos anteriores:
K; = ker(g)
X1 =0
To + I3 +x4 = 0

y una base es: {(0,—1,1,0),(0,—1,0,1)}.
Ky = ker(fz), sus ecuaciones implicitas son: x1 + x2 + x3 + x4 = 0 y una base sera:

{(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1)}

Como antes se tendra:
{0} =K, C K; C K, ¢ K3 =TR*

La situacién es la siguiente:
n():O n1=2 n2:3 n3:4
di=2 do=1 d3=1

Hay por tanto tres filas: la primera con un vector, la segunda con un vector y la tercera con dos vectores.
Ampliamos la base de K a una base de K3 = IR*, afiadiendo, por ejemplo, el vector a; = (1,0,0,0).
Calculamos g(a;) = (—1,1,0,0) y ya tenemos la segunda fila.

Entonces si le afiadimos a g(g(a;)) = g%(a;) = (0,—1,1,0), que estd en Ki, otro vector cualquiera, por
ejemplo az = (0,—1,0,1) de K7, independiente con él, obtenemos una base de Kj.

La situacién es la siguiente:

aj
g(ar)
g*(a1) ay

que forman una base de IR? y que pondremos en el siguiente orden:
{a1,g(a1),¢°(a1), a2}

La matriz de g = f — 2idy respecto de esta base es, entonces,

Ahora bien, como es

C=PA-2IpP!

sera

P7lCP=A-2I
PlcP+2I=A
PlcP+P2IP=A
PYC+2)P=A
C +2I = PAP™!

Asf pues la forma candnica de Jordan del endomorfismo f (matriz A) resulta ser:

J=C+2]=

OO O N
OO N =
NN = O
DO OO




8 TEMA 6. FORMAS CANONICAS

Ejemplo 6.6.5.— Forma canédnica de Jordan para endomorfismos con mas de un autovalor.
Sea f un endomorfismo de IR?, cuya matriz, respecto de la base canénica, es:

1 2 2
A= 0 21
-1 2 2

Su polinomio caracteristico es P(\) = (A — 1)(A — 2)2.

Para el autovalor A = 1 se tiene la matriz
0 2 2
A—1T= 0 1 1
-1 2 1
La dimensién de V; (nidcleo del endomorfismo f —idy ) es 1: Ecuaciones implicitas {z = 0;2x+y =0} y
una base es {(1,—2,0)} (dimensién = multiplicidad).
Para el autovalor A = 2 se tiene la matriz

2
A—-2I= 0 0
-1 2

[anl ol V]

La dimensién de V4 (nicleo del endomorfismo f —2idy ) es 1: Ecuaciones implicitas {z+2z = 0; 2x+y = 0}
y una base es {(1,—2,—1)} (dimensién < multiplicidad). La matriz no es diagonalizable. Tratamos
entonces de hallar su forma canénica de Jordan. Para ello calculamos (A — 21)%:

-1 2 0
(A-20?=| -1 2 0

1 -2 0
El nicleo de g% = (f — 2idy)? es {x +y — z = 0} y una base: {(1,0,1),(0,1,1)}
Si calculamos (A4 — 21)3 resulta:

-1 2 0
1 -2 0

o sea, lo mismo, por lo tanto:
{0} =Ky CK CKy=Kz=---

y se tiene:
TLOZO ’fl1:1 712:2 TL3=2
di=1 do=1 d3=0
Hay, pues, dos filas con un vector en cada una de ellas. En primer lugar se amplia la base de K; a Ks
con el vector a; = (1,0,1) que forma la primera fila de la ”torre”. La segunda fila estara formada por
g(al) =(-2,4,2).
”Pegando” ahora las bases obtenidas se obtiene la base de IR®:

{(13 7270)7 (1; 07 1)7 (72747 2)}

y la forma de Jordan es:

<

I
oo~
oo
RO = O



