ALGEBRA II: Temas 4-5. DIPLOMATURA DE ESTADISTICA 1

Temas 4 y 5:
El espacio afin. Variedades lineales.
Paralelismo.

1 Introduccion.

La Geometria afin sobre R tiene como objetos basicos los siguientes: un conjunto no vacio X, cuyos elementos seran
llamados puntos, que notaremos por letras maytusculas P, Q, R, etc, y un espacio vectorial V' de dimensién finita sobre
R, cuyos elementos serdan llamados vectores o flechas, y que notaremos por letras mintsculas negritas, u, v, w, etc.
Hay, ademads, una aplicacién de X x V — X, que corresponde a la idea intuitiva de mover un punto P a un punto Q
mediante un vector u con origen en P y extremo en (). Formalicemos el concepto de espacio afin.

Definicién. 1.1 Un espacio afin es una terna (X,V,4+) formado por un conjunto no vacio X, un espacio vectorial
V' de dimension finita, n, sobre R, y una aplicacion

+:XxV — X
(Pbu) — P+4+u’

que verifica las condiciones siguientes:

1. Para cada P € X, la aplicacion
+Hp: V. — X
u — P+u

es biyectiva.

2. Para cada P € X, y para cada u,v € V, se verifica:

(P+u)+v=P+ (u+v).

Nota. 1.2 La propiedad 1) de la definicién anterior implica, en primer lugar, que
P+u=P+v=—u=v.

En segundo lugar, fijado P € X, para todo @@ € X, existe un unico vector u € V tal que P +u = . Se escribird
—
u = PQ, y se dird que es el vector de origen P y extremo Q. Si, en la propiedad 2), se escribe Q = P+u, R = Q+,
esta propiedad se relee asi:
—_— — —_—
PR = PQ + QR.
Finalmente, de esta tltima ecuacion se deduce que

—

— —
PP =PP+ PP =

3
l

—_— — —_— — —
PG+ QP =PP=0= PQ=-QP.

Ejemplo. 1.3 FEl ejemplo fundamental de espacio afin es el espacio afin numérico, dado por X =V =R", y la
aplicacion + que es la suma de vectores de R™. Es trivial comprobar que se satisfacen las condiciones de la definicion
1.1.

— —

Teorema. 1.4 TEOREMA DE THALES PARALELO: Sean P,Q,R,S € X cualesquiera. Se verifica que PQ) = SR si y
— —

solo si PS = QR. Este teorema es también conocido por el nombre de teorema de las partes de paralelas comprendidas

entre paralelas.
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Figure 1: Teorema de Thales paralelo

2 Variedades lineales afines.

Definicién. 2.1 Un subconjunto L de X se llamard una variedad lineal afin si, o bien L = 0, o bien existe un punto
P € L y un subespacio vectorial W de V tales que

L=P4+W={P+u|lueW}
Proposicion. 2.2 Sea L = P 4+ W, se verifica: Si R € L, entonces L = R+ W.

Proposicién. 2.3 Sea L = P+ W. Si W/ C V es una variedad lineal y L = P + W', entonces W = W',

Lo anterior prueba que el subespacio W depende sélo de L, y se denotard, en lo sucesivo, por D(L), llamandosele
variedad de direccion de L. Se llamard dimension de una variedad lineal afin a la de su variedad de direccién. Se
convendrd que la dimensién del conjunto vacio es —1. Notese que los puntos son las variedades lineales afines de
dimensioén cero, y el espacio entero X es la tinica variedad lineal afin de dimensién méxima n. Se utilizardn los nombres
clésicos de rectas para las variedades lineales afines de dimensién 1, planos para las de dimensién 2 e hiperplanos
para las de dimensién n — 1.

Ejemplo. 2.4 ECUACIONES DE UNA VARIEDAD LINEAL AFIN EN R™. En el espacio vectorial V = R" se recuerda que
los subespacios vectoriales vienen dados, en particular, por unas ecuaciones implicitas. Dicho de otra manera, un
subespacio vectorial es el conjunto de soluciones en R™ de un sistema de r ecuaciones homogéneas con n incégnitas,
para cualquier entero r no negativo. Vamos a ver cémo las variedades lineales afines son, también, conjuntos de
soluciones de sistemas de ecuaciones lineales.

Sea L # () una variedad lineal afin en el espacio afin numérico X =V =R", P = (a1,...,a,) € L, y supongamos
que D(L) es el subespacio vectorial de ecuaciones

a1yr + ... + ayn = 0

ar1yr  + ... +  arnYn = 0.
. . == . 7 .
Entonces, un punto Q = (z1,...,zs) € L siy sélo si PQ € D(L), o sea, si y sélo si

a11(m1 —al) + + aln(mn _an) = 0

ar1($1 - al) + ... + arn(xn - an) = 0,
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o bien
anzr + ... + apTn = b

ar121 + e +  arnZn = bra
donde

n
b = E aijaj,izl,...,r
j=1

Por tanto, los puntos de L son las soluciones de un sistema compatible de r ecuaciones con n incégnitas, que se
llaman ecuaciones implicitas de L. Obsérvese que las ecuaciones implicitas de L se obtienen a partir de las de
D(L) modificando los términos independientes nulos por los b; en la forma arriba indicada. Reciprocamente, las
ecuaciones implicitas de D(L) se obtienen de las de L haciendo cero los términos independientes. Esto prueba que,
reciprocamente, todo conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales es una variedad lineal afin. El
conjunto vacio no es una excepcion, pues es el conjunto de soluciones de un sistema incompatible.

Nota. 2.5 Las ecuaciones paramétricas de una variedad lineal afin L no vacia tienen tratamiento andlogo a las de
D(L): si
Y1 = e A+ ...+ Ascst

Yn = ACin + ... +  AsCsn

son las ecuaciones paramétricas de D(L), entonces las de L son

r1 = a1 + Mecun + ...+ Asca

Tn = an + AcCin + ... +  AsCsn.

Aprovechando los resultados del algebra lineal, se ve que un hiperplano afin posee una unica ecuacién implicita
independiente, mientras que una recta posee unas ecuaciones paramétricas con un solo parametro. En general, una
variedad lineal afin de dimensién s, 0 < s < n tiene n — s ecuaciones implicitas independientes, y unas ecuaciones
paramétricas con s parametros.

Al conjunto de las variedades lineales afines de X lo denotaremos por R(X). Las operaciones de suma e inter-
seccién de subespacios vectoriales pueden trasladarse a las variedades lineales afines pero la situacién es muy distinta:
mientras que el vector cero es comuin a todos los subespacios vectoriales, no hay ningin punto comun a todas las
variedades lineales afines .

Proposicién. 2.6 Sea {L;}icr una familia de variedades lineales afines; se verifica que NierL; es una variedad lineal
afin y, si esta interseccion es no vacia, entonces

D((\ L) = () D(Ls).

iel i€l

Definicién. 2.7 Dado un subconjunto E C X, llamaremos variedad lineal afin engendrada por E, y la denotaremos
por L(E), a la menor variedad lineal afin (para el orden de la inclusién) que contiene a E. Dicho de otro modo, L(E)
es la interseccion de todas las variedades lineales afines que contienen a E. La variedad de direccion de L(E) tiene
una expresion muy simple, a saber:

Proposicion. 2.8 Si E C X es un subconjunto no vacio, P € E cualquiera, entonces
—
D(L(E)) =<{PQeV |QeE}>

donde la notacion del seqgundo miembro quiere decir minimo subespacio vectorial de V que contiene al conjunto
descrito.
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Definicién. 2.9 Sean L1, Lo € R(X); llamaremos suma de L1 y L2, que escribiremos L1 + L2, a la variedad lineal
afin L1 4+ Lo = L(L1 U Lg). En otras palabras, L1 + L2 es la minima variedad lineal afin que contiene a L1 y a Lo.

De forma andloga a 2.6 se tiene la

Proposicién. 2.10 Sean L1, L2 € R(X) no vacias. Se verifica que
R
D(L1 + Lg) = D(Ll) + D(L2)+ <POQ0 >,
donde Py € L1,Qo € Lo son arbitrarios. En particular, si L1 N La # 0, tomando Py = Qo € L1 N Lo se obtiene que

D(Ly + L2) = D(L1) + D(Ls).

Proposicién. 2.11 Con las operaciones suma e interseccion, el conjunto R(X) de las variedades lineales afines del
espacio afin tiene las propiedades siguientes:

1. Asociativas: Para L1, La, L3 € R(X), se verifica que

(a) (L1 + L2) + L3 = L1 + (L2 + L3)
(b) (LiNL2)N Ly = Ly N (L2 N Ls)

2. Idempotentes: Para toda L € R(X) se verifica que:

(a) L+ L=1L
(b) LNL=L

3. Conmutativas: Para todas L1, L2 € R(X), es

(a) L1+ Lo = Lo+ Ly
(b) LiNLy=LaNLy

4. Leyes de simplificacion: Si L1,Ls € R(X), es

(a) L1 +(L1 ﬂLg) = L1
(b) Lin (L1 + L2) =Ly

Para completar esta seccion estudiamos el paralelismo entre variedades lineales afines .

Definicién. 2.12 Dos variedades lineales afines L1, L2 mo vacias se llaman paralelas si existe una relacion de in-
clusion entre sus variedades de direccion, i.e. si D(L1) C D(L2) 6 D(L1) D D(L2). Se escribird L1 || L2 en este
caso.

El teorema de la dimensién de las variedades lineales afines es mucho més complejo que el correspondiente
vectorial, debido, en parte, al paralelismo.

Teorema. 2.13 Sean L1, Ly € R(X); se verifica:

1. Si L1 N Ly # 0, entonces
dim(L1 + Lz) =+ dim(L1 N L2) =dim L1 + dim L.

2. Si LiN Ly =0, entonces
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Nota. 2.14 Si L1 || L2 y no son disjuntas, hay una relacion de inclusidn entre ellas, y el punto primero del teorema
anterior es, entonces, una trivialidad.

Si L1 || L2 y son disjuntas, el ‘término corrector’ del punto 2 del teorema (es decir, el tercer sumando del sequndo
miembro) no es nulo, salvo el caso trivial en que una de las dos sea un punto. Asi, la férmula de la dimension
(entendida ésta como la del punto 1), no se verifica.

Si LiN Ly =0y D(L1) N D(L2) = {0}, se verifica la férmula de la dimensidn (i.e. el término corrector es cero),
y se dice que L1, Ly se cruzan.

Nota. 2.15 Se pueden utilizar los resultados anteriores para hallar posiciones relativas de variedades lineales afines
. Estudiamos unos cuantos casos a continuacion.

Sean H un hiperplano y L una variedad lineal afin no vacia de dimension s en un espacio afin de dimension n
(s <n). Si HNL = 0, la segunda féormula de 2.18 nos dice que n —1 = n — 1+ s — dim[D(H) N D(L)], luego
esta dimension vale s, y ast H || L. Si H no contiene a L y HN L # 0, la primera férmula de 2.13 nos dice que
n+dim(HNL)=n—1+s, luego dim(HNL)=s—1. Asi, H y L o bien son paralelos y disjuntos, o bien L C H,
o bien se cortan en una variedad de dimension s — 1.

Sean L1, Lo dos rectas distintas. St L1 N Ly # 0, esta interseccion es un punto (las rectas se dicen secantes) y,
por la primera férmula de 2.13, dim(L1 + L2) = 2, luego ambas rectas son coplanarias (estdn en un mismo plano). Si
LiN Ly =0 y no son paralelas, es D(L1) N D(L2) = {0}, la sequnda férmula de 2.13 nos dice que dim(L1 4+ L2) = 3
y ambas rectas se cruzan. Asi, dos rectas, o coinciden, o son secantes, o son paralelas disjuntas, o se cruzan (en este
caso la minima variedad lineal afin que contiene a ambas tiene dimension 3).

Para que dos variedades lineales afines de un espacio de dimension n se crucen tienen que sumar sus dimensiones
a lo sumo n — 1.

3 Dependencia lineal afin.
En toda esta seccién fijaremos un espacio afin (X, V, +) de dimensién n sobre R.

Definicién. 3.1 Sea E C X un subconjunto no vacio. Se dird que un punto P € X depende afinmente de E si
P € L(E). Se dird que E es afinmente dependiente si existe un punto P € E tal que P depende afinmente de
E\ {P}. En este caso, se dird también que los puntos de E son afinmente dependientes. En caso contrario diremos
que E es afinmente independiente , o que sus puntos son afinmente independientes.

En los resultados que vienen a continuacion, se expresard la dependencia lineal afin en términos vectoriales, lo
que permitird un tratamiento analitico de ella.

Un resultado crucial es el siguiente
Teorema. 3.2 Sea E = {Py, P1,..., Py} un conjunto de puntos distintos; las condiciones siguientes son equivalentes:

1. E es afinmente dependiente.

2. FExiste un indice i, 0 < i < m tal que
— e —_— P
{Pipo,...,PiPi_l,PiPi+1,...,PiPm}

es un conjunto de vectores linealmente dependientes.

8. Para todoi=0,1,...,m, los vectores
—_— — — —_—
{PiPo,...,PiP;_1,PiPi;1,...,PiPy}

son linealmente dependientes.
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Ejemplo. 3.3 En el espacio afin numérico R"™ se consideran el conjunto E = {Po, P1,..., Pn} con Pi = (a1, ..., Qin) , 1 =
0,1,...,m y el punto P = (b1,...,bn). Por el teorema anterior E es afinmente dependiente si y sdlo si
@11 —@o1 ... Qln — A0n
rango <m,
am1 — Qo1 e Amn — A0n

o sea, siy solo si

1 aol e aon
1 ail e A1n

rango i i X <m+1
1 am1i ... Gmn

4 Sistema de Referencia. Coordenadas de un punto.

Nota. 4.1 Sea E = {Py, P1,...,Pn} y L = L(E). Fijemos un indice ¢, 0 < ¢ < m, digamos ¢ = 0 y, de entre los
generadores
— —
{PoP1,...,PoPn}
de D(L), elijamos una base, digamos
— —
(PoP1,..., PoP,}.

Entonces, poniendo E' = {Py, Pi, ..., P.}, tenemos que E’ es un conjunto afinmente independiente y, como
D(L(E)) =<{PoP1,...,PoPp}>=<{BoP1,..., BoP,} >= D(L(E")),

comprobamos que cualquier variedad lineal afin puede ser generada por puntos afinmente independientes.

Cuando una variedad lineal afin L estd generada por puntos afinmente independientes, el nimero de éstos es
constante, igual a 1 + dim(L).

Definicién. 4.2 Sea L una variedad lineal afin de dimensidn s; una (s + 1)-upla de L*T' formada por puntos
afinmente independientes se llamard un sistema de referencia afin en L. Un sistema de referencia afin simplemente,
significard un sistema de referencia afin en el espacio. El primer punto de un sistema de referencia afin serd llamado
el origen del sistema.

Nota. 4.3 Incidentalmente, un sistema de referencia afin (digamos en el espacio) serd denotado en la forma
R ={FPo, Pi,...,P.},

pero deberd tenerse muy en cuenta que se trata de una (n + 1)-upla ordenada.

Si L1 C Lo son dos variedades lineales afines, todo sistema de referencia afin en L1 se puede ampliar hasta uno
de La. En efecto, tomando un sistema de referencia afin

R ={Py,Pi,..., P}
——— ———
en L1, se tiene que {PoPy,..., PoPs} es una base de D(L1), que se puede ampliar a una base
—_— —_— —_—
{PyPi,...,PyPs, PoPsi1,...,PoPr}

de D(L2), y ast {Po7 P, PT} es un sistema de referencia afin en Lo.

Fijado un sistema de referencia afin, digamos en el espacio,
R ={FPo,Pi,...,P.},

se pueden asignar coordenadas cartesianas a los puntos de X , y ecuaciones (paramétricas e implicitas) a las variedades

lineales afines de X, de modo similar a como se hace en algebra lineal al asignar coordenadas a un vector, una vez

fijada una base. En este caso, la asignacion se hace de la forma siguiente: a cada punto P € X se le asocian las
— —_— —

coordenadas del vector PoP en la base B = {PyP,..., PoP,}.
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Usualmente se escribird
P=(z1,...,%n)

para las coordenadas cartesianas de un punto genérico de X. Si

P=(z1,...,2n), Q= (y1,---,Yn),

— e — —
es PQ = PoQ — PoP = (y1 — 21)PoP1 + ... (yn — Tn) Po Py

Se establece asi una aplicacion biyectiva
Fr: X —R"

que a cada punto asigna sus coordenadas cartesianas, y que es la composicion de ((+)P0)71 con la biyeccion de V
sobre R™ que asocia coordenadas respecto de B a cada vector de V. Es muy fdcil ver que Fr conserva la dependencia
lineal afin, y que lleva variedades lineales afines de X en variedades lineales afines de R™. Asi, las distintas formas
de ecuaciones de variedades lineales afines de R™ (véase 2.4) pueden ser interpretadas como ecuaciones de variedades
lineales afines de X, respecto de un sistema de referencia.

El tratamiento de coordenadas cartesianas y ecuaciones de variedades lineales afines dentro de una variedad lineal
afin de X es andlogo.

Sean
R={Py,Pi,...,P.}, R ={P},Pi,...,P.}
dos sistemas de referencia afines donde P} = (a1, ..., ain), coordenadas respecto de R. Sea P € X, P = (z1,...,%n),
coordenadas respecto de R y P = (z4,...,zy,), coordenadas respecto de R'. Se tiene
PyP = P\Py+ PyP = —PyPy+ PyP =
—_— —_— P —_—
(—ao1PoPr — -+ —aonPoPp) + (1 PoPL + - - + zn PoPp) =
—_— —_—
(x1 —ao1)PoPL+ -+ (xn — aon)Po P =
, — —
z1[(a11 — ao1)PoP1 + -+ 4 (a1n — aon)PoPn] + . ..
, —_— —_—
Zpl(anr — a01)PoPr + -+ - + (ann — aon)PoPp] =
’ 1D D
[(a11 — ao1)xy + -+ + (an1 — ao1)xn | PoPL + ...
—_
[(aln - aOn)mll + -+ (ann - aOn)x;fL]POP’rm
luego
1
T
Tn
1 0 0 1
aor Qai1 —aor ... Qnl — Aol '
aon A1n — A0On .. Ann — A0n l’{n

Por abuso de lenguaje, se dird a veces que un sistema de referencia consta de un origen, Py, y una n-upla de
vectores linealmente independientes (ui,...,un). En este caso, se pondrd P; = Py + u;, y todo funcionard como se
acaba de indicar.



