ALGEBRA II: Temas 6-7. DIPLOMATURA DE ESTADISTICA 1

Temas 6 y 7:
El espacio euclideo.
Problemas métricos del espacio euclideo.

1 Introduccion.

Definicién. 1.1 Un espacio euclideo es un espacio afin (X,V,+) sobre R en el que V' estd dotado del producto escalar.

Un sistema de referencia métrico (u ortonormal) en (X, V,+) es un sistema de referencia afin R = (Ao, A1, ..., An)
tal que B = (ApAx,...,AoAr) es una base ortonormal de V.

Definicién. 1.2 En un espacio euclideo se define la distancia entre puntos, en la forma siguiente:

—
d(P,Q) = |PQ|.
Esta distancia verifica las propiedades usuales de una métrica, a saber:

Proposicién. 1.3 1. d(P,Q) > 0.
2. d(P,Q) =d(Q,P).
3. d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R), con igualdad si y sélo si Q@ € PR. En particular, lo anterior es una desigualdad
para cualquier permutacion de P,Q, R si y sdlo si estos tres puntos no estdn alineados.
La demostracién de estas propiedades es inmediata a partir de las propiedades del producto escalar.

En un espacio euclideo se verifica una relacién muy sencilla, llamada el teorema de Pitdgoras, que dice asi:

—_— —
Teorema. 1.4 Si A, B,C son tres puntos no alineados tales que AB, AC' son ortogonales, entonces

d(B,0)* = d(A, B)> + d(A,C)%.

Hiperplano mediador de un segmento.- Si P,Q € X son dos puntos distintos, el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de P y Q es el hiperplano L = M+ < P_Q) >1. donde M es el punto medio de PQ. A L se le
llama el hiperplano mediador del segmento PQ. En el caso particular en que dim X = 2 se hablard de la mediatriz
del segmento PQ. En efecto, se tiene, para R € X,

d(R,P) = d(R,Q) & |RP|* = |RQ|* & (MP — MR)* = (MQ — MR)* &

—_— — —_— — —_— — —_— — —_— —
s MP-MR=MQ -MR< MP-MR=-MP-MR< MP-MR=0.
que es la ecuacion del hiperplano que pasa por M y es perpendicular a M—>P

— — — — I
Obsérvese que |MP| = |[MQ|y que MQ = —MP, por ser M el punto medio de PQ.

2 Distancia de un punto a una variedad.

Definicién. 2.1 Sea P € X un punto, L una variedad lineal afin no vacia. Se llamard distancia de P a L, y se
notard d(P,L) a

d(P,L) =inf{d(P,Q) | Q € L}.
Es claro que, si P € L, d(P,L) = 0.



ALGEBRA II: Temas 6-7. DIPLOMATURA DE ESTADISTICA 2

En el siguiente resultado se comprueba que este infimo se alcanza, efectivamente, en un punto de L.

Proposicién. 2.2 Sean P € X un punto y L una variedad lineal afin no vacia. Sea L' = P+ D(L)*. Se verifica:

1. LN L' es un punto de X.
2. d(P,Q) = d(P,L).

Ejemplo.DISTANCIA DE UN PUNTO A UN HIPERPLANO.- Sea H un hiperplano de ecuacién ap+a1x1+- - -+anxn, =0
y sea P = (p1,p2,...,pn). Entonces
_ao +aip1 + - + anpn]

d(P,H) =
( ) 1/a%+...+a%

En efecto: si P € H es claro. Supongamos que P ¢ H. La ecuacién de H se puede escribir

ap + aix1 + - +ahz, =0dondeu=(a},...,a,) , |u=1 , ueDH)"

. — n — —
Sabemos que d(P, H) = d(P,Q), siendo Q € H y PQ € D(H)~. Entonces, PQ = Auy d(P,H) =d(P,Q) = |PQ| =
[Al. Como Q@ = P+ Au € H serd

ap +ai(pr+Aay) + -+ an(pn+Aan) =0 = ag+aipi+---+anp,+A=0

de donde,
lao + a1p1 + - - - + anpn|

A=—(ap+adipr+ - +anpn) = d(PH)=|\= >
a1+..‘+a%

3 Distancia entre variedades. Perpendicular comun.

De manera analoga a lo anterior se define la distancia entre dos variedades lineales afines no vacias, aunque no existen
dos puntos tinicos (uno en cada una) que minimicen esa distancia (piénsese en dos variedades paralelas, por ejemplo).
También existe una variedad lineal afin perpendicular comin a dos disjuntas. Veamos primero unas definiciones.

Definicién. 3.1 Dos variedades lineales afines L, L' de X se dicen perpendiculares si D(L) C D(L')* o D(L) D
D(L')*. Este hecho se representa escribiendo L 1 L’.

Definicién. 3.2 Sean L1, Lo dos variedades lineales afines no vacias de X. Se llama distancia de L1 a L2, y se nota
d(Ll, LQ), a
d(Ll,LQ) = lnf{d(Pl,Pg) | Prel, P e L2}

Evidentemente, si L1 N Ly # 0 entonces d(L1, L2) = 0. Estudiemos el otro caso.

Proposicién. 3.3 Sean L1, L2 variedades lineales afines no vacias y disjuntas. Eziste una variedad lineal afin L
verificando las siguientes propiedades:

dimL > 1.

LN L; es un punto P;, para i =1,2.

L1 L; parai=1,2.

Toda otra L' que verifique las anteriores condiciones es tal que D(L") C D(L) vy, por tanto, dim L' < dim L.
d(L1,L2) = d(Py, P2).

A esta variedad L se le llama una perpendicular comin a L1 y Lo.

SRS

6. L es unica sty solo si L y La se cruzan.

4 Angulos entre variedades.

Lema. 4.1 Seanu’ € L(u) , v € L(v), u',v'#0. Se verifica

[u"ev'| |uev|
- v ful- v
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Definicién. 4.2 ANGULO ENTRE DOS RECTAS. Sean r y s dos rectas y sean u € D(r),v € D(s). Se define el dngulo
que forman r y s como el inico dngulo a,0 < a < 7, tal que

cos(a) = e v]

RN

El lema anterior nos asegura que el dngulo de dos rectas estd bien definido, puesto que no depende de los vectores
que se tomen en sus respectivas direcciones.

Definicién. 4.3 ANGULO ENTRE RECTA E HIPERPLANO. Sea r una recta, u € D(r), H un hiperplano y a € D(H)™*.

Sia=(ai,...,an), la ecuacion de H serd: ap + a1x1 + -+ + anxn = 0. Se define el dngulo entre r y H como
(r,H) = g —a, siendo a el tnico dngulo, 0 < o < T, tal que cos(a) = |\u|o|a\|
ul-|a

Definicién. 4.4 ANGULO ENTRE DOS HIPERPLANOS. Sean Hi y Hz dos hiperplanos de ecuaciones respectivas

Hy: ao+aixi+---+apnz, =0, a:(al,...7an)€D(H1)J‘
Hy: bo+bixy+--+buxn =0, b= (b1,...,b,) € D(Ha)"

Se define el dngulo entre Hi y Ha como

__ |aeb|
|af - bl

(Hy,H2) = o, siendo « el inico dngulo, 0 < o < 7, tal que cos(a)

Nota. 4.5 En el caso n = 2 las tres definiciones anteriores responden a la misma situacion puesto que en el plano
los hiperplanos son las rectas. Veamos, entonces, que las tres definiciones coinciden en este caso.

Sear:ap+arxi +azx2 =0 y s:bo+ bix1 + baxe = 0.

Observamos que a = (a1,a2), b= (b1,b2), u=(az,—a1), v = (b2,—b1) verifican:

D(r)=<u> D(r)'=<a> uea=0
D(s)=<v> D(s)" =<b> veb=0

Para probar que las tres definiciones coinciden tendremos que ver que

uev| (ueb)2  |aeb]

1— =
luf?-[b|> " la| - [b]

laf - v

En efecto.

uev =ashy +a1bp =aeb
[uf? = a2 + a3 = [af?
[V = B+ 0 = [b?
Por otra parte, ueb = a2b1 — a1b2 y
(azbl — a1b2)2 (a% + a%)(b% + b%) — (a2b1 — a1b2)2 (a1b1 + a2b2)2 (a ° b)2

1-— = = =
lul?[b[? |af?[b[? |a[?[bl? |af?[b[?

con lo que queda demostrada la coincidencia.



