Tema 9.- Grupos. Subgrupos. Teorema de La-
grange. Operaciones.

9.1 Primeras definiciones

DEFINICION 9.1.1.— Una operacién binaria en un conjunto A es una aplicacién
a:Ax A— A

En un lenguaje méas coloquial, una operaciéon binaria en A es una regla que
asocia a cada par ordenado (a,b) de elementos de A otro elemento de A, a(a,b).

Normalmente, si @ : A x A — A es una operacién binaria, es costumbre

. ’ ’ not. .
elegir algtin sfmbolo * para notar a(a,b) = axb. En el caso en que necesitemos

considerar simultdneamente varias operaciones binarias, nos veremos obligados
a elegir un simbolo distinto para cada una de ellas.
A veces, y con dnimo de simplificar la escritura, no es necesario elegir ningin

sfmbolo (o si se quiere, elegimos el simbolo “vacio”) y escribiremos una simple
not. b

yuxtaposicién a(a,b) =" a

9.1.2.— Tabla de una operacién: Para estudiar un conjunto A con “pocos”
elementos dotado de una operacién binaria x, podemos trabajar con la tabla de
la operacion. Esta tabla es un cuadro de doble entrada en el que se colocan los
elementos de A en la linea horizontal de arriba y vertical de la izquierda. En
cada casilla libre correspondiente al par ordenado (a,b) € A x A se coloca el
elemento a xb. Por ejemplo, si A = {a,b} y la operacién viene determinada por
axa=a,axb=>bbxa=">b,bxb=a, la tabla sera:

(*x]lafb]

b
a

a |l a
bl b

EJEMPLO 9.1.3.—

1. Si ag es un elemnto fijo de A, la aplicacién (a,b) € A x A — ag es una
operacién binaria (constante).

2. La suma y el producto usuales son operaciones binarias en el conjunto
de los nimeros naturales N, de los nimeros enteros 7Z, de los niimeros
racionales Q, de los nimeros reales R o de los nimeros complejos C.

3. La suma es una operacién binaria en el conjunto de los vectores R o de
las matrices m x n de ntimeros reales o complejos.

4. Cualquier funcién de dos variables reales f : R Xx R — R define una
operacion binaria en R.

5. Dado un natural n > 1 consideremos el conjunto Z, = {0,1,...,n—1} y
en €l la operacion binaria cuya tabla es:



| T 0 [ 1 [2]. [n-2[n_1]
0 0 1 2 n—2|n-—1
1 1 2 3 n—1 0
2 2 3 4 0 1
n—-2|n—-2|{n—-1]0|... | n=3|n—2
n—11| n-1 0 1] ... n—3|n—2

(Para n = 12, la tabla anterior indica la “aritmética del reloj”).

6. Dado un conjunto B, notemos A al conjunto de las aplicaciones de B en
s{ mismo. La composicién de aplicaciones es una operacién binaria en A.

DEFINICION 9.1.4.— Dado un conjunto A y una operacién binaria * en él,
diremos que un subconjunto H C A es estable por la operacién si zxy € H para
cualesquiera x,y € H.

Se deja al lector encontrar subconjuntos estables en cada uno de los ejemplos
anteriores.

DEFINICION 9.1.5.— Dada una operacién binaria (a,b) € A x A axb € A,
diremos que:

1. Es conmutativa si a xb = b* a para todos los elementos a,b € A.
2. Es asociativa si ax (bxc¢) = (a*b) * ¢ para todos los elementos a, b, c € A.

3. El elemento e € A es elemento neutro a la izquierda si e x a = a para todo
a € A.

4. El elemento e € A es elemento neutro a la derecha si ax e = a para todo
a € A.

5. El elemento e € A es elemento neutro si axe = a = e*a para todo a € A.

PROPOSICION 9.1.6.— Si una operacién binaria en un conjunto tiene un ele-
mento neutro a la izquierda y un elemento neutro a la derecha, ambos han de
ser iguales. En particular, si una operacion binaria posee elemento neutro, éste
es Unico.

DEFINICION 9.1.7.— Dado un conjunto A dotado de una operacién binaria *
con elemento neutro e, y dado un elemento =z € A, diremos que un =’ € A es
simétrico a la izquierda de x (resp. simétrico a la derecha) si 2’ * x = e (resp.
xx 2’ = e). Asimismo diremos que 2’ es simétrico de x si lo es a la izquierda y
a la derecha.

PROPOSICION 9.1.8.— En las condiciones de la definicién anterior, se tiene lo
siguiente:

1. z’ es simétrico a la izquierda de x si y sblo si z es simétrico a la derecha
de z'.



2. Si 2’ es simétrico de = e 3y’ es simétrico de y, entonces y’ x ' es simétrico
de z *y.

3. Si la operacién * es asociativa, entonces el simétrico de un elemento, si
existe, es tnico.

Se deja al lector practicar con las nociones de elemento neutro y de elemento
simétrico en los ejemplos anteriores.

DEFINICION 9.1.9.— Un grupo es un par (G, *), donde G es un conjunto y *
una operacion binaria sobre G verificando las siguientes propiedades:

1. La operacién es asociativa.
2. La operacion tiene elemento neutro.
3. Cada elemento de G posee un elemento simétrico.

Si ademads la operaciéon es conmutativa, diremos que el grupo es abeliano o
conmutativo.

En los grupos se tiene la propiedad cancelativa: zxy =xx2z = y = 2.
EJEMPLO 9.1.10.—

1. Z,Q, R, C son grupos con la adicién.

2. Q* =Q— {0}, R* =R — {0}, C* = C — {0} son grupos abelianos con la
multiplicacién.

3. El conjunto S4 de las biyecciones de A en A es un grupo con la composi-
cién. Si A tiene mds de 2 elementos, S4 no es abeliano. Si A = {1,...,n},

t.
se nota S, "= S4.

4. El conjunto de los automorfismos de un espacio vectorial con la composi-
cién es un grupo no abeliano en general.

5. El conjunto de las afinidades de un espacio afin con la composicién es un
grupo no abeliano en general (Grupo afin).

6. El conjunto de los movimientos del plano con la composicién es un grupo
no abeliano.

7. El conjunto de las homografias de un espacio proyectivo con la composicién
es un grupo no abeliano en general.

8. El conjunto de las funciones (continuas, diferenciables, ...) definidas en
un abierto de R™ con valores reales, con la suma “punto a punto”, es un
grupo abeliano.

9. El conjunto de las matrices n X n con elementos en k, k cuerpo, y deter-
minante distinto de cero, GL(n, k), es un grupo (no abeliano si n > 2) con
la multiplicacién de matrices.



NOTACION: normalmente usaremos la “aditiva” para los grupos abelianos y la
“multiplicativa” o yuxtaposicion para los grupos en general. Para cada una de
estas notaciones, el elemento neutro y el simétrico de x seran notados de la
siguiente forma:

elemento neutro | elemento simétrico de =
+ 0 —x (opuesto de x)
1 21 (inverso de x)

9.2 Subgrupos

DEFINICION 9.2.1.— Sea (G, ) un grupo. Un subconjunto H de G se dice que
es un subgrupo de (G, -) si se verifican las siguientes condiciones:

1. H es no vacio.

2. H es estable para la operacién binaria -, i.e. -y € H para todos z,y € H
(ver def. 9.1.4).

3. z7' € H paracada z € H.

Nétese que si H es un subgrupo de (G, -), entonces (H, ) es de nuevo un grupo,
donde hemos notado por el mismo simbolo - la operacién binaria en G y su
restriccién a H. Notese también que, en la definicién de subgrupo, podemos
sustituir la propiedad “H es no vacio” por “1 € H”.

PROPOSICION 9.2.2.— Sea (G, ) un grupo y H C G un subconjunto no vacio.
Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. H es un subgrupo de (G, ).
2. Vae,yeH,z-y ' € H.
De ahora en adelante escribiremos el “grupo G” en lugar de el “grupo (G,-)”,

sobrentendiendo que la operacién binaria la notaremos con el simbolo - o sim-
plemente con la yuxtaposiciéon de elementos de G.

EJjEmPLO 9.2.3.—

1. Para todo grupo G, {1} y G son subgrupos de G y se denominan subgrupos
triviales de G.

2. Subgrupos de (Z,+): Dadon € Z,n > 0seaZn ={k-n: k € Z}. Se
tiene:

(a) Zn es un subgrupo de Z.
(b) Todo subgrupo de Z es de la forma Zn para algtin n > 0.

3. Raices n-ésimas de la unidad dentro de C*.

4. Si C C A, el conjunto {f € S4 | f(a) = a,Va € C} es un subgrupo de S4.



5. Traslaciones dentro del grupo de los movimientos o de las afinidades.
Movimientos que dejan invariante una figura.
Dilataciones dentro del grupo afin.

Homologias de eje y centro dado dentro del grupo de las homografias.

© »® Noe

Algin subgrupo finito de GL.

PROPOSICION 9.2.4.— Sea G un grupo, {H; : i € I} una familia de subgrupos
de G. Entonces [, H; es un subgrupo de G.

DEFINICION 9.2.5.— Dado un subconjunto A de un grupo G, definimos :

(A) = ﬂ{H : H subgrupode Gy AC H}.

PROPOSICION 9.2.6.— Sean G un grupoy A C G. Se tiene lo siguiente:
1. (A) es un subgrupo de G.

2. (A) es el menor subgrupo de G que contiene a A, i.e. si H es un subgrupo
de G que contiene a A, entonces también contiene a (A).

DEFINICION 9.2.7.— Al subgrupo (A) se le llamard subgrupo generado por A.
Se dird que A es un sistema de generadores de (A). Si G = (A), se dird que A
es un sistema de generadores de G.

PROPOSICION 9.2.8.— Sea G un grupo y A un subconjunto de G. Se tiene lo
siguiente:

1. Si A =0 entonces (§) = {1}.
2. Supongamos que A # . Sea A~ = {27! : x € A}. Entonces:
(A) ={z1 22 Tp: cAUA L n> 1},

esto es, (A) es el conjunto de todos los productos finitos de elementos de
AuA~t,

DEFINICION 9.2.9.— Sea G un grupo y H, K subgrupos de G. Definimos:
H-K=(HUK).
PROPOSICION 9.2.10.— Sean H, K C G subgrupos de G. Se tiene:

1. H- K={hy -ky----- hy kn: n>1h; € Hk; € K}.
2. Si G es abeliano, H- K ={h-k: he H, k€ K}.



9.3 Grupos ciclicos. Orden de un elemento de un grupo

DEFINICION 9.3.1.— Dado un grupo G cuya operacién es notada multiplicati-
vamente (resp. aditivamente), definimos la potencia (resp. el maltiplo) de un
elemento a € G como sigue: para cada entero n > 0

n {1 sin=0
a =

am-a sin=m+1
p A — (afl)n
(resp.
_ 0 sin=20
nea - {(m~a)+a sin=m+1 )
(-n)-a = n-(-a)

Nétese que con la definicién anterior, (a™)™ = ™", (a™)(a™) = a™*™.

PROPOSICION 9.3.2.— Sean G un grupo, a € Gy A = {a}. Entonces

not. n
(a) =" ({a}) ={a": nelZ}
y se le denomina subgrupo ciclico de G generado por a.

DEFINICION 9.3.3.— Sea G un grupo. Diremos que G es un grupo ciclico si
existe a € G tal que G = (a).

PROPOSICION 9.3.4.— Si G es un grupo ciclico entonces G es abeliano.
DEFINICION 9.3.5.— Sea G un grupo y a € G. Diremos que:

1. a tiene orden infinito si todas las potencias de a son distintas entre si.

2. a tiene orden finito si existen 0 < n < m tales que a” = a™.

EJEMPLO 9.3.6.—
1. Sea a € Z con a # 0. Entonces a tiene orden infinito.

7

2. El elemento a = ( 0

? > € GL(2,C) tiene orden finito.

PROPOSICION 9.3.7.— Sean G un grupo (con notacién multiplicativa) y a € G.
Consideremos el subgrupo (a).

1. Si a es de orden infinito, entonces

(a) a"=1on=0.
(b) La aplicacién ¢ : Z — (a) dada por ¢(n) = a™ es biyectiva.

(¢) (a) es un grupo infinito.

2. Si a es de orden finito, entonces



(a) Existe n > 0 tal que a™ = 1.

(b) Sea m el menor entero estrictamente positivo tal que ¢™ = 1. En-
tonces los a’,0 < i < m — 1 son distintos entre s{ y (a) = {a® =
1,a,a,...,am 1}

DEFINICION 9.3.8.— Sea G un grupo y a € G de orden finito. El orden de a,
notado o(a), es el menor entero (estrictamente) positivo m tal que a™ = 1.

PROPOSICION 9.3.9.— Sea G un grupo y a € G. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. o(a) =1 a=1.

2. Si a € G tiene orden finito, o(a) = o(a™1).

3. Si a € G tiene orden infinito, a~! tiene orden infinito.
4. Si G es finito, todo elemento de G tiene orden finito.
5

. Sio(a) =ny a™ =1 entonces n|m.

9.4 Teorema de Lagrange

DEFINICION 9.4.1.— Sean G un grupoy H C G un subgrupo. Sobre G definimos
las relaciones ~g y g~ de la manera siguiente: Dados x,y € G,

r~pyer toyeH rg~y e -y e .

PROPOSICION 9.4.2.— En las condiciones de la definicién anterior, las relaciones
~p v g~ son relaciones de equivalencia.

PROPOSICION 9.4.3.— Sea G un grupo y a € G. Notemos
a-H"Z {a-h: heH}, H-a={h-a: he€ H}.
Se tiene:
1. a- H es la clase de equivalencia de a para la relacién ~g.

2. H - a es la clase de equivalencia de a para la relaciéon g~.

DEFINICION 9.4.4.— En las condiciones anteriores, introducimos la siguiente
terminologia:

1. Las clases de equivalencia a - H se llaman clases adjuntas (o laterales) a
izquierda de G mddulo H, y su conjunto, esto es, el conjunto cociente
G/ ~p, se designard por G : H.



2. Las clases de equivalencia H - a se llaman clases adjuntas (o laterales) a
derecha de G mddulo H, y el conjunto cociente G/ g~ se designard por
H:G.

NoTAa 9.4.5.— Si G es un grupo abeliano, entonces las relaciones a derecha e
izquierda coinciden.
EJEMPLO 9.4.6.—

1. Sean€Z,n>0. Setiene Z:Zn=7Zn:Z={0+2Zn,...,(n—1)+Zn},
donde las clases anteriores son distintas entre si.

Sin € Z, n#0, como Zn = Z(—n), podemos suponer que n > 0.

2. Consideremos el subgrupo H C GL(2,C) dado por

H:{(g §>: Azl,—l,i,—i}.

Para todo A € GL(2,C), A- H = H - A. Por tanto, ~g= g~, aln sin ser
GL(2,C) un grupo abeliano.

5 Sen H € GL2,) ol subgru
r={(o V) (0 0) (0 5) (5 V)b

sea = ¢
an={(33) (0 (2 ) )
ma={(20) (50 (2 2 (2 2

Como A.H # H.A, es ~g# pg~.

i ) Se tiene que:

DEFINICION 9.4.7.— Dado un grupo finito G, definimos su orden, que notaremos
|G|, como el cardinal del conjunto G.

TEOREMA 9.4.8.— (Teorema de Lagrange) Sea G un grupo finito, H C G un
subgrupo. Entonces |H| divide a |G|.
PRUEBA: Consideremos la relacién ~g sobre G. Como G es finito, habra sélo

un numero finito de clases de equivalencia distintas. Sean éstas a1.H, ..., a,.H.
Como G es unién disjunta de estas clases, serd

|G| =la1.H|+ -+ |a,.H]|.

Sea H = {h1,...,h,}; fijado un entero i, 1 <1i <r, de a; - h; = a; - ly se deduce
que h; = h;. Por tanto los elementos de la clase a;.H son todos distintos, ya
que

ai-H:{ai~h1,...,ai-hn}.



Asi, |a; - H| = |H|, luego |G| = r - |H|. O

Noétese que podiamos haber hecho parecido razonamiento con g~. Habriamos
obtenido, en particular, que el nimero de clases adjuntas a izquierda coincide
con el de clases adjuntas a derecha, y es igual a |G|/|H]|.

DEFINICION 9.4.9.— Sea G un grupo finito, H C G un subgrupo. Al ndmero
|G : H| = |H : G| = |G|/|H]| se le llama indice de H en G, y se le representa
por i(H, G).

COROLARIO 9.4.10.— Sea G grupo finito y H, K C G subgrupos. Se tienen las
siguientes propiedades:

1. Para cada a € G se tiene que o(a) divide a |G].

2. Si el orden de G es primo, entonces G es ciclico y no tiene mas subgrupos
que los triviales.

3. Si |H| y | K| son primos entre si, entonces H N K = {e}.

[HI||K]|
|HNK|
H,k € K} (por ejemplo, cuando G es abeliano).

4. |H- K| > , v se tiene la igualdad cuando H - K = {hk : h €

9.5 Operaciones con grupos

DEFINICION 9.5.1.— Sean Gfy,...,G, grupos. En el conjunto Gy x --- x G,
definimos operacion binaria:

(al,...,an)-(bl,...,bn):(a1-bl,...,an~bn).

PROPOSICION 9.5.2.— G4 x --- x G, con la operacién binaria que acabamos de
definir es un grupo.

PROPOSICION 9.5.3.— En las condiciones anteriores, son equivalentes:
1. G; x --- x G, es abeliano.

2. Para todo 7, 1 <1i < n, G; es abeliano.



