Tema 6.- Numeros trascendentes. Teorema Fun-
damental del Algebra

6.1 Numeros trascendentes

En el tema anterior vimos que el cardinal del conjunto Q de los numeros al-
gebraicos es numerable, por lo que existen “muchos més” nimeros (complejos)
trascendentes que algebraicos. En esta seccién vamos a demostrar que el niimero
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es trascendente. La prueba original de este resultado fue dada por Hermite, y
mas tarde fue simplificada por Weierstrass, Hilbert, Hurwitz y Gordan.

TEOREMA 6.1.1.— El ndmero e es trascendente.

PRrRUEBA: ! Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que e es
algebraico y sea g(X) = X™ + b, 1 X™ 1+ ... + by € Q[X] su polinomio
minimo, con m > 1y by # 0 pues g(X) es irreducible. Quitando denominadores
encontramos unos enteros dag, . . ., Gm;,, CON ag, G, # 0, tales que

ame™ + - +aje+ag =0,
Dado un ntmero primo p consideremos el polinomio de grado mp +p — 1
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ITomada del libro de I. Stewart, “Galois Theory”.




Veamos que los f(?) (j) son enteros, y que son divisibles por p salvo cuando j = 0
ei=p—1.

Dado un polinomio h(X), pongamos A®)(h(X)) = £r™(X). La férmula
de Leibnitz nos da

AO() = gy DA XTHAR (X = 1)7)- A (X — ),
p—1)!
donde la suma estd extendida a todas las (m-+1)-uplas (ko, . . . , k) de enteros no
negativos tales que ko+- - -+k,,, = ¢. Ahora bien, los sumandos correspondientes
a indices tales que kg > p—1 0 k. > p para algin r = 1,...,m se anulan, de
donde obtenemos
A(i)(f(X)) e
G 2 () )X () (X = 1) (2 ) (X = m)P=hm

siendo los indices de sumacién las (m + 1)-uplas (ko,...,km,) de enteros no

negativos tales que kg + -+ kn =t vko<p—-1 k.- <p,r=1,....m

Como consecuencia, f()(j) = 0 para todo j =0,...,mytodoi=0,...,p—

Para j=0,....myp—1<it<mp+p— 1 tenemos
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donde la ultima suma esté extendida a los kg, . . ., k,, > 0 tales que ko+- - -+k;,
i,ko <p—1,k, <p,r>1yk; = p Los dlbtlntOb sumandos son nimeros enteros
y como i > p — 1 se tiene que W € Zp. Asi pues f*)(4) es entero y miltiplo
de p, paratodo j =0,....myp—1<i<mp+p—1.

Para j =0 e i=p—1 el inico sumando no nulo corresponde a kg = p — 1,
ki=---=ky, =0y por tanto

FOT0) = (=1)7 - (=m)P.

El valor de (1) es pues Kp + ap(—1)P---(—m)P para algin K € Z. Si
tomamos p > max(m, |ag|) entonces el entero ag(—1)P --- (—m)P no es divisible
por p y por tanto el valor de (1) no es divisible por p. En particular es no nulo.

Para 0 <t < m se tiene |f(t)] < m™P*P=1/(p — 1)!, de donde
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que tiende a 0 cuando p tiende a infinito, lo cual es una contradiccién O

6.2 El teorema fundamental del Algebra

TEOREMA 6.2.1.— Todo polinomio
F(X)=asX%+ - +ap € C[X]

de grado d > 1 con coeficientes complejos tiene alguna raiz en C.

PRUEBA: Consideremos el polinomio f(X) como una funcién entera f :
C — C. Supongamos que f(X) no tiene ninguna raiz en C. Entonces la
funcién g(z) = ﬁ es de nuevo una funcién entera. Ahora bien, como d > 1 (y
agq # 0) sabemos que g(z) tiende a 0 cuando |z| tiende a infinito. Por tanto, g
es una funcién entera y acotada en C y por el teorema de Liouville, g ha de ser
constante, lo que contradice que f(X) sea un polinomio de grado mayor o igual
que 1. O



