Tema 4.- Ecuaciones de tercer y cuarto grado

4.1 La ecuacion de tercer grado: formula de Cardano-
Tartaglia

El desarrollo de este tema estd tomado del libro Introduccion al /flgebrm de S.
Xambé, F. Delgado y C. Fuertes, Ed. Complutense, Madrid, 1993.

Vamos a estudiar ahora la ecuacién de tercer grado. Suponemos ahora que
f(X) =X+ a1 X? 4+ a2 X + a3 € Q[X].

A todos los efectos, el resolver f(X) = 0 equivale a hacer lo mismo para la
ecuacion que resulta de sustituir X por X + % en f(X). Esta sustitucién tiene
la ventaja de que elimina el término en X2, luego se puede suponer, de entrada,
que

f(X)=X?+pX +q.

La sustitucién anterior se llama de Tchirnhausen.
Estudimeos pues las soluciones de

f(X)=X34pX +q=0. (1)

Podemos suponer que p y ¢ son distintos de 0 (si p = 0, las soluciones de (1)
son las raices cibicas de —q; si ¢ = 0 las soluciones son 0 y las raices cuadradas
de —p).

Supongamos que « es una solucién de (1). Hagamos la sustitucién o = u+wv.
Obtenemos:

ud +v3 4+ (Buv + p)(u+v) +q=0.

Si tomamos u,v de manera que 3uv + p = 0, i.e. u,v serfan las raices de la
ecuacién cuadrética X2 — aX — % = 0, obtenemos:

Puesto que

u’v® = —=—
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tenemos que u>, v son las soluciones de la ecuacién cuadrética:
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As{ pues para encontrar una solucién de (1) tomamos una solucién 8 de (2),
tomamos v una raiz ctibica de 3 y ponemos v = —3-. Entonces v3 es la otra

solucién de (2) y o = u+ v es solucién de (1). Simbdlicamente, una solucién de
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debido a que las soluciones de (2) son
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Siw # 1 es una raiz ciibica de 1, u; = u, us = wu, us = w?u son las tres raices

ctibicas de so. Pongamos v; = —3- de manera que v; = v, v = w?v,v3 = wo.
k2
Entonces las raices de (1) son: a; = u; +v;, i = 1,2, 3.

4.2 La ecuacion de cuarto grado: método de Ferrari

Mediante una transformacién de Tchirnhausen, podemos centrarnos en el caso
en que nuestra ecuacion de cuarto grado sea de la forma

fX)=X*"+pX?+¢X +r=0. (3)

En el caso en que 7 = 0, nuestra ecuacion se reduce a una ecuacion de grado
3. Si g =0, se trata de una ecuacién bicuadratica.

Podemos pues suponer r, g # 0.

Consideremos una variable auxiliar u y escribamos

FX) = (X2 + 24+ w)? - [QuXQ—qX—F(uQ_Fpu_r_,_%z)].

Para que el polinomio entre corchetes, que notaremos g(X), sea un cuadrado
ha de verificarse que

2
q28u<u2+pur+i>0. (4)

Ahora bien, (4) es una ecuacién de tercer grado y sabemos pues resolverla
mediante radicales. Sea ug una rafz de (4). Entonces 7L es una raiz doble de

4
g(X) y se tiene
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de donde las raices de f(X) son las raices de los siguientes polinomios de grado
2:
X2 4 VX + (L g — —L—
2 2\/ 2’&0

P p
X% —\2upX = —— .
Up +(2+uo+2m>



