Tema 1.- Nociones preliminares: grupos, anil-
los, cuerpos. Divisibilidad

1.1 Grupos

Al haber alterado el orden de los temas, este apartado ya se ha visto
en el tema 9

1.2 Anillos y cuerpos

DEFINICION 1.2.1.— Un anillo es una terna (A, +, ) formada por un conjunto
Ay dos operaciones binarias +, - verificando:

1. El par (A,+) es un grupo abeliano, cuyo elemento neutro llamaremos
normalmente “cero (0)”.

2. La operacién binaria - es asociativa y tiene elemento neutro, que llamare-
mos normalmente “uno (1)”.

3. La operacién - es distributiva a la derecha y a la izquierda respecto de la
operacion +, i.e. para todos z,y,z € A, se tiene (x +y)-z=z-2+y- 2,
z-(y+z)=z-y+z-z

Si ademas la operacion - es conmutativa, diremos que el anillo es conmutativo.

Nota 1.2.2.—

1. En general se usard la expresion “sea A un anillo”, sobreentendiendo las
operaciones. La operacién - se notara normalmente por simple yuxtaposi-
cién.

2. En un anillo A se tiene 0 -z = z -0 = 0 para todo x € A.
3. Sien un anillo A se tiene 1 = 0, entonces A = {0}.
4. Para todo z,y € A, ese tiene x(—y) = (—z)y = —(ay).

5. Si Ay,...,A, son anillos, el producto cartesiano A; X --- x A, posee
una estructura natural de anillo, donde las operaciones estan definidas
componente a componente.

EJEMPLO 1.2.3.—

1. Z, Q, R, C son anillos conmutativos. La estructura de anillo de Z viene
determinada por la de grupo aditivo: el producto de dos enteros xy co-
incide con el multiplo de y con coeficiente x. Asi pues, la estructura de
anillo de Z no anade nada nuevo a la de grupo. Esto es falso para Q, Ry C
en los que, obviamente, la estructura multiplicativa no viene determinada
por la aditiva.



2. El conjunto M(n) de las matrices n x n sobre Q, R o C es un anillo,
con respecto a la adicién y la multiplicacién ordinaria de matrices. No es
conmutativo.

3. En el grupo (Z,,+) (ver ejemplo 9.1.3, 5) podemos definir un producto
de la siguiente manera:

(a,b) € Zy, X Zy, — a - b :=resto de la divisién de ab entre n.

De esta forma Z,, es un anillo.

DEFINICION 1.2.4.— Sea A un anillo. Una unidad es un elemento que posee un
simétrico multiplicativo (a la izquierda y a la derecha), que llamaremos inverso.
El conjunto de las unidades de A es un grupo para el producto y se notarda A*.
Un cuerpo es un anillo conmutativo tal que todo elemento distinto de cero es
una unidad, i.e. A* = A — {0}. (En algunos textos también se llaman cuerpos
aquellos anillos no necesariamente conmutativos tales que todos sus elementos
no nulos son unidades. En otros textos a estos anillos se les llama anillos de
division).

EJEMPLO 1.2.5.—

1. Las unidades de Z son 1, —1. Los anillos Q, R, C son cuerpos.

2. El grupo de las unidades del anillo M(n, k) con k = Q, R 6 C es GL(n, k).

DEFINICION 1.2.6.— Sea A un anillo. Un subanillo de A es un subconjunto
B C A que es un subgrupo de (4, 4), que es estable para la operacién - y tal
que 1 € B.

Si A es un cuerpo, diremos que B es un subcuerpo de A si es un subanillo y
ademds z' € B para todo z € B — {0}.

A partir de ahora sélo trabajaremos con anillos conmutativos. Asi pues, la
palabra ‘anillo’ significard siempre anillo conmutativo.

DEFINICION 1.2.7.— Sea A un anillo. Un elemento z € A se llamara un divisor
de cero si y sélo si es distinto de cero y existe y € A, y # 0, tal que xy = 0.
Un anillo sin divisores de cero se llama un dominio de integridad. Un elemento
x € A se llamara nilpotente si es distinto de cero y existe un entero n > 0 tal
que 2" = 0. En un dominio de integridad se da la propiedad cancelativa por el
producto de elementos no nulos:

a#0,ab=ac=>b=c.

EJEMPLO 1.2.8.—

1. Las unidades no son divisores de cero. Asi, todo cuerpo es un dominio de
integridad.

2. Z es un dominio de integridad.



3. El anillo Z4 no es un dominio de integridad. El anillo Z3 es un cuerpo.

4. El elemento 2 es nilpotente en Zj,.

DEFINICION 1.2.9.— Sea A un anillo. Un ideal de A es un subconjunto I de A
que verifica:

1. I es un subgrupo del grupo aditivo de A.

2. Paratodoa € I, x € A se tiene xa € I.

NoTAa 1.2.10.— Sea I C A un ideal de A. Se tiene:
1. Si I contiene una unidad, entonces I = A.
2. Si A es un cuerpo, sus tnicos ideales son {0} y A.

3. El grupo cociente A/I admite una estructura canénica de anillo. En efecto,
basta ver que la férmula

(a+I)b+1)=ab+1

define una operacién en A/I. Sia+I =ad'+Iyb+I=bV+Tesa—d €1,
yb—b el Asf

ab—a'b' =ab—ab +ab' —ad't =a(b—V)+ (a—a)b' €1,
lo que prueba nuestro aserto.

4. Los ideales de Z y los subgrupos son la misma cosa, pues la estructura
multiplicativa viene determinada por la aditiva.

DEFINICION 1.2.11.— Si A es un anillo y ay,... ,a, € 4, el conjunto
(aty...,an) :={x101 + -+ xpa, | v1,... , 2, € A}

es un ideal de A, que se llama engendrado por el conjunto de las a;. Sin = 1,
el ideal de llama principal. Todo ideal de Z es principal.

DEFINICION 1.2.12.— Sean A, B anillos, f : A — B una aplicacién. Se dird que
f es un homomorfismo de anillos si verifica:

1. Para todos z,y € A, es f(xz +y) = f(x) + f(y).
2. Para todos z,y € A, es f(zy) = f(2)f(y).
3. f(1) =1

Un homomorfismo biyectivo se llama un isomorfismo.

PROPOSICION 1.2.13.— Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Se tienen
las siguientes propiedades:



1.3

. ker(f):={a € A| f(a) =0} es un ideal de A, y f es inyectivo si y sélo si

ker(f) = {0}.

Si u € A es una unidad, entonces f(u) es una unidad en B. En particular
cualquier homomorfismo (de anillos) entre cuerpos es inyectivo.

Im(f)={be€ B | Ja€ A, f(a) = b} es un subanillo de B.

Divisibilidad

DEFINICION 1.3.1.— Sea A un dominio de integridad.

1.

Sean a,b € A, con a # 0. Se dird que a divide a b, o que a es un divisor
de b si existe ¢ € A tal que b = ac. Este elemento ¢ es tinico por ser A un
dominio de integridad, y se le designard por b/a. También se dird, en este
caso, que b es divisible por a. Se escribird a|b para designar esta relacién.
Es evidente que una unidad divide a cualquier otro elemento de A.

Se dird que a y b, con a,b # 0, son asociados si y sélo si alb y bla. En
este caso se puede escribir b = ac y a = bc/, luego a = acc’, de donde
a(l —cd) =0, y asf ¢ = 1. De aqui se ve ya ficilmente que a,b son
asociados si y s6lo si uno de ellos es igual al otro multiplicado por una
unidad.

Sean a,b € A distintos de cero. Un mdximo comin divisor de a y b es un
elemento d € A que verifica:

(a) dla y dlb.

(b) Sid' € A estal que d'|a y d'|b, entonces d’|d.
De lo anterior se deduce que, si d,d’ son dos maximos comunes divisores
de a,b, entonces d|d’" y d'|d, luego son asociados. As{ pues, el mdximo

comun divisor de a, b estd univocamente determinado, salvo producto por
unidades, y se escribe m.c.d.(a,b).

. Sean a,b € A, distintos de cero. Un minimo comuin miiltiplo de a y b es

un elemento m € A que verifica:

(a) alm y blm.

(b) Sim' € A es tal que a|m’ y b|m’, entonces m|m'.

De lo anterior se deduce que, si m, m’ son dos minimos comunes multiplos
de a,b, entonces m|m’ y m/|m, luego son asociados. Asf pues, el minimo
comun multiplo de a,b estd univocamente determinado, salvo producto
por unidades, y se escribe m.c.m.(a, b).

Un elemento p € A se llama irreducible si s6lo es una no unidad distinta
de cero, divisible inicamente por sus asociados y por las unidades.



6. Un elemento p € A se llama primo si p|(ab) = pla 6 p|b.

PROPOSICION 1.3.2.— Todo elemento primo de un dominio de integridad es
irreducible.

EJEMPLO 1.3.3.— El reciproco de la proposicién anterior no es cierto. Si con-
sideramos el domino de integridad

A=Zv-3={a+b/-3|a,beZ} CC,
se tiene la igualdad 2-2 = (14++/—3)- (1 —v/—3) y 2 € A es irreducible pero no
divide a 1 + /=3 (los detalles se verdn més adelante).
Nota 1.3.4.—

1. Sea d = m.c.d.(a,b) y escribamos o’ = a/d, V' = b/d; entonces
m.c.d.(a’,b') = 1.

En efecto, supongamos que existiese una no unidad e € A, distinta de cero,
tal que ela’ y e|b’. Entonces (ed)|a y (ed)|b, luego (ed)|d, lo que implicaria
que ed, d son asociados. Esto no es posible, pues e no es una unidad.

2. Nétese que, hasta ahora, no hemos afirmado nada sobre la existencia
del maximo comun divisor de dos elementos. Nos hemos limitado a dar
propiedades de él, caso de que exista.

EJEMPLO 1.3.5.— En Z sabemos que existe el maximo comun divisor y el
minimo comuin miltiplo de cualquier par de enteros no nulos.

DEFINICION 1.3.6.— Un dominio de factorizacién tinica (DFU) es un dominio
de integridad A que verifica las siguientes condiciones:

(DFU1) Toda no unidad distinta de cero es producto finito de factores irre-
ducibles.

(DFU2) La descomposicién anterior es tnica salvo orden y producto por unidades.
Se llama la descomposicion factorial del elemento en cuestion.

EJEMPLO 1.3.7.— Z es un dominio de factorizacién unica.
PROPOSICION 1.3.8.— Sea A un dominio de integridad que satisface la condicién
(DFU1). Entonces A satisface (DFU2) si y sélo si satisface la siguiente:

(DFU3) Todo elemento irreducible de A es primo ( esta propiedad se la conoce
con el nombre de teorema de Fuclides, por analogia con el caso de los
nimeros enteros).

PRUEBA: Supongamos que A satisface (DFU2), y sean p,a,b como en el
enunciado. Supongamos que p no divide a a, y sea ab = pg. Sean

a=pi-ps,b=qi-q,q=r1"""Ty



las descomposiciones factoriales de a, b, q. Como

(pr---ps)(ar- @) =pri---ru,

la unicidad indica que p (o un asociado) tiene que figurar entre los elementos
irreducibles del miembro de la izquierda de la anterior igualdad. Como no puede
figurar entre los p;, porque no divide a a, debe figurar entre los ¢;. Asi p|b, lo
que prueba (DFU3).

Reciprocamente, supongamos que A verifica (DFU3), y sean

a=p1-Ps=4q1" Q¢

dos descomposiciones de a en producto de irreducibles. Por (DFU3), p1 (o un
asociado suyo) debe coincidir con un ¢;, digamos ¢;. Cancelando ambos en la
igualdad anterior, se tiene la igualdad

D2 Ps =42 (qt,

con la que se procede como antes, y asi sucesivamente. Esto prueba (DFU2). O

COROLARIO 1.3.9.— Sea A un dominio de factorizacién unica; cualquier par de
elementos a,b € A distintos de cero tienen un méaximo comun divisor d € A.

PrRUEBA: Considerando las descomposiciones factoriales de a, b basta tomar
como d el producto de todos los factores irreducibles comunes a las dos. En
efecto, sean

a=(p1--p)@y - -Ps), b= (pr-pr)(dh - q1)

las descomposiciones factoriales, donde

{plla'“ 7pls}m{q/17"' 7q£}:®7

y sea d = p; - - - pr. Claramente dla y d|b. Sea d’' € A tal que d’'|a y d'|b. Sip es
un elemento irreducible que divide a d’, entonces p (o un asociado) debe coincidir
con un p;, digamos p;. De aquf se deduce que (d'/p1)|(a/p1) v (d' /p1)|(b/p1).
Repitiendo el razonamiento cuantas veces sea necesario se deduce que d’|d. Esto
prueba el corolario. O

DEFINICION 1.3.10.— Sean a, b € A; entonces m.c.d.(a,b) = 1 siy sélo si ningtin
elemento irreducible divide a ambos. En este caso se dice que a,b son primos
entre si.

COROLARIO 1.3.11.— Sean a,b,c € A tales que c|(ab) y a,c son primos entre
si. Entonces c divide a b.

La demostracién se hace al estilo de la del corolario 1.3.9, considerando
sucesivamente divisores irreducibles de ¢ y viendo que dividen a b.
COROLARIO 1.3.12.— Sea A un dominio de factorizacién tnica, a,b € A distin-
tos de cero, d = m.c.d.(a,b). Entonces a,b tienen un minimo comiin mdltiplo,
que es m = ab/d.



