
Álgebras de semigrupos y aplicaciones

Pilar Pisón Casares∗

Quiero empezar agradeciendo a la Decana de la Facultad el habernos dado
la oportunidad de estar representados en esta Semana de las Matemáticas, y
permitirnos contaros en qué trabaja nuestro incipiente grupo.

Trataré de esbozar a grandes rasgos los objetos y problemas que estudiamos,
para que se pueda entender cuáles son nuestras aportaciones. Intentaré no entrar
en cuestiones técnicas.

Para nosotros (S,+) será un semigrupo conmutativo y con elemento neutro.
Exigiremos también que sea finitamente generado, es decir, que exista un conjunto
finito {n1, . . . , nr} ⊂ S verificando que cualquier elemento m ∈ S pueda escribirse
m =

∑r
i=1 αini, donde αi ∈ N.

Consideramos además un cuerpo conmutativo k. El álgebra del semigrupo
será representada por k[S] y es la suma directa de tantas copias de k como
elementos haya en S. Es decir, si consideramos el śımbolo χm para cada elemento
m ∈ S, tenemos que

k[S] = ⊕m∈Skχm,

donde la suma considerada es la habitual, mientras que el producto viene dado
mediante el producto de los śımbolos χm · χm′

= χm+m′
.

Una presentación del álgebra es, elegir un sistema de generadores de S que
denotaremos como antes {n1, . . . , nr} y definir el homomorfismo de k-álgebras

Φ : k[X1, . . . , Xr]→ k[S], Φ(Xi) = χni .

Por ser Φ sobreyectivo, el ideal I =ker(Φ) verifica que k[S] ' A/I, siendo A =
k[X1, . . . , Xr]. Al ideal I se le suele llamar el ideal del semigrupo aunque depende
del sistema de generadores elegido en S.

Es un resultado muy conocido (ver [11]) que

I = 〈Xα −Xβ |
r∑
i=1

αini =
r∑
i=1

βini〉.
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En particular tenemos que I es un ideal binomial generado por diferencias puras
de binomios. Además, la noetherianidad de A asegura que I está generado por
un número finito de estos binomios.

El interés de nuestro grupo por este ideal viene desde mi tesis doctoral ([17])
donde en el último caṕıtulo resolv́ıa el cálculo expĺıcito de estos generadores, pero
en un caso muy particular dentro de este esquema, el dado por curvas monomiales
en el espacio af́ın de dimensión 4 que equivale a exigir S = 〈n1, . . . , n4〉 ⊂ N.

El caso que más nos interesa es en el que S es cancelativo, es decir,

m+m′ = m+m′′ ⇒ m′ = m′′, m,m′,m′′ ∈ S.

En este caso, S puede considerarse como un subsemigrupo de un grupo abeliano
y finitamente generado G(S), por lo que podremos pensar

S ⊂ Zn ⊕ Z/a1Z⊕ · · · ⊕ Z/asZ.

La propiedad de cancelación permite describir el ideal mediante el ret́ıculo de
las relaciones del semigrupo. Concretamente, si llamamos

L = {u ∈ Zr |
r∑
i=1

uini = 0},

tenemos que
I = 〈Xα −Xβ | α− β ∈ L〉.

De esta manera, se consigue dar métodos de cálculo efectivo del ideal sin
necesidad de usar teoŕıa de eliminación, sino empleando bases del ret́ıculo L.
Esto mejora sensiblemente la rapidez de los algoritmos (ver [9] y [12]). Aqúı la
aportación de nuestro grupo consiste en la generalización de estos métodos al
caso de torsión no trivial dada por Vigneron en [22].

Por otra parte, a partir de un sistema de generadores del ideal I = 〈f1, . . . , fb1〉,
podemos definir el homomorfismo de A-módulos

Φ1 : Ab1 → A, Φ1(ei) = fi,

siendo ei el elemento de Ab1 con todas sus coordenadas nulas salvo la i-ésima
que es igual a 1. El núcleo de este homomorfismo es llamado primer módulo de
sicigias de I, lo denotaremos N1 = ker(Φ1). La noetherianidad de A asegura la
de Ab1 y por tanto N1 está finitamente generado. De esta forma, por recurrencia
se construyen los siguientes módulos de sicigias Ni. El Teorema de las sicigias de
Hilbert asegura que este proceso es finito, y aśı se construye una resolución libre
finita de k[S]

0→ Abr → · · · → Ab1 → A→ k[S]→ 0.

Además, todo el proceso anterior puede hacerse de forma graduada sobre el semi-
grupo S. Para ello basta asignar en A a cada variable Xi el grado ni con lo que

2



Φ será graduado de grado 0 e I un ideal homogéneo para esta S-graduación.
Esto permite mantener la graduación en los siguientes pasos. Es decir, podemos
construir una resolución libre y S-graduada de k[S]. Este es otro de los objetos
en los que basamos nuestro estudio.

Es bien conocido que los sistemas de generadores de I, y más generalmente
los de los módulos Ni, pueden tener distinto cardinal, aún exigiendo que no
pueda prescindirse en ellos de ningún elemento. Otra de las aportaciones del
grupo consiste en el estudio de las condiciones que permiten asegurar que estos
sistemas de generadores tengan el mismo cardinal. Concretamente la condición
encontrada sobre el semigrupo es S ∩ (−S) = (0) (ver [4]). Esta condición es
equivalente a muchas otras condiciones. Por ejemplo, citaremos que en el caso
S ⊂ Zr se tiene que todos los generadores de S están en un mismo semiespacio
de los definidos por cierto hiperplano. O también, que cada elemento m ∈ S
admite únicamente un número finito de escrituras en función de los generadores.
Es decir, el subespacio vectorial de los elementos de grado m de A, Am, tiene
dimensión finita.

La condición anterior nos permite demostrar un lema de Nakayama para
S-graduaciones. Concretamente lo que se tiene es que si M es un A-módulo
S-graduado finitamente generado y m = (X1, . . . , Xr), entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. {g1, . . . , gt} es un sistema de generadores de M.

2. {g1, . . . , gt} es un sistema de generadores de M/mM .

De esta forma, los sistemas minimales de generadores de M se corresponden
con las bases del k-espacio vectorial M/mM (nótese que A/m ' k). Como
consecuencia todos tienen el mismo cardinal.

Imponiendo entonces sobre S esta condición, una parte importante de la la-
bor de nuestro grupo y sus antecedentes se centra en el estudio de los sistemas
minimales de generadores de los módulos de sicigias Ni (consideramos I = N0) y
por tanto de la resolución libre minimal de k[S].

Nuestro estudio se basa fundamentalmente en un objeto combinatorio: un
complejo simplicial abstracto con vértices en el conjunto Λ = {1, . . . , r}. En
realidad no es uno sino muchos, uno para cada elemento m ∈ S. Concretamente
a cada elemento del semigrupo m ∈ S le asociamos el conjunto

∆m = {F ⊂ Λ | m−
∑
i∈F

ni ∈ S},

que puede fácilmente comprobarse que es un complejo simplicial abstracto.
El grafo subyacente a este complejo simplicial aparece definido por primera vez

en la tesis de José Carlos Rosales de la Universidad de Granada [20]. Posterior-
mente ([6]), Antonio Campillo y Carlos Marijuán de la Universidad de Valladolid,
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ponen caras a este grafo obteniendo el complejo. Desde entonces, aparecen con-
siderados en la literatura además de por estos autores con los que nuestro grupo
tiene colaboraciones, por un amplio número de investigadores como puede verse
en [1], [2], [16] y [21].

Existe un isomorfismo

ϕi : H̃i(∆m)→ Vi(m) := (Ni)m/(mNi)m, ∀i ≥ 0

donde H̃i(∆m) representa el i-ésimo grupo de la homoloǵıa reducida de ∆m. La
descripción del isomorfismo es otra de nuestras aportaciones ([3]).

El isomorfismo anterior junto con el lema de Nakayama permiten trasladar
el problema de obtener sistemas minimales de generadores de Ni a los siguientes
problemas:
Problema 1: Determinar el conjunto

Ci = {m ∈ S | H̃i(∆m) 6= 0}.

Problema 2: Determinar bases de H̃i(∆m).
En el caso i = 0, el problema 2 es fácil de resolver, ya que basta tomar un

punto en cada componente conexa de ∆m y formar un árbol. Sin embargo, no
es tan fácil el problema 1 cuya solución es otra de nuestras aportaciones. Los
primeros resultados parciales se obtienen en [7]. Definitivamente, en [8] se da
una condición necesaria y suficiente que caracteriza a los elementos m ∈ S tales
que ∆m es no conexo. Esta viene dada por tres propiedades aritméticas que,
mediante la introducción en [4] de nuevos elementos combinatorios (escaleras), se
convierten en un algoritmo que resuelve el problema 1.

Para i ≥ 1 el problema 2 se reduce a Álgebra lineal ordinaria, una vez que
se haya construido el complejo ∆m. De esta forma, lo que hay que resolver
son sistemas lineales diofánticos en enteros positivos. En este tema también
obtenemos resultados novedosos en [18].

Son también las bases de Hilbert de sistemas lineales diofánticos, la clave
para obtener superconjuntos C ′

i finitos, Ci ⊂ C ′
i, donde chequear para resolver

definitivamente el problema 1. Esta solución se encuentra en un primer momento
para el caso i = 1 en [19]. Posteriormente, generalizando las técnicas se obtiene
la solución para i ≥ 2 en [5]. Se puede entonces decir, que si bien la noetheri-
anidad del anillo de polinomios nos asegura la finitud de los conjuntos Ci, es la
Programación lineal entera la que permite calcular estos conjuntos.

Se obtienen aśı procedimientos de cálculo de todos los módulos de sicigias y
por tanto de la resolución libre minimal S-graduada del álgebra. Estos métodos
aunque no mejoran la rapidez de los métodos que emplean bases de Gröbner,
tienen su interés en que describen combinatoriamente los elementos que inter-
vienen en el resultado final obtenido (grados, número de elementos, etc).

Otra de las ĺıneas más prometedoras, y en las que el grupo cuenta ya con
aportaciones, está en los ideales binomiales. Los ideales celulares definidos en
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[10] están estrechamente relacionados con los ideales de semigrupo. Esta relación
permite obtener, a partir de ret́ıculos asociados, información de los celulares
como su radical y su descomposición primaria. Cualquier ideal binomial se puede
expresar como intersección de ideales celulares. De esta descomposición se extrae
información del ideal binomial.

Nuestro trabajo en esta ĺınea se inicia con la tesina de Ojeda cuya continuación
consiste en la resolución de los problemas propuestos en [10] para afinar los pasos
que conducen a la obtención de una descomposición primaria de un ideal binomial
en componentes binomiales. Las soluciones están recogidas en [13].

Otra de las aplicaciones de estas técnicas está en la obtención del ı́ndice de
nilpotencia relacionado con el Nullstellensatz efectivo (ver [14]).

También se consigue un criterio efectivo para detectar la descomposición pri-
maria canónica en [15].

Por último, aclarar que las aplicaciones que buscamos de nuestro trabajo, de
momento se centran en las aplicaciones dentro de la propia matemática. Concre-
tamente, la ĺıneas que nos han interesado hasta ahora son la Programación lineal
y la Geometŕıa tórica.

Existen muchas conjeturas abiertas en el marco de la Geometŕıa Algebraica.
El caso tórico es un buen ejemplo donde plantearse un problema concreto antes
de intentar abordarlo en toda su generalidad.
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