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Abstract

Calculamos cotas para los grados de las sicigias de un ideal de reticulo y en el caso
homogéneo de su regularidad. Las cotas estdn explicitadas en funcién de los genera-
dores del semigrupo asociado, y son simplemente exponenciales en el nimero de rayos
extremales del cono asociado.
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Introduccién

Pueden considerarse clésicos los ejemplos de ideales binomiales de Mayr y Meyer [9] donde el
crecimiento de los grados de los polinomios alcanzan el doblemente exponencial en funcién
del nimero de variables. En [2] pueden encontrarse una versiéon més algebraica de tales
ejemplos, asi como el mismo resultado para las sicigias.

Podemos considerar también como clasico el resultado que asegura que para la clase de
ideales téricos este grado es a lo sumo simplemente exponencial en el nimero de variables
(ver [12]).

Las técnicas desarrolladas en [13] (ver también [10] y [7]), permiten acotar en el caso
de ideales de reticulos dichos grados, y en el caso homogéneo, la regularidad. Estas cotas
estan explicitadas en funcién de los generadores del semigrupo asociado. Son simplemente
exponenciales en el niimero de generadores del semigrupo, o lo que es lo mismo, en el nimero
h

de variables. Concretamente, en el exponente aparece d; = ( i1 ) para una i-sicigia, y

en el caso de la regularidad, aparece ¢ = ( LZ | >, siendo h el nimero de variables.
2

La novedad en este articulo consiste en obtener nuevas cotas (proposicién 11 y teorema
13) que, aunque son de la misma naturaleza que las anteriores, son simplemente exponen-
ciales en el niimero de rayos extremales del cono asociado.



1 Ideales de Reticulos

Sea k un cuerpo conmutativo y R = k[X7, ..., X}] el anillo de polinomios en h indetermi-
nadas. Un ideal I de R se dice que es un ideal de reticulo si existe un reticulo £ C 7" tal que
I= (X“+ ~X% | ueL),dondeu =ut—u" conut,u” € N* ysupp(u®)Nsupp(u~) = 0.
Equivalentemente ([14]), si I es el ideal de un semigrupo S cancelativo, conmutativo, con
elemento neutro y generado por h elementos. Si representamos al algebra del semigrupo
por k[S] = @,,cq EX™, (X™ - P X””m,)7 esto quiere decir que existe A = {nq,...,n}
conjunto generador de S de forma que el homomorfismo de k—4algebras ¢y : R — k[S)]
definido por ¢o(X;) = x™, tiene como ntcleo ker(yg) = I. Notar que al ser g sobreyectivo,
se tiene que k[S] es isomorfo a R/I.

La equivalencia anterior puede comprobarse de la siguiente forma:

e partiendo de £, se construye S C Z" /L, el semigrupo generado por {e;+L, ..., e +L},
donde los e; son los vectores unitarios de N”;

e partiendo de S se considera el reticulo de la relaciones de sus generadores, es decir,
L={u=(ug,...,up) € Z" Y un; =0}.

Observar que si denotamos G(.S) al menor grupo que contiene a S, podemos suponer,
sin perdida de generalidad, que G(S) ~ Z¢ ® Z/aZ & ... ® Z/asZ, con a; € Z \ {0} para
1 <4 < s. Denotaremos por 7 a la proyeccién sobre las primeras d coordenadas. El siguiente
resultado caracteriza cuando el ideal I es homogéneo.

Proposicién 1 [6, Proposicion 17] I es homogéneo para la graduacidn natural si y sélo si
Iw € Q? tal que w-w(n;) =1, para todoi =1,..., h.

Por otro lado, I siempre es homogéneo para la graduacién sobre R que asigna el
S—grado n; a la variable X;. Para ver esto, basta considerar en k[S] la graduacién natural
que hace a ¢y un morfismo S—graduado de grado 0. Por tanto, su nicleo I es S—graduado.

Exigiremos ademds la condicién SN(—S) = (0) sobre el semigrupo, que es equivalente a
la condicién £LNN" = (0) sobre el reticulo. Esta propiedad garantiza un lema de Nakayama
para S—graduaciones ([3]), que nos asegura la existencia de la resolucién libre minimal,
Unica salvo isomorfismos. Denotaremos a tal resolucién

0 — Rbn—1 wzl...HRbQE)RblﬂRﬂk[S]—)(),

y N; = ker(p;) al i—ésimo mdédulo de sicigias 0 < i < h — 1 (Ny = I). Esta resolucién
es S—graduada. En el caso en que el ideal de reticulo sea homogéneo para la graduacion
natural, la condicién S N (—=S) = (0) se tiene asegurada ([6, Lema 18]).

Consideramos el Q—espacio vectorial V' = G(S) @, Q y sea C(S) el cono generado
por S, la imagen de S en V. La condicién S N (—S) = (0), asegura que C(S) es fuerte-
mente convexo, asi f, nimero de rayos extremales de C(5), verifica que f > d = dim S =
rank (G(S5)). En estas condiciones, existe E C A con {F = f, y tal que C(E) = C(S). Sea
A=A\EfA=h—f=nr



Para cada m € S definimos los complejos simpliciales:
Ap={FCA | m—-npeS} y T,={FCE | m—npeS}

donde np =3, cpnyng=0.

Vamos a denotar por IA{Q(O) a la 1—ésima homologia reducida de un complejo simplicial.
Los siguientes subconjunto de S : S(i) = {m € S | H;j(An) #0}, h—2>i >0,y
D) ={m e S | HyT,) # 0}, f—2>i> —1, estén relacionados con los grados de
las sicigias minimales de I. Concretamente, S(i) coincide con los S—grados de las i—sicigias
minimales ([4]).

Por otra parte, denotando por
Ci={meS|m=m+np, conme D)y FCALF =1i—t, paraalgin t > —1},

se tiene que S(i) C C; (ver [8]).

En [13] (ver también [10] y [7]) el estudio de la propiedad H;(A,,) # 0 permite obtener
el conjunto S(%) asociando a cada F' C A con §F > i+ 2 varios sistemas lineales diofdnticos.
Las bases de Hilbert de estos sistemas conducen hasta los elementos de S(i). Mds atn,
permiten obtener cotas de los grados de las sicigias asi como de la regularidad en el caso
homogéneo.

En [6] estas técnicas son extendidas para calcular los conjunto D(i). Pasamos ahora
a describirlas, lo que nos permitira en las dos secciones siguientes dar nuevas cotas que
mejoran las anteriores. Empecemos por notar que D(—1)={¢€ S | g—e¢ S,Ve € E}.
Este conjunto, denotado por @, suele llamarse conjunto de Apery de S relativo a E, pues
generaliza el concepto empleado en semigrupos numéricos ([1]). A partir de ahora vamos a
considerar que f—2 >4 > 0.

Definicién 2 Sea F' C E. Diremos que 7 = {F1,...,F;} es una i—triangulacion de F si
iF; =i+1, Vj=1,...,t,y F = U;=1 F;. Si ademds se verifica que F; € T, Vi =1,...,1,
y B ¢ T,,, diremos que 7 es una i—triangulacion de F' en T,,.

Sea G la matriz que tiene por columnas los generadores de S elegidos, G := (n1]...|np) €
M (445 xn(Z), considerando los n; como elementos en Z4ts |y sea

G -G 0 0 o0 0 0
0 G —¢G o 0 --- 0 0
GHy=|0 0 G -6 0 0 0| & Msoyi—1yxm(2).
0 0 0 0 0 g -G
Consideremos F C E, 7 = {F1,..., F;} una i-triangulacién de F, y denotemos por

er, € N" el vector con todas sus coordenadas nulas salvo aquellas indicadas en el conjunto
Fy. Sea e, := (ep,,...,er,) € N y sea

R.={a=(aW,...,a®)eN" | Gt)a=0 ,a>e.},



donde > es el orden parcial natural en N, Nétese que si @ = (aP,...,a®) € R,,
entonces se tiene que Ga) = ... = Ga®¥ = m € S para algin m. Para pasar del conjunto
R, al semigrupo definimos

YR, :={mesS | m= GaW | para algin a = (oM, a?, .. .,oz(t)) € R, }.

Es bien conocido que HR, := {& € R; | « es minimal para <} es finito, y por lo
tanto, el conjunto YHR, := {m € S | m = GaM,a = (aM,a? ... o)) € HR,}, es
finito.

Definamos en S el orden parcial m >¢ m’ si m —m’ € S\ Q. Ademés, dado H C S,
diremos que m € H es Q—minimal en H si m >¢ m’/, con m’ € H, tenemos que m = m/.
Sea M, :={m € ¥R, | m es Q—minimal en ¥R, }.

Lema 3 ([6]) En las condiciones anteriores, M, C YHR,+Q. En particular, M, es finito.

Proposicién 4 [6, Proposicion 11] Si m € D(i), entonces existe T = {F1, ..., F} i—trian-
gulacion de F' = U;—1, . F}; tal que m € M.

,,,,,

Del resultado anterior, llamando M, := {m € M,|F ¢ T}, y M;(F) = |, M,
obtenemos el siguiente teorema, que da un algoritmo para calcular los conjuntos D(i) (ver
[6, Remark 12]).

Teorema 5

FCE, {F>i42

2 Grados de las sicigias

Usaremos las siguientes notaciones:

o Size e, [falli = S, [y
o Si L CN°* HL:={x € L—{0} |  es minimal para <} si L # {0} y H{0} := {0}.
e Si M es una matriz entera

— |[M][ := sup; >, |a;], es decir el méximo de la norma 1 de sus vectores filas;
— H(M) :=H{x € N* | Mz =0}( Base de Hilbert del sistema).

El siguiente resultado de Pottier ([11]) nos permitird acotar la norma 1 de los elementos de
la base de Hilbert de un sistema lineal diofantico.

Teorema 6 ([11]) Six € H(M) entonces ||z||1 < (1 + ||M]|)®, donde s = rank(M).



Supondremos por comodidad de notacién que E = {nq,...,nyt y A= {nsy1,...,np}.
Por ser C(E) = C(S5), para cada j, f +1 < j < h, existe ¢; € N tal que g;n; = sz:l BIni,
donde 37 € N. De esta forma, si denotamos G; a la matriz

Gj = (ml - ng = ny),

tendremos que (39, ..., 5}, q;) € N/+1 es una N-solucién del sistema diofantico en congruen-
cia Gjx = 0. Ademas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que dicha N-solucién
estd en su base de Hilbert.

Denotemos por G, := (G;|T), siendo

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
T— ar —ap O 0 0 0 0 0 0
- 0 0 a2 —az O 0 0 0 0
0 0 0 0 az —az 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 as —as

Es fécil comprobar que existe §; € N?* tal que (37,. .. ,ﬁ;, q;,90;) estd en la base de Hilbert

del sistema (ya sin congruencias) G;x = 0. Asi, usando Teorema 6, se tiene que:

g < 18], 745,07l < (141G < (1 + 2max |a| + 1G]))¢+ (1)
Esto nos permite probar el siguiente resultado.

Lema 7 Sim € Q, entonces m = Gz con x € N verificando que

l|z|}1 < r(1+2max|a;| + |\g||)(d+s) _1

Demostracion: Si m € @ se tiene que verificar que m = Z?:fﬂ on;, con o < g5, para
todo j, f+1 < j < h. Entonces, ||a||1 < (h— f) max;(g;) — 1. Basta ahora usar la ecuacién

(I)yquer=h-—f. [ ]

Sea F C Ey 1 ={Fi,...,F;} una i-triangulacién de F en T, tal que m € YHR,.
Entonces, existe o € HR, tal que m = GaV), donde o = (aV,...,a®).

Notar que o € HR, siy sélosi a —e, € H{3 € N | G(t)(8+e,) = 0}.

Sea T la matriz

T 0 0 0
0o T 0 0
0 0 T 0 1e M ats)t—1)x2s(t—1)(Z).
0 O 0 T



Se verifica que existe A, tal que (a — e;, \) estd en la base de Hilbert del sistema (ya sin
congruencias) (G(¢)|T)(8,A) = —=G(t)e,.

Entonces, denotando G, := (G(t)|T|G(t)e,), se tiene que (o — e,, A\, 1) € H(G,). Sea
f
.
d; = < ii1 )

Lema 8 Con las notaciones anteriores, se tiene que

(@ —er, A, D)1 < (14 2max |a;] + 4]|G|]) )& -D),

Demostracion: Al ser (o — e, A\, 1) € H(G,), por el teorema 6, sabemos que

_ (d+9)(-1) _ hE F Y oa
[[(a—er, A, D)1 < (14]|G-]]) . Observar que t = fi7 < < i1 ) < ( i1 ) d.

De otro lado tenemos que
1G]] < [1G()]| + ||T|| + |G (t)e-|| < 2|[G]| + 2max |a;| + 2[|G|| = 4]|G]| + 2max |a;]
Aplicando las cotas anteriores, llegamos a que
la=ers A DI (WHIG @D < (141G, ) ED < (144]1G]+2 mavx ag ) D,
|

Lema 9 Sea m € XHR,, donde T = {F,...,F}} es una i-triangulacion de F = U!_, F; en
Trm. Entonces, m = Gz con ||z||1 < (1 + 2max |a;| + 4|\Q||)(d+s)(difl) + (i +1)d, — 1.

Demostracion: Al estar m = Go € YHR,, tenemos que z = o' con a = (oM, ..., a®) €
‘HR.. Utilizando el lema 8 es suficiente notar que

W]y < [lelli = [la+er — ey .
lla = erfli +lerlls < [[(@ = er A, D1 = 1+ (i + 1)t
(1 + 2max |a;| + 4]|G|) T~ 4 (i 4+ 1)d; — 1

1E4It

IAIAINA

Corolario 10 Sim € D(i), —1 <i < f — 2, entonces m = Gx con

2|l < 7 (1+ 2max |a;| +]|G])) T + (1 + 2max ag| + 4]|G]) TG 4 (6 +1)d) — 1.

Demostracion: Si i = —1 basta aplicar el lema 7. Supongamos entonces que 0 < i < f — 2.
Existe 7 = {Fy,..., F}} una i—triangulacién de F = U!_, F; en T, verificindose que m €
M, C ¥HR, + @, proposicion 4. Basta ahora aplicar los lemas 9 y 7. |

Proposicién 11 Sea m € S el grado de una i-sicigia minimal, 0 < i < h — 2. Entonces,
m = Gx con

s < 7 (1+ 2max |az| + [|G])) T + (1 + 2max [a;] + 4/G|) T 4 (i +1)(¢ +1) -1,

aontee = ()



Demostracion: Usando que m € S(i) C C;, tenemos que m = m + ng, donde m € D(t)
para algin ¢, —1 < ¢ < min{s, f — 2}, y F C A, con {F =i —t. Asi, m = Ga, a =a + ep,
y m = Ga. Usando el corolario 10 obtenemos

el < v (14 2maxcfa | + [|G]) )+ (1 + 2maxcfa| + 4]|G1) D (t4-1)d -1+ (i-t).
Basta ahora tener en cuenta que tanto ¢ + 1 como ¢ — ¢t son menores o iguales que i + 1, y

ademds, ¢ > d; ¥Vt = —1,...,min{i, f — 2}. [ |

NOTA: Observar que la cota anterior es simplemente exponencial en f, el nimero de rayos
extremales del cono.

3 Regularidad

Supondremos que I es homogéneo para la graduaciéon natural. Observar que entonces si
me€ S, ym=> a;n;, podemos definir ||m/|| = ||||1.

Es bien conocido, (ver [2] por ejemplo) que reg(I) = maxo<i;<p—2{t; — i} donde t; =
max{||m|| | m € S(i)}. Usando nuevas técnicas homoldgicas se puede obtener otra férmula.

Teorema 12 (/6, Teorema 19])

reg(I) = mar_1<i<s—2{u; — i}, donde u; = max{||m|| | m € D(i)}.
Podemos dar ahora la cota de la regularidad.

Teorema 13

reg(I) < r (1 +2max|a;] + |G| + (1 + 2max[a;] + 4]|G|) TV + (£ — 1) (¢ 1),

e foy ).

Demostracion: Usando la férmula del teorema 12, el resultado sigue del corolario 10 teniendo
encuentaque i +1< f—1, yqued >d; Vi=—1,...,f—2. [ |

NOTA: Observar que la cota anterior es simplemente exponencial en f, el nimero de rayos
extremales del cono.
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