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Abstract

Calculamos cotas para los grados de las sicigias de un ideal de ret́ıculo y en el caso
homogéneo de su regularidad. Las cotas están explicitadas en función de los genera-
dores del semigrupo asociado, y son śımplemente exponenciales en el número de rayos
extremales del cono asociado.
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Introducción

Pueden considerarse clásicos los ejemplos de ideales binomiales de Mayr y Meyer [9] donde el
crecimiento de los grados de los polinomios alcanzan el doblemente exponencial en función
del número de variables. En [2] pueden encontrarse una versión más algebraica de tales
ejemplos, aśı como el mismo resultado para las sicigias.

Podemos considerar también como clásico el resultado que asegura que para la clase de
ideales tóricos este grado es a lo sumo śımplemente exponencial en el número de variables
(ver [12]).

Las técnicas desarrolladas en [13] (ver también [10] y [7]), permiten acotar en el caso
de ideales de ret́ıculos dichos grados, y en el caso homogéneo, la regularidad. Estas cotas
están explicitadas en función de los generadores del semigrupo asociado. Son śımplemente
exponenciales en el número de generadores del semigrupo, o lo que es lo mismo, en el número

de variables. Concretamente, en el exponente aparece di =
(

h
i+ 1

)
para una i-sicigia, y

en el caso de la regularidad, aparece c =
(

h
bh2 c

)
, siendo h el número de variables.

La novedad en este art́ıculo consiste en obtener nuevas cotas (proposición 11 y teorema
13) que, aunque son de la misma naturaleza que las anteriores, son śımplemente exponen-
ciales en el número de rayos extremales del cono asociado.



1 Ideales de Ret́ıculos

Sea k un cuerpo conmutativo y R = k[X1, . . . , Xh] el anillo de polinomios en h indetermi-
nadas. Un ideal I de R se dice que es un ideal de ret́ıculo si existe un ret́ıculo L ⊂ Zh, tal que
I = 〈Xu+−Xu− | u ∈ L〉, donde u = u+−u− con u+, u− ∈ Nh, y supp(u+)∩supp(u−) = ∅.
Equivalentemente ([14]), si I es el ideal de un semigrupo S cancelativo, conmutativo, con
elemento neutro y generado por h elementos. Si representamos al álgebra del semigrupo
por k[S] =

⊕
m∈S kχ

m, (χm · χm′ = χm+m′), esto quiere decir que existe Λ = {n1, . . . , nh}
conjunto generador de S de forma que el homomorfismo de k−álgebras ϕ0 : R −→ k[S]
definido por ϕ0(Xi) = χni , tiene como núcleo ker(ϕ0) = I. Notar que al ser ϕ0 sobreyectivo,
se tiene que k[S] es isomorfo a R/I.

La equivalencia anterior puede comprobarse de la siguiente forma:

• partiendo de L, se construye S ⊂ Zh/L, el semigrupo generado por {e1+L, . . . , eh+L},
donde los ei son los vectores unitarios de Nh;

• partiendo de S se considera el ret́ıculo de la relaciones de sus generadores, es decir,
L = {u = (u1, . . . , uh) ∈ Zh|

∑
uini = 0}.

Observar que si denotamos G(S) al menor grupo que contiene a S, podemos suponer,
sin perdida de generalidad, que G(S) ' Zd ⊕ Z/a1Z ⊕ . . . ⊕ Z/asZ, con ai ∈ Z \ {0} para
1 ≤ i ≤ s. Denotaremos por π a la proyección sobre las primeras d coordenadas. El siguiente
resultado caracteriza cuando el ideal I es homogéneo.

Proposición 1 [6, Proposición 17] I es homogéneo para la graduación natural si y sólo si
∃w ∈ Qd tal que w · π(ni) = 1, para todo i = 1, . . . , h.

Por otro lado, I siempre es homogéneo para la graduación sobre R que asigna el
S−grado ni a la variable Xi. Para ver esto, basta considerar en k[S] la graduación natural
que hace a ϕ0 un morfismo S−graduado de grado 0. Por tanto, su núcleo I es S−graduado.

Exigiremos además la condición S∩(−S) = (0) sobre el semigrupo, que es equivalente a
la condición L∩Nh = (0) sobre el ret́ıculo. Esta propiedad garantiza un lema de Nakayama
para S−graduaciones ([3]), que nos asegura la existencia de la resolución libre minimal,
única salvo isomorfismos. Denotaremos a tal resolución

0→ Rbh−1
ϕh−1→ · · · → Rb2

ϕ2→ Rb1
ϕ1→ R

ϕ0→ k[S]→ 0,

y Ni = ker(ϕi) al i−ésimo módulo de sicigias 0 ≤ i ≤ h − 1 (N0 = I). Esta resolución
es S−graduada. En el caso en que el ideal de ret́ıculo sea homogéneo para la graduación
natural, la condición S ∩ (−S) = (0) se tiene asegurada ([6, Lema 18]).

Consideramos el Q−espacio vectorial V = G(S)
⊗

Z Q y sea C(S) el cono generado
por S̄, la imagen de S en V. La condición S ∩ (−S) = (0), asegura que C(S) es fuerte-
mente convexo, aśı f , número de rayos extremales de C(S), verifica que f ≥ d = dimS =
rank (G(S)). En estas condiciones, existe E ⊂ Λ con ]E = f, y tal que C(E) = C(S). Sea
A = Λ \ E, ]A = h− f = r.
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Para cada m ∈ S definimos los complejos simpliciales:

∆m = {F ⊂ Λ | m− nF ∈ S} y Tm = {F ⊂ E | m− nF ∈ S}

donde nF =
∑
n∈F n y n∅ = 0.

Vamos a denotar por H̃i(•) a la i−ésima homoloǵıa reducida de un complejo simplicial.
Los siguientes subconjunto de S : S(i) = {m ∈ S | H̃i(∆m) 6= 0}, h − 2 ≥ i ≥ 0, y
D(i) = {m ∈ S | H̃i(Tm) 6= 0}, f − 2 ≥ i ≥ −1, están relacionados con los grados de
las sicigias minimales de I. Concretamente, S(i) coincide con los S−grados de las i−sicigias
minimales ([4]).

Por otra parte, denotando por

Ci = {m ∈ S | m = m+ nF , con m ∈ D(t) y F ⊂ A, ]F = i− t, para algún t ≥ −1},

se tiene que S(i) ⊂ Ci (ver [8]).

En [13] (ver también [10] y [7]) el estudio de la propiedad H̃i(∆m) 6= 0 permite obtener
el conjunto S(i) asociando a cada F ⊂ Λ con ]F ≥ i+ 2 varios sistemas lineales diofánticos.
Las bases de Hilbert de estos sistemas conducen hasta los elementos de S(i). Más aún,
permiten obtener cotas de los grados de las sicigias aśı como de la regularidad en el caso
homogéneo.

En [6] estas técnicas son extendidas para calcular los conjunto D(i). Pasamos ahora
a describirlas, lo que nos permitirá en las dos secciones siguientes dar nuevas cotas que
mejoran las anteriores. Empecemos por notar que D(−1) = {q ∈ S | q − e /∈ S, ∀e ∈ E}.
Este conjunto, denotado por Q, suele llamarse conjunto de Apery de S relativo a E, pues
generaliza el concepto empleado en semigrupos numéricos ([1]). A partir de ahora vamos a
considerar que f − 2 ≥ i ≥ 0.

Definición 2 Sea F ⊂ E. Diremos que τ = {F1, . . . , Ft} es una i−triangulación de F si
]Fj = i+ 1, ∀j = 1, . . . , t, y F =

⋃t
j=1 Fj . Si además se verifica que Fj ∈ Tm, ∀j = 1, . . . , t,

y F /∈ Tm, diremos que τ es una i−triangulación de F en Tm.

Sea G la matriz que tiene por columnas los generadores de S elegidos, G := (n1| . . . |nh) ∈
M(d+s)×h(Z), considerando los ni como elementos en Zd+s, y sea

G(t) :=


G −G 0 0 0 0 0
0 G −G 0 0 · · · 0 0
0 0 G −G 0 0 0

. . . . . . . . .
0 0 0 0 0 G −G

 ∈M(d+s)(t−1)×ht(Z).

Consideremos F ⊂ E, τ = {F1, . . . , Ft} una i-triangulación de F, y denotemos por
eFl
∈ Nh el vector con todas sus coordenadas nulas salvo aquellas indicadas en el conjunto

Fl. Sea eτ := (eF1 , . . . , eFt) ∈ Nht y sea

Rτ := {α = (α(1), . . . , α(t)) ∈ Nht | G(t)α = 0 , α� eτ},

3



donde � es el orden parcial natural en Nht. Nótese que si α = (α(1), . . . , α(t)) ∈ Rτ ,
entonces se tiene que Gα(1) = · · · = Gα(t) = m ∈ S para algún m. Para pasar del conjunto
Rτ al semigrupo definimos

ΣRτ := {m ∈ S | m = Gα(1), para algún α = (α(1), α(2), . . . , α(t)) ∈ Rτ}.

Es bien conocido que HRτ := {α ∈ Rτ | α es minimal para �} es finito, y por lo
tanto, el conjunto ΣHRτ := {m ∈ S | m = Gα(1), α = (α(1), α(2), . . . , α(t)) ∈ HRτ}, es
finito.

Definamos en S el orden parcial m >Q m′ si m −m′ ∈ S \ Q. Además, dado H ⊂ S,
diremos que m ∈ H es Q−minimal en H si m ≥Q m′, con m′ ∈ H, tenemos que m = m′.
Sea Mτ := {m ∈ ΣRτ | m es Q−minimal en ΣRτ}.

Lema 3 ([6]) En las condiciones anteriores, Mτ ⊂ ΣHRτ +Q. En particular, Mτ es finito.

Proposición 4 [6, Proposición 11] Si m ∈ D(i), entonces existe τ = {F1, . . . , Ft} i−trian-
gulación de F = ∪j=1,...,tFj tal que m ∈Mτ .

Del resultado anterior, llamando M ′τ := {m ∈ Mτ |F /∈ Tm}, y Mi(F ) :=
⋃
τ M

′
τ ,

obtenemos el siguiente teorema, que da un algoritmo para calcular los conjuntos D(i) (ver
[6, Remark 12]).

Teorema 5
D(i) ⊂

⋃
F⊂E, ]F≥i+2

Mi(F ).

2 Grados de las sicigias

Usaremos las siguientes notaciones:

• Si x ∈ Zs, ||x||1 :=
∑s
j=1 |xj |.

• Si L ⊂ Ns HL := {x ∈ L− {0} | x es minimal para �} si L 6= {0} y H{0} := {0}.

• Si M es una matriz entera

– ||M || := supl
∑
j |alj |, es decir el máximo de la norma 1 de sus vectores filas;

– H(M) := H{x ∈ Ns | Mx = 0}( Base de Hilbert del sistema).

El siguiente resultado de Pottier ([11]) nos permitirá acotar la norma 1 de los elementos de
la base de Hilbert de un sistema lineal diofántico.

Teorema 6 ([11]) Si x ∈ H(M) entonces ||x||1 ≤ (1 + ||M ||)s, donde s = rank(M).
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Supondremos por comodidad de notación que E = {n1, . . . , nf} y A = {nf+1, . . . , nh}.
Por ser C(E) = C(S), para cada j, f + 1 ≤ j ≤ h, existe qj ∈ N tal que qjnj =

∑f
i=1 β

j
i ni,

donde βji ∈ N. De esta forma, si denotamos Gj a la matriz

Gj := (n1| · · · |nf | − nj),

tendremos que (βj1, . . . , β
j
f , qj) ∈ Nf+1 es una N-solución del sistema diofántico en congruen-

cia Gjx = 0. Además, podemos suponer sin pérdida de generalidad que dicha N-solución
está en su base de Hilbert.

Denotemos por G̃j := (Gj |T ), siendo

T =



0 0 0 0 0 0 0 · · · 0 0

. . .
. . .

. . .

0 0 0 0 0 0 0 0 0
a1 −a1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a2 −a2 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 a3 −a3 0 0 0

. . .
. . .

. . .

0 0 0 0 0 0 0 as −as


.

Es fácil comprobar que existe δj ∈ N2s tal que (βj1, . . . , β
j
f , qj , δj) está en la base de Hilbert

del sistema (ya sin congruencias) G̃jx = 0. Aśı, usando Teorema 6, se tiene que:

qj ≤ ||(βj1, . . . , β
j
f , qj , δj)||1 ≤ (1 + ||G̃j ||)(d+s) ≤ (1 + 2 max

l
|al|+ ||G||)(d+s) (1)

Esto nos permite probar el siguiente resultado.

Lema 7 Si m ∈ Q, entonces m = Gx con x ∈ Nh verificando que

||x||1 ≤ r (1 + 2 max |aj |+ ||G||)(d+s) − 1.

Demostración: Si m ∈ Q se tiene que verificar que m =
∑h
j=f+1 αjnj , con αj < qj , para

todo j, f +1 ≤ j ≤ h. Entonces, ||α||1 ≤ (h−f) maxj(qj)−1. Basta ahora usar la ecuación
(1) y que r = h− f .

Sea F ⊂ E y τ = {F1, . . . , Ft} una i-triangulación de F en Tm tal que m ∈ ΣHRτ .
Entonces, existe α ∈ HRτ tal que m = Gα(1), donde α = (α(1), . . . , α(t)).

Notar que α ∈ HRτ si y sólo si α− eτ ∈ H{β ∈ Nht | G(t)(β + eτ ) = 0}.

Sea T̃ la matriz
T 0 0 0
0 T 0 · · · 0
0 0 T 0

. . . . . .
0 0 0 T

 ∈M(d+s)(t−1)×2s(t−1)(Z).
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Se verifica que existe λ, tal que (α − eτ , λ) está en la base de Hilbert del sistema (ya sin
congruencias) (G(t)|T̃ )(β, λ) = −G(t)eτ .

Entonces, denotando Gτ := (G(t)|T̃ |G(t)eτ ), se tiene que (α − eτ , λ, 1) ∈ H(Gτ ). Sea

d′i :=
(

f
i+ 1

)
.

Lema 8 Con las notaciones anteriores, se tiene que

||(α− eτ , λ, 1)||1 ≤ (1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(d
′
i−1).

Demostración: Al ser (α− eτ , λ, 1) ∈ H(Gτ ), por el teorema 6, sabemos que

||(α−eτ , λ, 1)||1 ≤ (1+||Gτ ||)(d+s)(t−1). Observar que t = ]τ ≤
(

]F
i+ 1

)
≤
(

f
i+ 1

)
= d′i.

De otro lado tenemos que

||Gτ || ≤ ||G(t)||+ ||T̃ ||+ ||G(t)eτ || ≤ 2||G||+ 2 max |aj |+ 2||G|| = 4||G||+ 2 max |aj |

Aplicando las cotas anteriores, llegamos a que

||(α−eτ , λ, 1)|| ≤ (1+||Gτ ||)(d+s)(t−1) ≤ (1+||Gτ ||)(d+s)(d
′
i−1) ≤ (1+4||G||+2 max |aj |)(d+s)(d

′
i−1).

Lema 9 Sea m ∈ ΣHRτ , donde τ = {F1, . . . , Ft} es una i-triangulación de F = ∪ti=1Fi en
Tm. Entonces, m = Gx con ||x||1 ≤ (1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(d

′
i−1) + (i+ 1)d′i − 1.

Demostración: Al estar m = Gx ∈ ΣHRτ , tenemos que x = α1 con α = (α(1), . . . , α(t)) ∈
HRτ . Utilizando el lema 8 es suficiente notar que

||x||1 ≤ ||α(1)||1 ≤ ||α||1 = ||α+ eτ − eτ ||1
≤ ||α− eτ ||1 + ||eτ ||1 ≤ ||(α− eτ , λ, 1)||1 − 1 + (i+ 1)t
≤ (1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(d′i−1) + (i+ 1)d′i − 1

Corolario 10 Si m ∈ D(i), −1 ≤ i ≤ f − 2, entonces m = Gx con

||x||1 ≤ r (1 + 2 max |aj |+ ||G||)(d+s) + (1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(d
′
i−1) + (i+ 1)d′i − 1.

Demostración: Si i = −1 basta aplicar el lema 7. Supongamos entonces que 0 ≤ i ≤ f − 2.
Existe τ = {F1, . . . , Ft} una i−triangulación de F = ∪ti=1Fi en Tm verificándose que m ∈
Mτ ⊂ ΣHRτ +Q, proposición 4. Basta ahora aplicar los lemas 9 y 7.

Proposición 11 Sea m ∈ S el grado de una i-sicigia minimal, 0 ≤ i ≤ h − 2. Entonces,
m = Gx con

||x||1 ≤ r (1 + 2 max |aj |+ ||G||)(d+s) +(1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(c
′−1) +(i+1)(c′+1)−1,

donde c′ =
(

f
bf/2c

)
.
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Demostración: Usando que m ∈ S(i) ⊂ Ci, tenemos que m = m + nF , donde m ∈ D(t)
para algún t, −1 ≤ t ≤ min{i, f − 2}, y F ⊂ A, con ]F = i− t. Aśı, m = Gα, α = α+ eF ,
y m = Gα. Usando el corolario 10 obtenemos

||α||1 ≤ r (1 + 2 max |aj |+ ||G||)(d+s)+(1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(d
′
t−1)+(t+1)d′t−1+(i−t).

Basta ahora tener en cuenta que tanto t + 1 como i − t son menores o iguales que i + 1, y
además, c′ ≥ dt ∀t = −1, . . . ,min{i, f − 2}.

NOTA: Observar que la cota anterior es śımplemente exponencial en f , el número de rayos
extremales del cono.

3 Regularidad

Supondremos que I es homogéneo para la graduación natural. Observar que entonces si
m ∈ S, y m =

∑
αini, podemos definir ||m|| = ||α||1.

Es bien conocido, (ver [2] por ejemplo) que reg(I) = max0≤i≤h−2{ti − i} donde ti =
max{||m|| | m ∈ S(i)}. Usando nuevas técnicas homológicas se puede obtener otra fórmula.

Teorema 12 ([6, Teorema 19])

reg(I) = max−1≤i≤f−2{ui − i}, donde ui = max{||m|| | m ∈ D(i)}.

Podemos dar ahora la cota de la regularidad.

Teorema 13

reg(I) ≤ r (1 + 2 max |aj |+ ||G||)(d+s) + (1 + 2 max |aj |+ 4||G||)(d+s)(c
′−1) + (f − 1)(c′− 1),

donde c′ =
(

f
bf/2c

)
.

Demostración: Usando la fórmula del teorema 12, el resultado sigue del corolario 10 teniendo
en cuenta que i+ 1 ≤ f − 1, y que c′ ≥ di ∀i = −1, . . . , f − 2.

NOTA: Observar que la cota anterior es śımplemente exponencial en f , el número de rayos
extremales del cono.
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