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1.3 Los teoremas de Pitágoras y Thales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 El seno y el coseno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.5 El teorema del coseno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Geometŕıa. Departamento de Álgebra. http://alojamientos.us.es/da

Tema 1

Introducci ón a la geometŕıa del plano

1.1 Introducción histórica: los axiomas de Euclides.

La Geometŕıa, que significa literalmente “medida de la tierra”, es una ciencia que nació
precisamente como eso: una técnica para la medición de terrenos. Es famoso el caso
de los Egipcios, que debı́an medir con exactitud las fincas inundadas por la crecida del
Nilo. Pero fue en la antigua Grecia donde se desarrolló como disciplina, alcanzando su
momento cumbre con la aparición de losElementosde Euclides de Alejandrı́a: Una obra
de trece tomos, escrita hacia el año 300 a. C., donde Euclides recoge los conocimientos
mateḿaticos “elementales” de su tiempo, y los desarrolla y perfecciona de tal manera,
que es sin duda la obra más famosa e influyente de la historia de las Matemáticas.

De los trece tomos de los Elementos, nueve están dedicados a la Geometrı́a, lo que
pone de manifiesto la importancia de esta disciplina en el mundo antiguo. Una de las
principales novedades de los Elementos es la axiomatización de la Geometrı́a. Es decir,
introduce primero unos conceptos básicos, como son los puntos, rectas, circunferencias,
planos, y luego enuncia una serie de axiomas o postulados, que son propiedades de los
objetos definidos antes, que son intuitivamente ciertos, y que se dejan sin demostrar. Estos
axiomas son la base de toda la teorı́a, ya que cualquier otro resultado que se enuncie debe
demostrarse a partir de los axiomas.

Escritos en lenguaje moderno, los cinco axiomas que proponeEuclides en los Ele-
mentos son los siguientes:

Axioma I: Dos puntos determinan una sola recta.
Axioma II: Toda recta puede prolongarse indefinidamente.
Axioma III: Con cualquier centro y cualquier radio puede trazarse una circunferencia.
Axioma IV: Todos lośangulos rectos son iguales.
Axioma V: Por un punto exterior a una recta existe una sola paralela a larecta dada.

Observacíon.–En realidad el Axioma V de Euclides era el siguiente:“Si una recta corta
a otras dos rectas formando con ellasángulos interiores del mismo lado menores que dos
ángulos rectos, las dos lı́neas rectas, prolongadas indefinidamente, se cortan del lado por
el cual losángulos son menores que dosángulos rectos”. Pero normalmente se sustituye
por el Axioma V anterior, que es equivalente y mucho más conciso.

En realidad, estos cinco axiomas de Euclides son insuficientes para desarrollar todos
los resultados geoḿetricos, incluso aquellos contenidos en los Elementos, y por ello se
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han ido modificando a lo largo del tiempo, tratando de obtenerun ńumero pequẽno pero
suficiente de axiomas independientes, en los que se base la Geometŕıa. Posiblemente una
de las propuestas ḿas importantes, aunque también haya sido mejorada posteriormente,
se debe a David Hilbert. En su obra“Fundamentos de la Geometrı́a” , de 1899, Hilbert
propone 20 axiomas, agrupados de la siguiente manera: sietede pertenencia, cinco de
orden, uno de paralelismo (Axioma V), seis de congruencia y uno de continuidad.

No entraremos aquı́ a enumerar los axiomas de Hilbert, ni sus sucesivas modifica-
ciones. Supondremos conocidos los conceptos intuitivos depunto, recta,́angulo o distan-
cia, y las nociones de pertenencia como“un punto pertenece a una recta”, de orden como
“un segmento es el trozo de recta formado por los puntos que están entre dos puntos da-
dos”, o de congruencia como“dos segmentos tienen el mismo tamaño” o “dos ángulos
son iguales”.

Aśı podemos definir, por ejemplo, una circunferencia como el conjunto de puntos que
est́an a la misma distancia de uno dado, llamado centro. O un triángulo como un conjunto
de tres puntos.

Los resultados que se obtienen a partir de estas nociones básicas determinan lo que se
llama laGeometŕıa sint́etica. Fue laúnica forma de Geometrı́a que se conoció y utilizó
durante muchos siglos, hasta que en el siglo XVII, principalmente por el trabajo de René
Descartes, apareció laGeometŕıa anaĺıtica, donde se estudian las propiedades de los obje-
tos geoḿetricos utilizando eĺAlgebra. En el siglo XVIII hubo mucha controversia sobre
cuál de los dos puntos de vista era el adecuado. Aunque actualmente la eficacia de la
Geometŕıa Anaĺıtica ha desbancado casi por completo a la Geometrı́a sint́etica, los resul-
tados expuestos en este tema se verán utilizando exclusivamente la Geometrı́a sint́etica,
para que el alumno comprenda de qué se trata, admire la belleza de las demostraciones, y
reconozca una parte de las Matemáticas que ha predominado durante más de veinte siglos.

1.2 Triángulos.Área del tri ángulo.

La Geometŕıa que se estudia en los Elementos de Euclides, que es aquellade la que
todo el mundo tiene una idea intuitiva, se ha dado en llamarGeometŕıa Eucĺıdea. Esto
da una idea de la importancia de Euclides en la historia de lasmateḿaticas. En este
tema estudiaremos la Geometrı́a Eucĺıdea en el plano, donde los elementos básicos son
los puntos y las rectas. De hecho, estudiaremos solamente una parte del primer libro
de los Elementos, dedicado a los triángulos. Aunque usemos un lenguaje moderno, las
demostraciones serán sint́eticas, sin hacer ningún uso de coordenadas o ecuaciones (que
veremos ḿas adelante).

A partir de ahora denotaremos a los puntos del plano con letras maýusculas,A,B,C,...
La recta que pasa por dos puntosA y B la denotaremosAB, y el segmento que uneA
y B se denotaŕa AB. A veces usaremos el nombre de un segmento para referirnos a su
longitud, pero esto estará claro por el contexto. Por otra parte, losángulos los denotare-
mos normalmente con letras griegas, aunque elángulo que forma un segmentoAB con
un segmentoAC lo denotaremosB̂AC (observemos que el punto central,A, es el v́ertice
del ángulo). Si los puntosA, B y C est́an alineados yA se encuentra entreB y C, di-
remos que eĺanguloB̂AC es llano y lo denotaremosπ. Si los segmentosAB y AC son
perpendiculares, diremos que elánguloB̂AC es recto y lo denotaremosπ/2.
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Estudiaremos en esta sección el concepto intuitivo déarea de un objeto geométrico
en el plano. Ḿas concretamente, nos centraremos en la región del plano delimitada por
un rect́angulo o un tríangulo. A un rect́angulo cuyos lados tengan longitudes respectivas
a y b, le asociaremos una magnitud llamadaárea, que denotaremosab (en analoǵıa al
producto de ńumeros reales). Eĺarea de un cuadrado de ladoa, que hemos denotadoaa,
tambíen se denotaráa2 (de hecho, esta magnitud se denominaa al cuadradoprecisamente
por este motivo).

La única propiedad deĺarea que supondremos cierta es que se trata de una magnitud
aditiva, es decir, que si una región es uníon disjunta de dos regiones más pequẽnas, en-
tonces eĺarea de la mayor es la suma delárea de las dos pequeñas. Usando esta propiedad,
es f́acil ver mediante dibujos que las siguientes propiedades, bien conocidas para los
números reales, se cumplen también en el contexto de lasáreas de regiones del plano.

ab = ba, (a + b)c = ac + bc, (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

Otro concepto que usaremos con cierta asiduidad es el deproporción. La proporcíon
entre dos magnitudesa y b, que denotaremosa/b (por analoǵıa a la raźon o a la divisíon
de ńumeros reales), viene determinada por el hecho de que la proporción entrea y b es
igual a la proporcíon entrec y d (es decir,a/b = c/d) si se tienead = bc, lo cual ya es
una igualdad entre elárea de dos rectángulos. Geoḿetricamente, la igualdada/b = c/d
significa que el rećangulo de ladosa y b se puede transformar en el rectángulo de ladosc
y d mediante una amplicación o reduccíon, sin alterar sus “proporciones”.

Una propiedad importante de las proporciones es que pueden ser tratadas como mag-
nitudes de longitud. En efecto, la magnituda/b es aquella tal que el rectángulo de lados
a/b y b tiene la mismáarea que el rectángulo de ladosa y 1. Por tanto, podemos per-
mitirnos a partir de ahora hacer cálculos con la proporción a/b. Por ejemplo podemos
elevarla al cuadrado, cosa que haremos con unas proporciones bien conocidas: el seno y
el coseno de uńangulo.
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Definición.– Un triángulo es un conjunto de tres puntos del plano,A, B y C. Lo deno-
taremos simplemente porABC.
Los lados del tríanguloABC son los segmentosa = BC, b = AC y c = AB.
Los ángulos del tríanguloABC son losángulosÂ = B̂AC, B̂ = ĈBA y Ĉ = ÂCB.

Definición.–Diremos que dos triángulosABC y A′B′C ′ son congruentes o iguales si se
tienen las siguientes igualdades:

a = a′, b = b′, c = c′, Â = Â′, B̂ = B̂′, Ĉ = Ĉ ′.

Observacíon.– Seǵun uno de los axiomas de Hilbert, para queABC y A′B′C ′ sean
iguales basta con queb = b′, c = c′ y Â = Â′.

Observacíon.– Recordemos que un triángulo se dice rectángulo si uno de suśangulos
es unángulo recto. Por contra, un triángulo acut́angulo tiene sus treśangulos agudos
(menores que eĺangulo recto), y un triángulo obtuśangulo tiene uńangulo obtuso (mayor
que unángulo recto). En un triángulo rect́angulo, los dos lados que forman elángulo
recto se llaman catetos, y el otro lado se llama hipotenusa.

Definición.–Diremos que un tríangulo es equilátero si sus tres lados son iguales, isósceles
si dos de sus lados son iguales entre sı́ y distintos del tercero, y escaleno si sus tres lados
son distintos dos a dos.

Uno de los primeros resultados que se puede demostrar sobre los tríangulos es el
cálculo de súarea. Para ello suponemos que, como en la figura anterior, el ladoc del
triángulo es horizontal, y lo llamamos base, y al segmento vertical que une el puntoC
con la rectaAB lo llamamos altura, y lo denotamoshC . Esto se podrı́a haber hecho
tambíen con los otros ladosa y b, denotando la alturahA como el segmento perpendicular
aBC que une el v́erticeA con la rectaBC, y definiendo la alturahB de forma ańaloga.

Por otra parte, por definición, elárea de un cuadrado de lado1 es igual a1, por lo que
el área de un cuadrado de lador es igual ar2, y el área de un rectángulo de ladosa y b es
igual aab. De aqúı podemos obtener elárea de un tríangulo cualquiera.

Teorema.–El área de un tríanguloABC es igual a la mitad del producto de su base por
su altura. Es decir,

Área(ABC) =
a hA

2
=

b hB

2
=

c hC

2
.

Demostracíon.– Demostraremos el teorema para el ladoc y la alturahC , siendo los
otros casos ańalogos. Se dan tres casos, dependiendo si la alturahC corta al ladoc en uno
de sus v́ertices, lo corta en el interior, o no lo corta. Estos tres casos son los del siguiente
dibujo:

En el primer caso,hC = b (o bienhC = a, que es un caso análogo), luego el teorema
dice que elárea de este triángulo rect́angulo seŕa bc/2. En efecto, si consideramos el
rect́angulo de ladosb y c, que tienéareabc, su diagonal será el ladoa, que divide a este
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Geometŕıa. Departamento de Álgebra. http://alojamientos.us.es/da

rect́angulo en dos triángulos iguales aABC. Por tanto, eĺarea deABC es la mitad de
bc = hC c.

En el segundo caso, elárea deABC es la suma de laśareas de los triángulosADC
y DBC. Como estos dos son triángulos rect́angulos, deducimos que elárea deABC es
igual a

AD hC

2
+

DB hC

2
=

(AD + DB) hC

2
=

c hC

2
.

Porúltimo, en el tercer caso, elárea deABC es la diferencia entre elárea deDBC y el
área deDAC, que son ambos triángulos rect́angulos. Por tanto, elárea deABC seŕa

DB hC

2
− DA hC

2
=

(DB − DA) hC

2
=

c hC

2
,

como queŕıamos demostrar.Q.E .D.

1.3 Los teoremas de Pit́agoras y Thales.

Continuaremos ahora demostrando unos de los resultado más conocidos de la geometrı́a
clásica, que trata de triángulos rect́angulos: el Teorema de Pitágoras.

Teorema de Pit́agoras.–En un tríangulo rect́angulo, la suma de los cuadrados de los
catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Demostracíon.– Dado un tríangulo rect́angulo de catetosa y b e hipotenusac, de-
mostraremos el teorema de Pitágoras expresando elárea del cuadrado de ladoa + b de
dos formas distintas. Por un lado, ya vimos que elárea de este cuadrado es:

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

Por otra parte, podemos descomponer el mismo cuadrado como en el dibujo,

donde se ve cláramente que elárea del cuadrado de ladoa + b es igual a cuatro veces
el área del tríangulo rect́angulo considerado, es decir,4(ab/2) = 2ab, más elárea de un
cuadrado de ladoc. Esto es:

(a + b)2 = 2ab + c2.

8
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Igualando las dos magnitudes, se tiene finalmente

a2 + 2ab + b2 = 2ab + c2 ⇒ a2 + b2 = c2,

como queŕıamos probar.Q.E .D.

A continuacíon demostraremos otro de los teoremas clásicos de la geometrı́a, muy
anterior a los Elementos, ya que su autor fue Thales de Mileto(634-547 a.C.).

Teorema de Thales.–Si dos rectas paralelas cortan a dos rectas secantes (formando
por tanto dos tríangulos déangulos iguales), entonces la proporción entre cada lado del
triángulo mayor y el lado correspondiente del triángulo menor es constante.

Demostracíon.–El enunciado del teorema se entiende mejor con el siguiente dibujo:

Podemos considerar que las rectas paralelas están del mismo lado deA, ya que siDE
estuviera del otro lado, el triánguloADE seŕıa igual a otro tríanguloAD′E ′ cuyo lado
D′E ′ seŕa paralelo aDE, del mismo tamãno, y estaŕa del mismo lado deA que la recta
BC. Adeḿas, demostrar el teorema paraAD′E ′ equivaldŕıa a demostrarlo paraADE,
luego consideraremos que la situación es exactamente la del dibujo.

El Teorema de Thales dice que en este caso

AB

AD
=

AC

AE
=

BC

DE
.

Para demostrarlo, seanh y r las alturas del tríanguloADE correspondientes a los lados
AD y DE respectivamente, y seas la distancia entre las dos rectas paralelas. Vamos a
probar que las tres fracciones anteriores son iguales a(r + s)/r.

En primer lugar, eĺarea del tríanguloEDB es igual aDBh/2, pero tambíen aDEs/2.
Por otro lado, eĺarea deADE esAD h/2, y tambíenDE r/2. Por tanto, se tienen las
siguientes proporciones:

Área(EDB)

Área(ADE)
=

DB

AD
=

s

r
⇔ DB r = AD s.

Pero entonces se tiene:

DB r = AD s ⇔ AD r + DB r = AD r + AD s ⇔

(AD + DB) r = AD (r + s) ⇔ AB r = AD (r + s).

O, dicho de otra manera:
AB

AD
=

r + s

r
.

9
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De forma completamente análoga se demuestra que

AC

AE
=

r + s

r
.

Porúltimo, el área del tríanguloABC esBC (r + s)/2, pero tambíen es la suma de
lasáreas de los triángulosADE, EDC y CDB, por tanto se tiene:

1

2
BC(r+s) =

1

2
DEr+

1

2
DEs+

1

2
BCs ⇔ BC(r+s) = DE(r+s)+BCs ⇔

BC r = DE (r + s) ⇔ BC

DE
=

r + s

r
,

luego las tres proporciones son iguales, como querı́amos demostrar.Q.E .D.

1.4 El seno y el coseno.

Una de las aplicaciones más interesantes del Teorema de Thales es que nos permite definir
el senoy el cosenode unángulo dado, como sigue:

Definición.– Seaα un ángulo agudo, y seaABC un triángulo tal queÂ = α y B̂ es un
ángulo recto. Se definen elsenoy el cosenodeα como las proporciones siguientes:

senα =
a

b
cos α =

c

b
.

Definición.–Dados dośangulosα y β diremos que son complementarios cuandoα+β =
π/2 y diremos que son suplementarios cuandoα + β = π.

Usandoángulos suplementarios, podemos definir el seno y el coseno para ángulos
obtusos:

Definición.–Si α es unángulo recto, entonces

sen(α) = 1, cos(α) = 0.

Si α es unángulo obtuso, entonces

sen(α) = sen(π − α), cos(α) = − cos(π − α),

dondeπ representa uńangulo recto (luegoπ − α es unángulo agudo).

Proposición.–El seno y el coseno de unángulo est́an bien definidos.

Demostracíon.– La definicíon seŕa correcta si lo es paráangulos agudos, ya que el
seno y el coseno de unángulo recto están uńıvocamente determinados, y los de unángulo
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obtuso est́an definidos a partir de súangulo suplementario, que es agudo. Supongamos
entonces queα es unángulo agudo, y consideremos dos triángulos rect́angulosABC
y A′B′C ′ como el del dibujo anterior, dondêA = Â′ = α. Si superponemos los dos
triángulos, el teorema de Thales nos dice que

a′

a
=

b′

b
=

c′

c
,

de donde se obtienen las igualdades

a

b
=

a′

b′
,

c

b
=

c′

b′
.

Por tanto, la definicíon del seno y el coseno deα no depende del triángulo rect́angulo
que tomemos, luego es una definición correcta.Q.E .D.

Observacíon.–Sólo hemos definido los senos y cosenos deángulos mayores que cero y
menores queπ, ya que estamos estudiando triángulos, cuyośangulos siempre estarán en
este conjunto. En este contexto una propiedadútil es la siguiente:

Observacíon.–De las definiciones son inmediatas las siguientes igualdades:

(a) Siα y β son complementarios, sen(α) = cos(β) y cos(α) = sen(β).

(a) Siα y β son suplementarios, sen(α) = sen(β) y cos(α) = − cos(β).

Además de estar bien definidos, el seno y el coseno de unángulo determinan al propio
ángulo:

Proposición.–Si α y β son dośangulos menores que uno llano, y se tienecos α = cos β,
entoncesα = β. Si se tiene senα = senβ, entonces o bienα = β o bienα = π − β.

Demostracíon.–Supongamos primero quecos α = cos β. Al igual que en el resultado
anterior, podemos suponer queα y β sonángulos agudos (su coseno es positivo). Supon-
gamos quecos α = cos β = c/b para ciertos ńumeros positivosb y c. Esto quiere decir
que tantoα comoβ sonángulos de sendos triángulos rect́angulos, cuyos lados contiguos
a α y β midenb y c, respectivamente. Pero el Teorema de Pitágoras nos dice entonces
cuánto mide el lado opuesto en ambos triángulos, luego los dos triángulos son iguales, y
por tantoα = β.

Por otra parte, si senα = senβ y ambos sońangulos agudos, un razonamiento idéntico
al anterior nos dice queα = β. Por tanto, si alguno de ellos es obtuso, sabemos que sólo
hay unángulo agudo que tenga el mismo seno. Esto demuestra el resultado.Q.E .D.

Tambíen se demuestra fácilmente la famosa fórmula que relaciona el seno y el coseno:

Proposición.–Seaα un ángulo menor que uno llano. Se tiene sen2 α + cos2 α = 1.

Demostracíon.–Si α es recto, el resultado es inmediato. Si es obtuso, se puede susti-
tuir por su suplementario, ya que en la fórmula el seno y el coseno aparecen al cuadrado.

11
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Por tanto, podemos considerar queα es agudo. Consideramos entonces un triángulo
rect́angulo de hipotenusa1, uno de cuyośangulos seaα. Los dos catetos deben medir,
respectivamente, senα y cos α, luego la f́ormula que queremos demostrar nos la da el
Teorema de Pitágoras.Q.E .D.

Porúltimo, veamos ćomo el seno de un angulo puede servirnos para hallar elárea de
un triángulo:

Proposición.–SeaABC un triángulo. Entonces elárea deABC es la mitad del producto
de dos lados por el seno delángulo que forman.

Demostracíon.–Inmediata, ya que uno de los lados por el seno es la altura correspon-
diente al otro lado.

Corolario (Teorema del seno).–SeaABC un triángulo. Entonces:

sen(Â)

a
=

sen(B̂)

b
=

sen(Ĉ)

c
.

Demostracíon.– Se deduce directamente de la fórmula anterior, aplićandola en los

tresángulos deABC. Los tres t́erminos son iguales a
área(ABC)

abc
.

1.5 El teorema del coseno.

Una vez definido el coseno, podemos hacer una generalización del Teorema de Pitágoras
para tríangulos que no sean rectángulos:

Teorema del coseno.–Dado un tríangulo cualquieraABC, se cumple lo siguiente:

a2 = b2 + c2 − 2 b c cos Â.

Demostracíon.–Al igual que en el teorema delárea del tríangulo, tenemos tres posi-
blidades, dependiendo de siÂ es unángulo recto, agudo u obtuso.

Si Â es recto, entoncescos Â = 0, por lo que el Teorema del coseno dice lo mismo
que el teorema de Pitágoras, que ya hemos demostrado.

12
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Si Â es agudo, dividimos el triánguloABC en dos tríangulos rect́angulos,ADC y
CDB. Sabemos por definición quecos Â = AD/b. Aplicando el teorema de Pitágoras a
estos dos tríangulos rect́angulos, obtenemos:

b2 = h2
C + AD

2
, a2 = h2

C + DB
2
.

Restando estas dos ecuaciones, obtenemos:

a2 − b2 = DB
2 − AD

2
= (c − AD)2 − AD

2
= c2 − 2cAD,

de donde obtenemos:

a2 = b2 + c2 − 2cAD = b2 + c2 − 2bc cos Â,

como queŕıamos probar.

Por último, si Â es unángulo obtuso, su coseno es el opuesto al coseno de su suple-
mentario, luegocos Â = −AD/b. Ahora consideramos los dos triángulos rect́angulos
DAC y CAB, a los que aplicamos, como antes, el teorema de Pitágoras. Láunica difer-
encia con las f́ormulas anteriores es que, en este caso,DB = c + AD, con lo que obten-
dremos:

a2 − b2 = DB
2 − AD

2
= (c + AD)2 − AD

2
= c2 + 2cAD.

Pero el cambio de signo del coseno hace que la fórmula final sea correcta:

a2 = b2 + c2 + 2cAD = b2 + c2 − 2bc cos Â.

Q.E .D.

Veamos ahora un resultado muy conocido sobre losángulos de un triángulo. Primero
necesitamos lo siguiente:

Lema.– Seanr1 y r2 dos rectas paralelas, y sear una recta secante a las dos. Seaα uno
de losángulos que formar conr1, del lado der1 donde est́ar2. Seaβ el ángulo que forma
r conr2, del otro lado der, y del lado der2 donde est́ar1. Entoncesα y β, que se llaman
ángulos alternos internos, son iguales.

Demostracíon.– Si r es perpendicular ar1 y r2 ambosángulos son rectos. Supon-
gamos queα y β son agudos, como en el dibujo. Consideremos los segmentosAC y
BD. Ambos segmentos son iguales, pues su tamaño es la distancia entre las paralelas.
Por tanto,

senα =
AC

AB
=

BD

AB
= senβ.

Como ambośangulos son agudos, esto implica queα = β. Porúltimo, si α y β fueran
obtusos, entonces susángulos suplementarios son agudos e iguales, por el razonamiento
anterior, luegoα y β tambíen son iguales.Q.E .D.

13
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Observacíon.–En algunos tratados, este lema sustituye al Axioma V de Euclides, ya que
ambos son equivalentes.

Teorema.–La suma de lośangulos de un triángulo es uńangulo llano.

Demostracíon.–Este resultado es una consecuencia inmediata del resultadoanterior,
a la vista del siguiente dibujo.Q.E .D.

Terminaremos esta sección con un resultado que nos dice cuál es eĺarea del tríangulo
ABC en funcíon de sus ladosa, b y c. Se trata de la famosafórmula de Heŕon, atribuida a
Herón de Alejandŕıa (hacia el 60 d. C.), aunque parece ser que su descubridor fueel gran
mateḿatico Arqúımedes (287-212 a. C.).

Teorema (Fórmula de Herón).– Dado un tríanguloABC, sea∆ su área, y seas =
a + b + c

2
su semipeŕımetro. Se tiene:

∆ =
√

s (s − a)(s − b)(s − c).

Demostracíon.– Esta demostración es casi ḿas algebraica que geométrica, aunque
sigue siendo una demostración sint́etica, ya que no hacemos uso de coordenadas. Hay
demostraciones ḿas geoḿetricas, como la demostración cĺasica u otra ḿas sencilla debida
a Euler, pero daremos esta por su concisión.

Por el Teorema del coseno, sabemos quecos Â = (b2 + c2 − a2)/2bc. Por otra parte,
sabemos que∆ = 1

2
b c senÂ, es decir, sen̂A = 2∆/bc.

Como sen2Â + cos2 Â = 1, obtenemos finalmente:

4∆2

b2c2
+

(b2 + c2 − a2)2

4b2c2
= 1 ⇒ 16∆2 + (b2 + c2 − a2)2 = 4b2c2 ⇒

∆ =
1

4

√
4b2c2 − (b2 + c2 − a2)2

=
1

4

√
−a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2

=
1

4

√
(a + b + c)(−a + b + c)(a − b + c)(a + b − c)

=
√

s (s − a)(s − b)(s − c),

como queŕıamos probar.Q.E .D.

1.6 Elementos notables del tríangulo (I).

Para terminar el estudio de los triángulos usando ḿetodos sint́eticos, describiremos los
puntos notables de un triángulo, y algunas de sus principales propiedades. Estos pun-
tos han interesado a los matemáticos desde la antigüedad, y satisfacen propiedades sor-
prendentes. Son los siguientes: circuncentro, incentro, baricentro, y ortocentro. Para

14
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definirlos, usaremos algunas rectas notables del triángulo, como son las mediatrices, las
bisectrices, las medianas y las alturas, y también circunferencias como la inscrita o la
circunscrita.

Comenzaremos por las rectas notables de un triángulo.

Definición.–Dado un tríangulo cualquiera, se definen las siguientes rectas:

Mediatrices: Son las que pasan por el punto medio de cada lado, y son perpendiculares
a éste.

Bisectrices: Son las que pasan por cada vértice, dividiendo aĺangulo correspondiente
en dośangulos iguales.

Medianas: Son las que pasan por cada vértice, y por el punto medio del lado opuesto.

Alturas: Son las que pasan por cada vértice, y son perpendiculares al lado opuesto.

De la definicíon se desprende que todo triángulo tiene tres mediatrices, tres bisectrices,
tres medianas y tres alturas. Veremos que en cada uno de los cuatro casos, las tres rectas se
cortan en un śolo punto, que será uno de los puntos notables del triángulo. Comenzaremos
por uno de los ḿas sencillos, el circuncentro.

Teorema.–Las tres mediatrices de un triánguloABC se cortan en un puntoD llamado
circuncentro.

Demostracíon.–Observemos que la mediatriz del ladoa est́a formada por los puntos
que est́an a la misma distancia deB que deC. Lo mismo ocurre con la mediatriz deb
y dec. Si consideramos las mediatrices dec y dea, vemos que no pueden ser paralelas,
ya que en ese caso los puntosA, B y C estaŕıan alineados, yABC seŕıa un tríangulo
degenerado. Por tanto, las medianas dec y dea se cortan en un puntoD. Ahora bien,D
est́a a la misma distancia deA que deB, y tambíen est́a a la misma distancia deB que
deC, por tanto, est́a a la misma distancia deA que deC, luego tambíen pertenece a la
mediatriz deb, y aśı las tres mediatrices son concurrentes enD. Q.E .D.

Corolario.– El circuncentroD de un tríanguloABC es el centro de una circunferencia
que pasa por los puntosA, B y C, y que se llama circunferencia circunscrita.

Demostracíon.– ComoD pertenece a las tres mediatrices, está a la misma distancia
(digamosd) de los tres puntosA, B y C, luego la circunferencia de centroD y radiod
pasa por estos tres puntos.Q.E .D.

Pasaremos ahora a definir el baricentro, pero para ello necesitamos dos resultados
previos.

15
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Proposición (Rećıproco del Teorema de Thales).–Si una rectar corta a dos lados de
un triángulo, de forma que las proporciones entre los segmentos resultantes son iguales
en ambos lados, entoncesr es paralela al tercer lado.

Demostracíon.– (Ver el dibujo del teorema de Thales) Supongamos quer corta al
triánguloABC en los puntosD y E ′. Tracemos la paralela al ladoa que pasa porD, que
cortaŕa al ladob en un puntoE. El Teorema de Thales nos dice que

AB

AD
=

AC

AE
⇒ AB AE = AC AD ⇒

(AD + DB)AE = (AE + EC)AD ⇒ DB AE = EC AD ⇒ AD

DB
=

AE

EC
.

PeroE es elúnico punto del ladob que lo divide en dos segmentos con esta proporción.
Por tanto,E ′ = E, lo que demuestra el resultado, ya quer resulta ser precisamente la
paralela aa que pasa porD. Q.E .D.

Proposición.–Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio de ambas
diagonales.

Demostracíon.– Recordemos que un paralelogramo es una figura formada por los
segmentos que se obtienen al cortar dos pares de rectas paralelas (ver dibujo). En el
paralelogramoABCD, las diagonales son los segmentosAC y BD. Debemos demostrar
que su punto de corte,E, es el punto medio deAC y deBD. Para ello, basta demostrar
que los tríangulosABE y CDE son iguales.

Por tener sus lados iguales, los triángulosABC y CDA son iguales, luego elángulo
B̂AC = B̂AE es igual aĺanguloD̂CA = D̂CE. Por un razonamiento análogo, se tiene
ÂBE = ĈDE. Por tanto, los tríangulosABE y CDE tienen un lado igual (AB =
CD), y susángulos contiguos son iguales, por tanto, ambos triángulos son iguales, como
queŕıamos demostrar.Q.E .D.

Podemos ya definir el baricentro:

Teorema.–Las tres medianas de un triánguloABC se cortan en un puntoG llamado
baricentro.

Demostracíon.–Consideremos el dibujo siguiente:
SeanA′ y B′ los puntos medios de los ladosa y b respectivamente, y llamemosG al

punto de corte de las dos medianasAA′ y BB′. SeaL es punto medio deAG, y seaM el

16
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punto medio deBG. Por el rećıproco del Teorema de Thales, aplicado al triánguloABC
y a la rectaA′B′, sabemos queA′B′ es paralela al ladoc. Análogamente, aplićandolo
al triánguloGAB, la rectaLM es tambíen paralela ac. Aplicando ahora el Teorema de
Thales, en ambos casos, vemos que los segmentosB′A′ y LM no śolo son paralelos, sino
que tienen la misma longitud: la mitad del segmentoAB. Por tanto, elLMA′B′ es un
paralelogramo.

Ahora bien, sabemos que las diagonales de un paralelogramo se cortan en sus puntos
medios, luego se tieneAL = LG = GA′, y por otra parteBM = MG = GB′. Es decir,
podemos definirG como el punto de trisección de la medianaAA′, que tambíen es el
punto de trisección de la medianaBB′, y de forma ańaloga se demuestra que es el punto
de triseccíon de la tercera mediana. Por tanto, las medianas se cortan enel baricentroG,
como queŕıamos demostrar.Q.E .D.

Observacíon.– Se suele llamarG al baricentro porque es el centro de gravedad del
triángulo, suponiendo que el interior del triángulo tuviera masa homogénea.

Corolario.– El baricentroG de un tríanguloABC es el punto de cualquiera de las tres
medianas que está a doble distancia del vértice que del punto medio del lado opuesto.

Demostracíon.–Ya est́a demostrado en el resultado anterior.Q.E .D.

1.7 Elementos notables del tríangulo (II).

Continuemos nuestro estudio del triángulo con otro punto notable:

Teorema.–Las tres bisectrices de un triánguloABC se cortan en un puntoI llamado
incentro.

Demostracíon.– Consideremos dos ladosa y b del triángulo, y llamemosr a su bi-
sectriz correspondiente. Tracemos, desde un punto arbitrario R der, el segmentoa′ que
uneR y a y es perpendicular aa, y el segmentob′ que uneR y b y es perpendicular a
b. Llamemos a los puntos de corteA′ y B′. Entonces los triángulosCA′R y CB′R son
triángulos rect́angulos, con la hipotenusa común (CR), y adeḿas unángulo en coḿun (la

17
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mitad deĈ). Por tanto, estos dos triángulos son siḿetricos, y el ladoRA′ es igual al lado
RB′.

El razonamiento anterior nos dice que la bisectriz que pasa por C es el conjunto de los
puntos que están a la misma distancia dea y deb. Por tanto, si tomamos la bisectriz deC
y la deA (que no pueden ser paralelas), se cortarán en un puntoI, que estaŕa a la misma
distancia dea que deb, y a la misma distancia deb que dec, luego estaŕa tambíen en la
bisectriz deB. Por tanto, las tres bisectrices se cortan en un punto,I, llamado incentro.
Q.E .D.

Corolario.– El incentroI de un tríanguloABC es el centro de una circunferencia, lla-
mada circunferencia inscrita, que es tangente a los tres lados del tríangulo.

Demostracíon.– Hemos demostrado que el incentro está a la misma distancia (diga-
mosd), de los tres ladosa, b y c. Por tanto, la circunferencia de centroI y radiod cortaŕa
a cada uno de los lados en un solo punto, luego será tangente a los tres.Q.E .D.

El último punto notable del triángulo es el ortocentro.

Teorema.–En un tríanguloABC, las tres alturas se cortan en un puntoO llamado orto-
centro.

Observacíon.– En la demostración de este teorema, vamos a probar, de paso, una de
las propiedades ḿas inesperadas de los puntos notables de un triángulo: el circuncentro,
el baricentro y el ortocentro están alineados. Lo ḿas sorprendente de todo es que esta
propiedad paśo inadvertida a los antiguos griegos, y no fue hasta el siglo XVIII en que
Leonhard Euler la demostró. Por eso a la recta que pasa porD, G y O se la conoce como
recta de Euler. Aunque la demostración de Euler es analı́tica, calculando las coorde-
nadas de cada uno de estos tres puntos, daremos una demostración sint́etica muy sencilla.
Probaremos pues el siguiente resultado:

Teorema.–En un tríangulo equiĺatero, el circuncentro, el baricentro y el ortocentro coin-
ciden. En un tríangulo no equiĺatero, estos tres puntos están alineados. A la recta que los
contiene se la llamarecta de Euler. Adeḿas,G est́a entre los otros dos, a doble distancia
deO que deD.

Demostracíon de los dosúltimos teoremas enunciados.-Si el triánguloABC es
equiĺatero, es f́acil ver que las mediatrices, las medianas y las alturas coinciden. Por tanto,
el ortocentro existe, y es igual al circuncentro y al baricentro (y tambíen al incentro).
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Supongamos entonces que el triánguloABC no es equiĺatero. Observemos lo si-
guiente: si una mediatriz coincide con una mediana (digamoslas del ladoa), entonces los
ladosb y c deben ser iguales (ABC seŕıa iśosceles). Si consideramos ahora la mediatriz
y la mediana del ladob, éstas no pueden coincidir ya queABC no es equiĺatero, luego se
cortan en el punto medioB′ del ladob. De la misma manera, la mediatriz y la mediana del
ladoc se cortan en el punto medioC ′ del ladoc. Por tanto, siD y G coincidieran (si las
tres mediatrices y las tres medianas se cortaran en el mismo punto), tendŕıamosB′ = C ′,
lo cual es imposible.

Hemos demostrado entonces que siABC no es equiĺatero, los circuncentroD y el
baricentroG no coinciden, luego determinan una recta. En esta recta, tomamos el punto
O que est́a más cerca deG que deD, y a una distancia tal queOG = 2GD. Vamos
a demostrar queO es la intersección de las tres alturas deABC, y con esto habremos
probado los dos teoremas.

Consideremos los triángulosGOC y GDC ′. ComoOG = 2GD y adeḿas sabemos
que CG = 2GC ′, el rećıproco del Teorema de Thales nos dice queC ′D y OC son
paralelas. PeroC ′D es la mediatriz del ladoc, que es perpendicular ac, luegoOC tambíen
es perpendicular ac. Como adeḿas pasa porC, se trata de la altura correspondiente aC.
Acabamos de demostrar, por tanto, que la altura correspondiente aC pasa por el punto
O. De la misma forma se demuestra que las otras dos alturas pasan porO, luego las tres
alturas son coincidentes, y ası́ el ortocentro existe y está alineado con el circuncentro y el
baricentro.Q.E .D.

Terminamos aqúı el estudio de los triángulos, como ejemplo de los razonamientos de
la geometŕıa sint́etica y como muestra de algunos de los resultados más importantes de
la geometŕıa cĺasica. A partir del tema siguiente, comenzaremos a utilizarla geometŕıa
anaĺıtica, que en la mayorı́a de los casos es mucho más eficaz y potente que la geometrı́a
clásica, aunque en ocasiones pierde gran parte de su elegancia.
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Geometŕıa. Departamento de Álgebra. http://alojamientos.us.es/da

Tema 2

Espacio af́ın y proyectivo

2.1 Espacio af́ın.

Definición.– Seak un cuerpo arbitrario. El espacio afı́n n–dimensional sobrek es una
terna(An(k), V, +), donde:

(a) A
n(k) = kn como conjunto (esto es, NO hay operaciones definidas entre elementos

deA
n(k)). Los elementos deAn(k) se denominan puntos y se notarán con letras

maýusculas:A,B,C, ..., P,Q,R, ...

(b) V = kn como espacio vectorial. Sus elementos se denotarán: u, v, .... Cuando se
escriban sus coordenadas usaremos la notación cĺasica

u =
−−−−−−−→
(α1, ..., αn).

(c) La operacíon + es una operación externa, deAn(k) × V enA
n(k) que asocia al

par(P, u) el puntoP + u definido por

P + u = (a1, ..., an) +
−−−−−−−→
(α1, ..., αn) = (a1 + α1, ..., an + αn).

Observacíon.–Se verifican de manera inmediata las siguientes propiedades:

(a) FijadoP ∈ A
n(k), se tiene la igualdad de conjuntos{P + u | u ∈ V } = A

n(k).

(b) DadosP ∈ A
n(k) y u, v ∈ V , (P + u) + v = P + (u + v).

(c) DadosP ∈ A
n(k), u, v ∈ V , si P + u = P + v entoncesu = v.

(d) DadosP,Q ∈ A
n(k) existe unúnico u ∈ V que verificaP + u = Q. En estas

condiciones el vectoru tambíen se notaŕa
−→
PQ. Observemos que la unicidad es

sobreu y no sobre el par(P,Q): es posible que haya otros pares de puntos(A,B)

tales queu =
−→
AB.

Obviamente, la notación
−→
PQ corresponde, intuitivamente, al vector que va deP aQ.

Por ello tambíen se llaman aP y Q puntos origen y final de
−→
PQ.

Observacíon.–Usando la notación anteriormente introducida, se pueden probar (en rea-
lidad, es poco ḿas que reescribir las propiedades anteriores en esta notación):
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(a)
−→
PQ +

−→
QR =

−→
PR para cualesquieraP,Q,R ∈ A

n(k).

(b)
−→
PQ = −−→

QP para cualesquieraP,Q ∈ A
n(k).

(c)
−→
PQ =

−→
SR si y śolo si

−→
PS =

−→
QR, para cualesquieraP,Q,R, S ∈ A

n(k) (teorema
de Thales paralelo).

Veremos a continuación el concepto de dependencia afı́n en un conjunto de puntos,
que se corresponde con el de dependencia lineal de vectores.

Definición.– SeaS ⊂ A
n(k) un conjunto de puntos deAn(k). Diremos queS es

af́ınmente (in)dependiente si existeO ∈ S tal que el conjunto

SO = {−→OQ | Q ∈ S, Q 6= O} ⊂ V

es linealmente (in)dependiente.

Lema.– Para comprobar siS ⊂ A
n(k) es af́ınmente (in)dependiente es indiferente qué

puntoO escojamos enS como origen de todos los vectores.

Demostracíon.– En efecto, veamos qué sucede si escojemos otro puntoP ∈ S y
usamos, en lugar deSO el conjunto correspondienteSP .

El conjuntoSO es linealmente dependiente si y sólo si existe un combinación lineal
no trivial igualada a0 enSO. Esto es, si y śolo si existen puntosR1, ..., Rt ∈ S (distintos
deO) y escalaresα1, ..., αt ∈ k, no todos nulos, tales que

0 = α1
−−→
OR1 + ... + αt

−−→
ORt

= α1(
−→
OP +

−−→
PR1) + ... + αt(

−→
OP +

−−→
PRt)

= α1
−−→
PR1 + ... + αt

−−→
PRt − (α1 + ... + αt)

−→
PO

de dondeSP ha de ser linealmente dependiente, puesto que algún αi es no nulo. Esto
prueba lo que queremos salvo en el caso de que existai entre1 y t verificando

P = Ri, α1 = ... = αi−1 = αi+1 = ... = αt = 0,

en cuyo caso la suma anterior se reduce a0 = αi
−→
PO por lo cual, al serαi 6= 0, ha de ser

O = P en contra de la hiṕotesis.Q.E .D.

Observacíon.– Obviamente, por los resultados conocidos de espacios vectoriales, en el
espacio af́ınn–dimensional no puede haber más den+1 puntos af́ınmente independientes.
Es ḿas, un conjunto{P0, P1, ..., Pt}, dado por

Pi = (a1i, ..., ani)

es af́ınmente independiente si y sólo si

t = rg




a11 − a10 ... a1t − a10
...

...
an1 − an0 ... ant − an0


 ,
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o, utilizando las propiedades del rango, si y sólo si

t + 1 = rg




1 1 ... 1
a10 a11 ... a1t

...
...

...
an0 an1 ... ant




,

que resulta ḿas sencillo de recordar. Obviamente, el conjunto es afı́nmente dependiente
si el rango de la matriz anterior es menor estrictamente quet + 1.

2.2 Espacio proyectivo.

Dado el espacio vectorialW = kn+1 consideramos la siguiente relación enW \ {0}:

u ∼ v ⇐⇒ ∃α ∈ k conu = αv.

Observacíon.– La relacíon ∼ es de equivalencia y probarlo es trivial. Por ejemplo, la
transitividad es directa: siu ∼ v ∼ w, entonces

u = αv = αβw =⇒ u ∼ w.

Definición.–El conjunto de clases de equivalencia de la relación∼ se denomina el espa-
cio proyectivon–dimensional (atención a la dimensíon) definido sobrek, notadoPn(k).

Un elemento dePn(k), consistente en la clase de equivalencia deu = (a0, ..., an),
se notaŕa [a0 : ... : an] y se denominaŕa punto proyectivo. Notemos que, para cualquier
α 6= 0,

[a0 : ... : an] = [αa0 : ... : αan].

Dicho de otro modo,[a0 : ... : an] = [b0 : ... : bn] si y śolo si

rg

(
a0 ... an

b0 ... bn

)
= 1.

Observacíon.– La notacíon para los puntos proyectivos se hereda del caso unidimen-
sional,P1(k), denominado la recta proyectiva, donde los puntos[a1 : b1] y [a2 : b2]
son iguales si y śolo si lo son las proporciones que determinan; esto es, si y sólo si
a1/b1 = a2/b2.

Definición.–La aplicacíon natural

π : W \ {0} −→ P
n(k)

(a0, ..., an) 7−→ [a0 : ... : an]

se denomina proyección (natural deW \ {0} en el espacio proyectivoPn(k)).

Definición.– SeaS = {P1, ..., Pt} ⊂ P
n(k). Diremos queS es un conjunto proyectiva-

mente (in)dependiente si, dadosv1, ..., vt ∈ V cualesquiera verificando queπ(vi) = Pi,
el conjunto{v1, ..., vt} es linealmente (in)dependiente enW .

Observacíon.–Algunos comentarios a tener en cuenta relativos a esta definición son:
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(a) Podemos, por supuesto (como se hace, por ejemplo, en espacios vectoriales) definir
el concepto de (in)dependencia lineal sin forzar el hecho deque el conjuntoS sea
finito. Sin embargo, esto sólo complica innecesariamente la definición: es mucho
más sencillo extender de manera natural la definición al caso infinito donde, como
es evidente, todoS ⊂ W infinito es proyectivamente dependiente (en realidad basta
con queS tenga ḿas den + 1 puntos).

(b) El hecho de queS = {P1, ..., Pt} sea proyectivamente (in)dependiente no depende
de la eleccíon de losvi, como se desprende por otro lado de la definición. En efecto,
como sabemos, si notamos

vi = (a0i, a1i, ..., ani) ,

el conjuntoS es linealmente dependiente si y sólo si

rg




a01 a02 ... a0t

a11 a12 ... a1t

...
...

...
an1 an2 ... ant




< t,

lo cual no depende de la elección de losvi, pues otra elección śolo habŕıa multipli-
cado la columna correspondiente por un escalar no nulo, lo cual no vaŕıa el rango
de la matriz.

Definición.– SeaP
n(k) el espacio proyectivon–dimensional. NotemosH ⊂ kn+1 el

subespacio definido porx0 = 0. Entonces el subconjunto

H∞ = {[0 : a1 : ... : an] | ai ∈ k} = π (H \ {0})

se denomina el hiperplano del infinito.

Observacíon.–Notemos queH∞ se puede identificar canónicamente conPn−1(k), vı́a

H∞ −→ P
n−1(k)

[0 : a1 : ... : an] 7−→ [a1 : ... : an]

identificacíon que, por supuesto, preserva la dependencia e independencia proyectva.

Los últimos enunciados de esta lección tienen por objeto relacionar el espacio afı́n y
el proyectivo mediante la inmersión cĺasica (en este caso, fijando la primera coordenada).

Observacíon.–Consideremos la aplicaciónϕ dada por

ϕ : A
n(k) −→ P

n(k)

(a1, ..., an) 7−→ [1 : a1 : ... : an]

Entoncesϕ es una aplicación biyectiva entreAn(k) y P
n(k) \ H∞. La inyectividad

es clara, ya que puntos distintos necesariamente van en puntos distintos. Por otro parte,
dado un punto proyectivo que no esté enH∞, pongamosP = [a0 : ... : an], comoa0 6= 0
podemos escribirP = [1 : a1/a0 : ... : an/a0] = ϕ(a1/a0, ..., an/a0).
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Aśı podemos identificarAn(k) con el subconjunto complementario deH∞ enP
n(k),

y esta identificacíon se usaŕa, a veces, sin mención expĺıcita.

Notación.–DadoP ∈ A
n(k), para distinguir cúando consideramosP como punto af́ın y

cuándo como punto proyectivo, notaremos[P ] = ϕ(P ).

Proposición.– La identificacíon anterior convierte la (in)dependencia afı́n en
(in)dependencia proyectiva y viceversa (cuando ha lugar).

Demostracíon.–La prueba es trivial, ya que si{P1, ..., Pr} vienen dados por

Pi = (a1i, ..., ani) ,

son af́ınmente independientes si y sólo si

rg




1 ... 1
a11 ... a1r

...
...

an1 ... anr




= r,

lo cual es claramente equivalente a que{[P1], ..., [Pr]} sean proyectivamente independien-
tes.Q.E .D.

2.3 Variedades lineales (I).

Mantenemos las notaciones anteriores relativas aA
n(k) (espacio af́ın n–dimensional),

V (el espacio vectorialkn) y P
n(k) = (kn+1 \ {0}) / ∼ (espacio proyectivon–

dimensional).
A

n(k)
ϕ→֒ P

n(k)
π←− kn+1 \ {0}

Definición.–Una variedad lineal proyectiva es el conjunto de clases de equivalencia, por
∼, de un subespacio vectorial dekn+1, del que hemos retirado el vector{0}.

En concreto, dado un subespacioL ⊂ kn+1, la variedad correspondiente esπ(L\{0}),
que por abuso de notación, denominaremosπ(L).

Observacíon.– Dado un subespacioL ⊂ kn+1, es trivial probar queu ∈ L si y śolo si
αu ∈ L para todoα ∈ k no nulo. Esto indica que la anterior definición es consistente,
pues los vectores no nulos de un subespacio están todos o no está ninguno en una clase
de equivalencia.

Observacíon.– Notemos que, a diferencia de los subespacios vectoriales, el conjunto
vaćıo śı es una variedad lineal proyectiva, procedente deL = {0}.

Aśı mismo, un punto proyectivo es una variedad lineal proyectiva, mientras que un
vector (no nulo) nunca es un subespacio vectorial.

Notación.–Por herencia de la situación vectorial, siL viene dada porL = L(u1, ..., ut),
con ui 6= 0, diremos queπ(L) est́a generada por (o admite como sistema generador a)
π(u1), ..., π(ut), circunstancia que denotaremos

π(L) = Lp(π(u1), ..., π(ut)).
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Un sistema generador se dirá una base cuando sus puntos sean proyectivamente indepen-
dientes.

De la misma forma denominaremos un sistema de ecuaciones implı́citas deπ(L) a
cualquier sistema de ecuaciones implı́citas deL.

Aśı, por ejemplo,

H∞ = Lp ([0 : 1 : 0 : ... : 0], [0 : 0 : 1 : ... : 0], ..., [0 : 0 : 0 : ... : 1]) ,

y esos puntos son, de hecho, base deH∞. Un sistema de ecuaciones implı́citas deH∞ es,
obviamente,{x0 = 0}.

Por las propiedades ya estudiadas de los espacios vectoriales podemos decir que toda
variedad lineal proyectiva admite una base y un sistema de ecuaciones implı́citas indepen-
dientes. Adeḿas, dos bases cualesquiera han de tener el mismo número de elementos, ası́
como dos sistemas de ecuaciones implı́citas independientes deben tener el mismo número
de ecuaciones.

Definición.–Una variedad lineal afı́n es la intersección de una variedad lineal proyectiva
con el espacio afı́n A

n(k) ⊂ P
n(k) (mediante la inmersiónϕ).

Proposición.– SeaY una variedad afı́n no vaćıa. Entonces existe unáunica variedad
lineal proyectivaZ tal queY = Z ∩ A

n(k).

Demostracíon.– Supongamos que, en efectoZ ′ ∩ A
n(k) = Z ∩ A

n(k) = Y para
dos variedades proyectivasZ y Z ′. Basta entonces probar queZ ′ ∩ H∞ = Z ∩ H∞ para
determinar queZ ′ = Z. Veamos śolo una inclusíon, ya que la otra es análoga. Para
empezar fijemosP = [1 : a1 : ... : an] ∈ Z ∩ A

n(k) = Z ′ ∩ A
n(k).

Si tomamosR = [0 : b1 : ... : bn] ∈ Z ′ ∩H∞ entonces, por provenir de un subespacio
vectorial, ha de ser

Q = [1 : a1 + b1 : ... : an + bn] ∈ Z ′ ∩ A
n(k) = Z ∩ A

n(k).

Al tenerP,Q ∈ Z, es obvio queR ∈ Z, lo que prueba la inclusión.Q.E .D.

Observacíon.– Notemos, en la demostración anterior, que los puntos proyectivos no se
suman “coordenada a coordenada”. Esto es el puntoQ no esP + R. Con posterioridad
veremos qúe esP + R (la recta que une al puntoP con el puntoR).

Definición.– Dada una variedad lineal afı́n no vaćıa Y , la única variedad proyectivaZ
que verificaZ ∩ A

n(k) = Y se denomina clausura proyectiva deY y se denotaŕaY .

Convendremos que∅ = ∅, ya que no hay en general (salvo paran = 1) unaúnica
variedad proyectivaZ tal queZ ⊂ H∞ (y, por tanto, tal queZ ∩ A

n(k) = ∅).

2.4 Variedades lineales (II).

Observacíon.–Aśı como podemos identificarAn(k) conP
n(k) \H∞, podemos dotar de

contenido geoḿetrico (af́ın) aH∞.

25
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En efecto,H∞ es, como vimos un espacio proyectivo(n−1)–dimensional y, por tanto,
est́a formado por las clases de equivalencia dekn+1 \ {0} mediante∼. Aśı, podemos
interpretarH∞ como las direcciones enX esto es, los conjuntos formados por un vector
deV y todos sus ḿultiplos no nulos. Esta interpretación se corresponderá perfectamente
con la naturaleza dual del plano afı́n (puntos–vectores), como se verá.

Notación.–Para distinguir cúando hablamos dev ∈ kn como vector en el espacio afı́n y
cuándo de〈v〉 \ {0} como punto deH∞, notaremos estéultimo como[v].

Definición.–Dada una variedad afı́n Y no vaćıa, definimos la variedad de dirección deY
como

D(Y ) =
{
v ∈ kn | [v] ∈ Y ∩ H∞

}
∪ {0}.

Esto es, la dirección deY est́a determinada por los puntos de la variedad proyectiva
de la que procedeY que se encuentran en el infinito (H∞) o, equivalentemente, por las
direcciones contenidas en la variedadY .

Observacíon.– D(Y ) es un subespacio vectorial dekn, como se puede comprobar
fácilmente. Para ello basta comprobar que, dadosu =

−−−−−−−→
(a1, ..., an), v =

−−−−−−→
(b1, ..., bn) ∈

D(Y ), tenemos que

[u] = [0 : a1 : ... : an], [v] = [0 : b1 : ... : bn] ∈ Y ,

y, por tanto, dadosα, β ∈ k,

[αu + βv] = [0 : αa1 + βb1 : ... : αan + βbn] ∈ H∞ ∩ Y ,

de dondeαu + βv ∈ D(Y ).

Alternativamente se puede comprobar que, siY = π(L), entoncesD(Y ) = L ∩ H,
que se puede interpretar como subespacio deV mediante la identificaciónH ≃ V .

Observacíon.–El caso de las variedades lineales afines es algo más complejo a la hora de
hablar de sistemas generadores, bases o sistemas de ecuaciones. Por ejemplo, diferentes
bases de una misma variedad proyectivaZ pueden dar, al cortar conAn(k), conjuntos
con diferente cardinal, lo cual no es en modo alguno apropiado.

Lema.– Seaπ(L) una variedad lineal proyectiva. Entonces existe una base deL,
{u1, ..., ut}, tal queπ(ui) ∈ H∞ parai = 2, ..., t. Por otra parte, siπ(L) 6⊂ H∞, podemos
encontrar una base deL, {v1, ..., vt}, tal queπ(vi) /∈ H∞, parai = 1, ..., t.

Demostracíon.–La prueba es muy simple: por el teorema de la dimensión, tenemos
que

dim(H ∩ L) = dim(H) + dim(L) − dim(H + L),

donde tenemos dos opciones. La primera es queL ⊂ H, en cuyo caso no hay nada
que probar, ya que cualquier sistema generador verifica el enunciado evidentemente. La
segunda es queL 6⊂ H, en cuyo casoL + H = kn+1 y, por tanto,

dim(L ∩ H) = dim(L) − 1.

Entonces para probar el primer aserto sólo resta tomar una base deL∩H (que son los
v2, ..., vt del enunciado) y extenderla a una base deL con otro vector.
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En cuanto a la segunda afirmación, si partimos de{u1, u2, ..., ut} como antes, pode-
mos considerar una nueva base deL dada por{u1, u1 + u2, ..., u1 + ut}, cuyos vectores
no est́an enH. Probar que este nuevo conjunto es en efecto base deL es un ejercicio
sencillo. Esto finaliza la prueba.Q.E .D.

Corolario.– Dada una variedad lineal proyectivaZ existe una baseP1, ..., Pt tal que
P2, ..., Pt ∈ H∞. Adeḿas, siZ 6⊂ H∞ podemos hallar otra baseQ1, ..., Qt tal que
Qi /∈ H∞.

En t́erminos afines, esto representa que, dadaY variedad lineal afı́n, podemos hallar
una base deY tal que todos sus elementos, menos el primero, sean de la forma [v], con
v ∈ kn. Adeḿas, siY 6= ∅, podemos también escoger una base deY de la forma
[P1], ..., [Pt] conPi ∈ A

n(k).

Observacíon.– De la prueba de la primera afirmación se desprende que, como
L(u2, ..., ut) = L ∩ H, el subespacio dekn+1 generado por lost − 1 últimos vectores
de la base hallada deL no depende de la base en cuestión, sino tan śolo del propioL.

Proposición.–SeaY una variedad lineal afı́n no vaćıa. Entonces, para todoP ∈ Y ,

Y = P + D(Y ) = {P + u | u ∈ D(Y )}.

Demostracíon.–FijemosP = (a1, ..., an). Probemos en primer lugar queY ⊂ P +
D(Y ). Si tomamosQ = (b1, ..., bn) ∈ Y , tenemos que[Q] ∈ Y = π(L), por lo que
(1, a1, ..., an), (1, b1, ..., bn) ∈ L ⊂ kn+1.

Al serL subespacio, tenemos que(0, b1−a1, ..., bn−an) ∈ L y, aśı, (0, b1−a1, ..., bn−
an) ∈ H ∩ L, de donde

−→
PQ =

−−−−−−−−−−−−−−→
(b1 − a1, ..., bn − an) ∈ D(Y ).

Para ver la otra inclusión tomaremosu ∈ D(Y ) dado poru =
−−−−−−−→
(u1, ..., un) de donde

(0, u1, ..., un) ∈ H∩L. Al ser(1, a1, ..., an) ∈ L tenemos que(1, a1+u1, ..., an+un) ∈ L
y, por tanto

[P + u] ∈ π(L) =⇒ P + u ∈ Y,

lo que prueba la inclusión que restaba.Q.E .D.

Observacíon.– Aśı pues, la base que hallábamos al principio de la lección para una va-
riedad lineal proyectivaπ(L) se traduce, en la variedad afı́n correspondienteY , en un
puntoP ∈ Y y una base{v1, ..., vr} del subespacioD(Y ). La otra base hallada estaba
formada, como podemos comprobar reescribiendo la prueba, por los puntos afinesP, P +
v1, ..., P + vr.

2.5 Variedades lineales (III).

Notamos, como de costumbre,A
n(k), V y P

n(k). Adeḿas, seguiremos usandoH : x0 =
0 ⊂ kn+1 y H∞ = π(H) ⊂ P

n(k).
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Definición.– Un conjunto de puntos afinesQ1, ..., Qr ∈ A
n(k) se dicen sistema gener-

ador de una variedad lineal afı́n Y (denotadoY = La(Q1, ..., Qr)) cuando[Q1], ..., [Qr]
generanY .

Observacíon.– Por las lecciones anteriores, toda variedad lineal afı́n admite un sistema
generador formado por puntos afines. Además, como existe una base deY formada por
puntos afines, existe un sistema generador deY formado por puntos afines afı́nmente
independientes (ver 2.2.).

Rećıprocamente, dado un conjunto de puntos afines (respectivamente un punto y un
subespacio deV ) el conjunto de puntos afines que dependen de ellos (respectivamente
los puntos que se pueden formar sumando todos los vectores del subespacio al punto) son
una variedad afı́n, proveniente de la variedad proyectiva generada por los propios puntos,
vı́a ϕ (respectivamente, generada por el punto, visto enP

n(k) y los vectores, vistos en
H∞ ⊂ P

n(k)).

Definición.–SeaY una variedad lineal afı́n. Diremos que

A




x1
...

xn


 =




b1
...

bm




es un sistema de ecuaciones implı́citas deY si se verifica queP = (a1, ..., an) ∈ Y si y
sólo si (a1, ..., an) es solucíon del sistema.

Proposición.– Toda variedad lineal afı́n no vaćıa tiene un sistema de ecuaciones
implı́citas.

Demostracíon.–DadaY nos fijamos en un sistema de ecuaciones implı́citas deY :




a10x0 + a11x1 + ... + a1nxn = 0
...

...
...

...
am0x0 + am1x1 + ... + amnxn = 0

Entonces, comoP = (a1, ..., an) ∈ Y si y śolo si [1 : a1 : ... : an] verifica las
ecuaciones, es obvio que un sistema de ecuaciones lineales deY es





a10 + a11x1 + ... + a1nxn = 0
...

...
...

...
am0 + am1x1 + ... + amnxn = 0

Q.E .D.

Observacíon.–Como las direcciones deD(Y ) son los puntos deY cuya primera coorde-
nada es0, un sistema de ecuaciones del subespacioD(L) ⊂ kn es precisamente





a11x1 + ... + a1nxn = 0
...

...
...

am1x1 + ... + amnxn = 0

esto es, el sistema homogéneo asociado al deY .
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Observacíon.– Rećıprocamente, como sabemos deÁlgebra Lineal, toda solución de un
sistema compatible de ecuaciones enn indeterminadas se puede escribir como suma de
una solucíon particular ḿas una del sistema homogéneo asociado. A partir de aquı́, el
conjunto de soluciones de un sistema compatible se puede escribir como una solucíon
particular (un punto afı́n) más las soluciones del sistema homogéneo (que corresponden a
un subespacio deV ).

Aśı todo sistema compatible den incógnitas determina una variedad lineal afı́n Y
y haciendo cada ecuación homoǵenea, multiplicando el término independiente porx0,
obtenemos la variedad lineal proyectivaY .

En el sentido contrario, unas ecuaciones deY se convierten en unas deY haciendo
x0 = 1 y, por tanto, en unas deD(Y ) haciendox0 = 0. Finalmente, notemos que de unas
ecuaciones deD(Y ) no podemosobtener unas deY . Un sistema que defineY tiene la
misma matriz de coeficientes que el que defineD(Y ), pero necesitamos un punto del que
sepamos que está enY para hallar los t́erminos independientes, simplemente sustituyendo
en el sistema e imponiendo que el punto en cuestión sea solución.

2.6 Operaciones con variedades.

Observacíon.–Como en el caso vectorial (o, más bien, precisamente por ello mismo), la
interseccíon de variedades proyectivas es de nuevo una variedad proyectiva. En concreto

π(L1) ∩ π(L2) = π(L1 ∩ L2).

Más áun, si tenemos dos variedades afinesY1 = π(L1)∩A
n(k), Y2 = π(L2)∩A

n(k),
entonces

Y1 ∩ Y2 = (π(L1) ∩ A
n(k))

⋂
(π(L2) ∩ A

n(k)) = π(L1 ∩ L2) ∩ A
n(k),

con lo que la intersección de variedades afines también es una variedad afı́n.

Sin embargo, al igual que en el caso vectorial, la unión de variedades (tanto afines
como proyectivas) no es una variedad, en general, por lo que se opta por definir la suma
de variedades de la forma natural.

Definición.–Dadas dos variedades proyectivasZ1 = π(L1), Z2 = π(L2) definimosZ1 +
Z2 = π(L1+L2). De la misma forma, dadas dos variedades afinesY1 = Z1∩A

n(k), Y2 =
Z2 ∩ A

n(k), definimosY1 + Y2 = (Z1 + Z2) ∩ A
n(k).

Proposición.– En las condiciones anterioresZ1 + Z2 (respectivamenteY1 + Y2) es la
menor variedad lineal proyectiva (respectivamente afı́n) que contiene aZ1 y aZ2 (respec-
tivamente aY1 eY2).

Demostracíon.–Es directa a partir de la propiedad vectorial correspondiente.Q.E .D.

Observacíon.– A partir de lo anterior (y de los enunciados correspondientes en el caso
vectorial) es trivial obtener los siguientes resultados:

(a) Unas ecuaciones de la interesección de dos variedades lineales (afines o proyec-
tivas) se pueden obtener uniendo unos sistemas de ecuaciones de las variedades
lineales en cuestión.
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(b) Un sistema generador de la suma de dos variedades lineales (afines o proyectivas)
se puede obtener uniendo unos sistemas generadores de las variedades lineales en
cuestíon.

Estos enunciados prueban, además, que siY1 eY2 son variedades lineales afines,

(a) Y1 + Y2 = Y1 + Y2.

(b) SiY1 ∩ Y2 6= ∅, Y1 ∩ Y2 = Y1 ∩ Y2.

Al igual que en el caso vectorial, el hecho de partir de sistemas de ecuaciones inde-
pendientes o de sistemas de generadores independientes (proyectivamente o afı́nmente)
no puede garantizar la independencia del sistema de ecuaciones o del sistema generador
obtenido.

Observacíon.– En el caso de la suma de dos variedades lineales afines, si optamos por
presentarlas de la forma

Y1 = P + D(Y1) = (a1, ..., an) + 〈u1, ..., ut〉
Y2 = Q + D(Y2) = (b1, ..., bn) + 〈v1, ..., vs〉

y queremos presentar de la misma formaY1 +Y2 hemos de tener en cuenta que la anterior
presentacíon implica que las variedades lineales proyectivas de las que proceden verifican,
respectivamente

Y1 = Lp([P ], [u1], ..., [ut]), Y2 = Lp([Q], [v1], ..., [vs])

por lo que el sistema generador deY1+Y2 obtenido uniendo estos sistemas de generadores
no es de la forma adecuada (un punto enA

n(k) y el resto enH∞).

Esto se puede arreglar, sin mayor problema, sustituyendo elpunto proyectivo[1 : b1 :
... : bn] por [0 : b1 − a1 : ... : bn − an]. En efecto, el sistema resultante genera el original
y a su vez es generado porél, de forma que

Y1 + Y2 = Lp([P ], [u1], ..., [ut], [v1], ..., [vs], [0 : b1 − a1 : ... : bn − an]).

Enunciamos el resultado en términos de variedades lineales afines.

Proposición.– SeanY1 = P + D(Y1), Y2 = Q + D(Y2) variedades lineales afines. En-
tonces

D(Y1 + Y2) = D(Y1) + D(Y2) + 〈−→PQ〉.

Observacíon.–Dado queP y Q se pueden tomar arbitrarios enY1 eY2, respectivamente,
es inmediato probar que, siY1 ∩ Y2 6= ∅, entonces

D(Y1 + Y2) = D(Y1) + D(Y2).

Aśı mismo, siY1 ∩ Y2 = ∅, entonces
−→
PQ no puede estar ni enD(Y1) ni enD(Y2), por

lo que el tercer sumando nunca es superfluo.

Observacíon.–Para estudiar la variedad de dirección de la intersección de dos variedades
afinesY1 eY2 supondremos de entrada queY1 ∩Y2 6= ∅. EntoncesD(Y1 ∩Y2) = D(Y1)∩
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D(Y2). En efecto, tomemosP ∈ Y1 ∩ Y2 cualquiera y lo consideraremos fijado para lo
que sigue.

Un vectoru ∈ D(Y1 ∩ Y2) si y śolo si el puntoQ = P + u ∈ Y1 ∩ Y2. Pero entonces
P + u est́a enY1 y enY2, al igual queP , de dondeu ∈ D(Y1) ∩ D(Y2).

Para ver la otra inclusión se puede proceder de forma parecida: Siu ∈ D(Y1)∩D(Y2),
entoncesP + u ∈ Y1 ∩ Y2, por lo queu ∈ D(Y1 ∩ Y2).

2.7 Dimensíon. Teoremas de dimensíon.

Observacíon.–La dimensíon de una variedad lineal proyectivaZ = π(L) podŕıa definirse
comodim(Z) = dim(L). Sin embargo, esto producirı́a ciertos feńomenos que no se
corresponden con la intuición: aśı el espacio proyectivon–dimensional tendrı́a dimensíon
n + 1 y un punto proyectivo tendrı́a dimensíon1.

Definición.– Dada una variedad lineal proyectivaZ = π(L), definimosdim(Z) =
dimV (L) − 1. Análogamente, para una variedad lineal afı́n no vaćıa Y , definimos
dim(Y ) = dim(Y )

Las variedades de dimensión 0 son los puntos (afines o proyectivos). Las variedades
de dimensíon1, 2 y n−1 se denominan, respectivamente, rectas, planos e hiperplanos. El
vaćıo, por ejemplo, como variedad proyectiva tiene dimensión−1, aśı que, como variedad
af́ın, tambíen tiene dimensión−1.

Observacíon.– Un caso muy interesante es el deD(Y ): por un lado es un subespacio
vectorial deV = kn; por otro se puede considerar una variedad proyectiva, contenida
en H∞. Por coherencia, notaremos esta subvariedad[D(Y )]. De la definicíon se sigue
entonces que

dimV (D(Y )) = dim([D(Y )]) + 1.

Observacíon.–A partir de estas definiciones y de los resultados de las lecciones anterio-
res podemos deducir que:

(a) Una variedad proyectiva de dimensiónr enP
n(k) tiene una base der + 1 puntos y

viene determinada por un sistema de homogéneon − r ecuaciones independientes
enn + 1 incógnitas.

(b) Una variedad afı́n de dimensíonr enA
n(k) tiene un sistema generador formado por

r+1 puntos af́ınmente independientes y viene determinada por un sistema den− r
ecuaciones independientes enn incógnitas (en general, no homogéneo). Tambíen
puede venir determinada por un punto y una base de su variedadde direccíon for-
mada porr vectores dekn.

(c) Una variedad afı́n tiene la misma dimensión que su variedad de dirección (conside-
rada como subespacio dekn).

Vamos a estudiar ahora la relación de las dimensiones de la suma y la intersección de
variedades.
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Teorema de la dimensíon para variedades proyectivas.–SeanZ1, Z2 variedades linea-
les proyectivas. Entonces

dim(Z1 + Z2) + dim(Z1 ∩ Z2) = dim(Z1) + dim(Z2).

Demostracíon.–Directa del caso vectorial.Q.E .D.

Observacíon.– En el caso afı́n, situaciones conocidas nos hacen ver que el resultado
ańalogo no se verifica. Por ejemplo, si tomamos dos rectas afinesparalelas (posterior-
mente definiremos el paralelismo, pero entedemos que el alumno sabe qúe son rectas
paralelas)R1 y R2 en el planoA2(k). EntoncesR1 + R2 = A

2(k) y por tanto

dim(R1 + R2) = 2, dim(R1 ∩ R2) = −1, dim(R1) = dim(R2) = 1.

Sin embargo, en el proyectivoR1 ∩ R2 no es vaćıo porque, al ser paralelas, tienen la
misma variedad de dirección y, por tanto,R1 y R2 se cortan en la recta del infinito (de
ah́ı, precisamente, su nombre).

Definición.– Dadas dos variedades afinesY1 e Y2 decimos que son paralelas cuando
D(Y1) ⊂ D(Y2) o viceversa. Dicho de otro modo, cuandoY1 ∩ H∞ ⊂ Y2 ∩ H∞ (o
viceversa). Esto se denotaY1||Y2.

Teorema de la dimensíon para variedades afines.–SeanY1, Y2 variedades lineales
afines. Entonces:

(a) SiY1 ∩ Y2 6= ∅,

dim(Y1 + Y2) + dim(Y1 ∩ Y2) = dim(Y1) + dim(Y2).

(b) SiY1 ∩ Y2 = ∅,

dim(Y1 + Y2) + dim(Y1 ∩ Y2) + dimV (D(Y1) ∩ D(Y2)) = dim(Y1) + dim(Y2).

Dicho de otro modo, teniendo en cuenta la relación entre las dimensiones de las
variedades de dirección,

dim(Y1 + Y2) + dim([D(Y1)] ∩ [D(Y2)]) = dim(Y1) + dim(Y2).

Demostracíon.–Es muy simple a partir del caso proyectivo. Por ejemplo, en elcaso
no disjunto,

dim(Y1) + dim(Y2) = dim(Y1) + dim(Y2)
= dim(Y1 + Y2) + dim(Y1 ∩ Y2)
= dim(Y1 + Y2) + dim(Y1 ∩ Y2)

En el caso disjunto, notemos que

Y 1 ∩ Y 2 ⊂ H∞ =⇒ Y 1 ∩ Y 2 = [D (Y1)] ∩ [D (Y2)].

Por tanto,

dim(Y1) + dim(Y2) = dim(Y1) + dim(Y2)
= dim(Y1 + Y2) + dim(Y1 ∩ Y2)
= dim(Y1 + Y2) + dim([D (Y1)] ∩ [D (Y2)])

Esto finaliza la demostración.Q.E .D.
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2.8 Sistemas de referencia (I).

El problema de dotar a una variedad proyectiva de coordenadas proyectivas; esto es,
definidas salvo producto por un escalar, es más complejo de lo que podrı́a parecer. En
efecto, dada una variedadZ de dimensíon r, una base{P0, ..., Pr} de Z y un punto
Q ∈ Z, no es posible definir de forma consistente las coordenadas de Q respecto de
la base anterior, ya que hay que pasar al espacio vectorialkn+1 y la forma de hacerlo no
esúnica.

Ejemplo.– TomemosH∞ : {x0 = 0} ⊂ P
2(k), generado porP = [0 : 1 : 0] y Q = [0 :

0 : 1]. TomamosR = [0 : 1 : 2] ∈ H∞ y observamos que

(0, 1, 2) = (0, 1, 0) + 2(0, 0, 1), (0, 1, 2) = (−1)(0,−1, 0) + 1(0, 0, 2),

donde hemos escrito un vector de la clase deR de dos formas distintas (no proporcionales)
como suma de vectores de las clases deP y Q. Con el mismo derecho podemos decir que
las coordenadas deR respecto de{P,Q} son[1 : 2] ó [−1 : 1].

La solucíon est́a en fijar un punto ḿas, con coordenadas convenidas, de forma que
sólo haya una elección posible para los vectores que podemos utilizar. Este punto se suele
denominar unidad y las coordenadas que se escogen paraél son[1 : 1 : ... : 1]. Veamos
cómo se hace esto en concreto.

Definición.– Dada un variedad lineal proyectivaZ = π(L) ⊂ P
n(k) de dimensíon r

(eventualmenteZ = P
n(k)), un conjunto der +2 puntosP0, ..., Pr+1 se dicen un sistema

de referencia proyectivo deZ cuandor + 1 cualesquiera de dichos puntos es base deZ.

Proposición.–SeaZ = π(L) una variedad proyectiva de dimensión r, {P0, P1, ..., Pr+1}
un sistema de referencia deZ ⊂ P

n(k). Entonces existenu0, u1, ..., ur+1 ∈ kn+1 verifi-
cando:

(a) π(ui) = Pi.

(b) u0 + u1 + ... + ur = ur+1.

Además, para cualquier otra(r + 2)–upla de vectoresv0, ..., vr+1 cumpliendo (a) y
(b), se verifica que existeα ∈ k no nulo con

u0 = αv0, u1 = αv1, ..., ur+1 = αvr+1.

Más áun, si denotamosBL = {u0, ..., ur}, para cualquier puntoQ ∈ Z, si w,w′ son
vectores que verificanπ(w) = π(w′) = Q, entonces existeλ ∈ k no nulo tal que

(w)BL
= λ(w′)BL

.

Demostracíon.–Para probar la primera afirmación tomamos coordenadas

P0 = [a00 : ... : an0], ..., Pr = [a0r : ... : anr], Pr+1 = [b0 : ... : bn].

Entonces los vectoresui, i = 0, ..., r + 1 han tener a su vez coordenadas

ui = µi(a0i, ..., ani), ur+1 = ν(b0, ..., bn),
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para ciertosµ0, ..., µr, ν escalares no nulos. Si imponemos queu0 + ... + ur = ur+1

obtenemos el sistema de ecuaciones (enµ0, ..., µr, ν)

a00µ0 + ... + a0rµr − νb0 = 0
...

...
...

...
an0µ0 + ... + anrµr − νbn = 0

que es compatible por ser homogéneo. Pero adeḿas la matriz de los coeficientes tiene
rangor + 1, ya queu0, ..., ur+1 generanL, que tiene dimensión r + 1.

Esto implica que, al tenerr + 2 incógnitas, las soluciones del sistema han de ser de la
forma

µi = ait, ν = bt, para cualquiert ∈ k,

lo que prueba la primera afirmación, tomando

ui = ai(a0i, ..., ani), ur+1 = b(b0, ..., bn).

Notemos que todos losai y b han de ser distintos de0. De no ser aśı (por ejemplo,
a0 = 0) tendŕıamos

u1 + ... + ur = ur+1,

con lo que{P1, ..., Pr+1} seŕıa proyectivamente dependiente, contra las hipótesis. La
segunda afirmación es tambíen trivial a partir de lo ya probado.

Tomamos ahoraw tal queπ(w) = Q y, dado quew est́a enL, que est́a generado por
u0, ..., ur, podemos escribir

w = α0u0 + ... + αrur

de formaúnica. Si escogemos otro vectorw′ que verifiqueπ(w′) = Q necesariamente
existeδ tal quew = δw′ y, aśı,

w′ = δ (α0u0 + ... + αrur) ,

de donde tenemos el enunciado, por la unicidad de las coordenadas de un vector (en este
caso,w y w′) respecto de una base (en este casou0, ..., ur).

Definición.– En las condiciones anteriores,[α0 : ... : αr] se denominan las coordenadas
deQ respecto del sistema de referenciaR = {P0, ..., Pr, Pr+1}, notadas(Q)R.

Observacíon.– Notemos que, por la proposición anterior, estas coordenadas sonúnicas,
salvo producto por escalar: de ahı́ que usemos la misma notación que para los puntos
proyectivos. En particular, las coordenadas de un punto deP

n(k) son las coordenadas
respecto del sistema de referencia

R = {[1 : 0 : ... : 0], [0 : 1 : ... : 0], ..., [0 : 0 : ... : 1], [1 : 1 : ... : 1]},

denominado sistema de referencia canónico dePn(k).

Definición.–Dado un sistema de referenciaRZ = {P0, ..., Pr, Pr+1} de una variedadZ =
π(L) ⊂ P

n(k), la base{u0, ..., ur} del enunciado anterior se denomina base normalizada
del sistema de referenciaRZ .

Observacíon.–La base normalizada, pues, debe verificar,

π(ui) = Pi, i = 0, ..., r; π(u0 + u1 + ... + ur) = Pr+1,
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y esúnica salvo producto de todos sus elementos por un mismo escalar no nulo.

Notación.–El punto(r +2)–ésimo de un sistema de referencia se suele denominar punto
unidad del sistema y denotarse porU . Sus coordenadas respecto del sistema al que
pertenece son siempre[1 : 1 : ... : 1]. Notemos que este punto sólo sirve para deter-
minar una base normalizada. Una vez escogidaésta,U es irrelevante a efectos de cálculo
de coordenadas.

2.9 Sistemas de referencia (II).

En esta clase complementaremos lo ya visto sobre sistemas dereferencia proyectivos con
algunos temas adyacentes, como cambios de sistemas de referencia y relacíon con las
coordenadas usuales. Veremos el caso de los sistemas de referencia afines, como caso
particular de los sistemas de referencia proyectivos.

Observacíon.– SeaZ = π(L) ⊂ P
n(k) una variedad lineal proyectiva de dimensión r,

R = {P0, ..., Pr; U} un sistema de referencia proyectivo deZ, B = {u0, ..., ur} una base
normalizada deR, ui = (a0i, ..., ani) parai = 0, ..., r. EntoncesQ = [x0 : ... : xn] ∈ Z
verifica

(Q)R = [z0 : ... : zr] =⇒ λ




a00 ... a0r

...
...

an0 ... anr







z0
...
zr


 =




x0
...

xn


 .

para un ciertoλ ∈ k no nulo.

Proposición.– SeaZ ⊂ P
n(k) una variedad lineal proyectiva de dimensión r, R y R′

sistemas de referencia proyectivos deZ, B y B′ bases normalizadas cualesquiera deR y
R′ respectivamente. Entonces para todoQ ∈ Z se verifica

(Q)R = [x0 : ... : xr]
(Q)R′ = [y0 : ... : yr]

}
⇐⇒ M (B,B′)




x0
...

xr


 = λ




y0
...
yr


 ,

para ciertoλ ∈ k no nulo.

Demostracíon.– Evidente, ya que las coordenadas deQ = π(v) respecto deR son
las coordenadas dev respecto de una base normalizada deR. Q.E .D.

Definición.–Dada una variedad lineal afı́n Y = Z ∩A
n(k), un sistema de referencia afı́n

deY es un conjunto de la forma{P ; u1, ..., ur}, conP ∈ Y , ui ∈ D(Y ), de forma que
{[P ], [u1], ..., [ur]} sea base deZ.

Observacíon.–Si Y = Z ∩A
n(k) tiene dimensíonr, un sistema de referencia afı́n deY ,

RY = {P ; u1, ..., ur} conP = (α1, ..., αn), ui =
−−−−−−−→
(a1i, ..., ani), determina uńıvocamente

un sistema de referencia proyectivo deZ

RZ = {[P ], [u1], ..., [ur]; U},
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que es el que tiene por base normalizada

B = {(1, α1, ..., αn) , (0, a11, ..., an1) , ..., (0, a1r, ..., anr)} .

Dado entonces el sistema de referencia afı́n RY y el puntoQ = (β1, ..., βn) ∈ Y , si
(Q)RY

= [x0 : ... : xr], eso quiere decir que existeλ ∈ k no nulo tal que

λ




1 0 ... 0
α1 a11 ... a1r

...
...

...
αn an1 ... anr







x0
...

xr


 =




1
β1
...

βn




,

de donde ha de serx0 6= 0.

Definición.–En las condiciones anteriores, las coordenadas deQ respecto del sistema de
referenciaRY son

(Q)RY
=

(
x1

x0

, ...,
xr

x0

)
,

esto es, lasr últimas coordenadas de[Q] respecto deRY haciendo la primera coordenada
igual a1. Por esto, en estas condiciones notaremos[Q]RY

las coordenadas proyectivas de
[Q] respecto deRZ cuya primera componente es precisamente1.

Veamos poŕultimo cómo es posible calcular las coordenadas deQ respecto deRY sin
pasar por la clausura proyectiva y usando sólo objetos afines.

Proposición.–En las condiciones anteriores, las coordenadas deQ ∈ Y son las coorde-
nadas de

−→
PQ respecto de la base deD(Y ) dada por{u1, ..., ur}.

Demostracíon.–De la observación anterior, con las mismas notaciones, si(Q)RY
=

(x1, ..., xr), entonces




1 0 ... 0
α1 a11 ... a1r

...
...

...
αn an1 ... anr







1
x1
...

xr




=




1
β1
...

βn




,

esto es,

βi = αi +
r∑

j=1

xjaij, i = 1, ..., n,

y, agrupando,
−→
PQ =

−−−−−−−−−−−−−−−→
(β1 − α1, ..., βn − αn) =

r∑

j=1

xj

−−−−−−−−→
(a1j, ..., anj),

que es lo que pretendı́amos probar.Q.E .D.

Observacíon.– Dados dos sistemas de referencia afinesR1 y R2 de una variedadY , la
matriz de cambio de base entre las bases normalizadas que inducenR1 y R2 se denomina
matriz de cambio de base deR1 aR2, se denotaM(R1,R2) y verifica la igualdad

M(R1,R2)[Q]tR1
= [Q]tR2

.
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En estas condiciones es obvio que, siR1 = {O1;B1} y R2 = {O2;B2},

M(R1,R2) =




1 0 ... 0

(O1)
t
R2

M(B1,B2)


 .

2.10 El espacio proyectivo dual.

El espacio de formas lineales (esto es, de polinomios homogéneos de grado uno) sobrek
es, inmediatamente, un espacio vectorial, con la suma y el producto por escalares habit-
uales. Una forma lineal distinta de0 enk[x0, x1, ..., xn] define un hiperplano enPn(k),

H : a0x0 + a1x1 + ... + anxn = 0.

Sin embargo, dos formas lineales distintas pueden definir elmismo hiperplano: con-
cretamentea0x0 + ... + anxn y b0x0 + ... + bnxn definen el mismo hiperplano si y sólo si
existeλ ∈ k no nulo tal queai = λbi. Esta situacíon es claramente paralela a la relación
entre vectores dekn+1 y puntos dePn(k). Esto justifica la siguiente definición.

Definición.– Definimos el espacio proyectivo dual dePn(k), notadoP
n(k)∗ como el

conjunto de hiperplanos dePn(k).

Observacíon.–Denotemos porV ∗ el espacio vectorial de formas lineales enk enn vari-
ablesx1, ..., xn. Consideramos entonces la aplicación

π∗ : V ∗ \ {0} −→ P
n(k)∗

a0x0 + ... + anxn 7−→ a0x0 + ... + anxn = 0,

que est́a bien definida, porque hemos retirado el vector nulo deV ∗ (que no corresponderı́a
a ninǵun hiperplano dePn(k)).

Además notemos queπ∗, al igual queπ : kn+1\{0} −→ P
n(k), lleva dos originales a

la misma imagen si y śolo si los originales son proporcionales. Por ello,P
n(k)∗ tambíen

se denomina el espacio proyectivo asociado al espacio dual dekn+1.

Observacíon.–Podemos establecer una biyección

P
n(k)∗ ←→ P

n(k)

H : a0x0 + ... + anxn = 0 7−→ [a0 : ... : an]

y, aśı, podremos hablar de (in)dependencia proyectiva y de variedades lineales dePn(k)∗.

De esta forma, diremos que los puntosH1, ..., Ht ∈ P
n(k)∗ o, equivalentemente,

los hiperplanosH1, ..., Ht deP
n(k) son linealmente (in)dependientes cuando, fijado un

sistema de referencia, exista (respectivamente no exista)una combinacíon lineal no trivial
de las ecuaciones deH1, ..., Ht que nos d́e la identidad0 = 0.

Definición.–DadaZ ⊂ P
n(k) variedad lineal proyectiva, definimos el dual deZ como

⋆(Z) = {H ∈ P
n(k)∗ | Z ⊂ H}.
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Análogamente, siL∗ ⊂ P
n(k)∗ es una variedad lineal proyectiva en el espacio dual,

definimos el dual deL∗ como
⋆(L∗) =

⋂

H∈L∗

H,

esto es, el conjunto de puntos proyectivos que están en todos los puntos (hiperplanos) de
L∗.

Proposición.– En las condiciones anteriores, dadas variedades lineales proyectivas
Z1, Z2 ⊂ P

n(k),

(a) SiZ1 ⊂ Z2, ⋆(Z1) ⊃ ⋆(Z2).

(b) dim(⋆(Z1)) = n − (dim(Z1) + 1).

(c) ⋆(⋆(Z1)) = Z1.

(d) ⋆(Z1 ∩ Z2) = ⋆(Z1) + ⋆(Z2).

(e) ⋆(Z1 + Z2) = ⋆(Z1) ∩ ⋆(Z2).

Demostracíon.–El enunciado (a) es elemental por definición de⋆. Para demostrar (b),
podemos a comenzar suponiendo que una base de⋆(Z1) es{H0, ...Hl}, lo cual implica
queZ1 = H0∩...∩Hl, conH0, ..., Hl linealmente independientes como puntos deP

n(k)∗.
Esto quiere decir queZ1 viene definida por un conjunto del + 1 ecuaciones linealmente
independientes, por lo que

dim(Z1) = n − (l + 1) =⇒ l = dim(⋆(Z1)) = n − (dim(Z1) + 1).

Para demostrar (c), notemos que⋆(⋆(Z1)) es el conjunto de puntos que están en todos
los hiperplanos que contienen aZ1. Por tantoZ1 ⊂ ⋆(⋆(Z1)). Pero, como

dim(⋆(⋆(Z1))) = n − dim(⋆(Z1)) − 1 = n − (n − dim(Z1) − 1) − 1 = dim(Z1),

tenemos dos variedades con la misma dimensión, una contenida en la otra. Por tanto,
deben ser iguales.

Hagamos poŕultimo (d) y (e). Para ello, escribimos

⋆(Z1) = 〈H1, ..., Hs〉, ⋆(Z2) = 〈H ′
1, ..., H

′
t〉,

y entonces
Z1 ∩ Z2 = H1 ∩ ... ∩ Hs ∩ H ′

1 ∩ ... ∩ H ′
t

y esto implica que

⋆(Z1 ∩ Z2) = 〈H1, ..., Hs, H
′
1, ..., H

′
t〉

= 〈H1, ..., Hs〉 + 〈H ′
1, ..., H

′
t〉

= ⋆(Z1) + ⋆(Z2).

ComoZ1, Z2 ⊂ Z1 + Z2, tenemos por (a) que

⋆(Z1), ⋆(Z2) ⊃ ⋆(Z1 + Z2) =⇒ ⋆(Z1 + Z2) ⊂ ⋆(Z1) ∩ ⋆(Z2),

pero un hiperplano de⋆(Z1)∩ ⋆(Z2) ha de contener tanto aZ1 como aZ2, por lo que est́a
en⋆(Z1 + Z2). Q.E .D.

Corolario.– Dadas variedades lineales proyectivasH,L ⊂ P
n(k)∗,
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(a) SiH ⊂ L, ⋆(H) ⊃ ⋆(L).

(b) dim(⋆(H)) = n − (dim(H) + 1).

(c) ⋆(⋆(H)) = H.

(d) ⋆(H ∩ L) = ⋆(H) + ⋆(L).

(e) ⋆(H + L) = ⋆(H) ∩ ⋆(L).

Ejemplos.–Algunos ejemplos elementales de duales son los siguientes:

(a) EnP
2(k), el dual de un punto es el conjunto de rectas que pasan porél. EnP

2(k)∗,
el dual de un punto (que es una recta enP

2(k)) es el conjunto de hiperplanos del
dual que lo contienen: esto es, el conjunto de puntos deP

2(k) que est́an en la recta.

(b) EnP
3(k), el dual de un punto es el conjunto de planos que pasan porél. El dual de

una rectaZ es el conjunto de planos que la contienen, que es una recta enP
3(k)∗,

ya que
dim(⋆(Z)) = 3 − dim(Z) − 1 = 1.

2.11 El principio de dualidad: Teoremas de Pappus y De-
sargues.

El principio de dualidad es una de las más poderosas herramientas del espacio proyectivo
y permite, dado un enunciado, establecer otro (el enunciadodual) completamente equiva-
lente a aqúel, mediante la aplicación de operador⋆ a todas las variedades y operaciones
involucradas. Esto se conoce como principio de dualidad.

Ejemplo.– Veamos algunos ejemplos del aplicación de⋆ enP
2(k). La afirmacíon de que

tres puntosP,Q,R est́an alineados equivale aR ⊂ P + Q. Por tanto es dual a⋆(R) ⊃
⋆(P ) ∩ ⋆(Q), esto es, a que sus tres rectas duales⋆(P ), ⋆(Q), ⋆(R) son concurrentes.

En P
3(k) las rectas son autoduales (esto es, el dual de una recta es unarecta) por

lo que no ofrecen mucha información. Pero, por ejemplo, la afirmación de que cuatro
puntos son coplanarios es equivalente a la de que sus planos duales se cortan en el mismo
punto. De igual forma tres puntos del espacio son colineales(la dimensíon de su suma es
1) si y śolo si sus planos duales se cortan en una recta (la dimensión de su intersección es
3 − 1 − 1 = 1).

Veremos dos ejemplos concretos de aplicación del principio de dualidad, que son
resultados geoḿetricos cĺasicos: los Teoremas de Pappus y Desargues. Además, ilus-
traremos ćomo una buena elección de un sistema de referencia puede reducir una de-
mostracíon a un simple ćalculo. Lo id́oneo es dejar que, una vez probados los teoremas,
los alumnos desarrollen constructivamente los enunciadosduales.

Teorema de Pappus.–SeanL y L′ rectas dePn(k) tales queL ∩ L′ = {O}. Escogemos
puntosA,B,C ∈ L, A′, B′, C ′ ∈ L′ todos distintos deO y definimos

P = AB′ ∩ A′B, Q = AC ′ ∩ A′C, R = BC ′ ∩ B′C.
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EntoncesP , Q y R est́an alineados.

Demostracíon.–Dado que todas las variedades están dentro del planoL + L′, pode-
mos suponer sin problemas que el espacio ambiente esL + L′ = P

2(k). Fijemos un
sistema de referencia, para lo cual necesitamos cuatro puntos de forma que no haya tres
de ellos alineados. Una elección tan sensata como otra cualquiera es

R = {A,B,A′; B′},

aśı que, identificando puntos y rectas con sus coordenadas y ecuaciones respecto deR
(aunque no son lo mismo), tenemos

L : x2 = 0, L′ : x0 − x1 = 0, =⇒ O = [1 : 1 : 0]

A = [1 : 0 : 0], B = [0 : 1 : 0], C = [1 : λ : 0] conλ ∈ k \ {0}
A′ = [0 : 0 : 1], B′ = [1 : 1 : 1], C ′ = [µ : µ : 1] conµ ∈ k \ {0, 1}

Aśı, por ćalculo directo,

AB′ : x1 −x2 = 0
A′B : x0 = 0

}
=⇒ P = [0 : 1 : 1]

AC ′ : x1 −µx2 = 0
A′C : λx0 −x1 = 0

}
=⇒ Q = [µ : λµ : λ]

BC ′ : x0 −µx2 = 0
B′C : λx0 −x1 −(λ − 1)x2 = 0

}
=⇒ R = [µ : λ(µ − 1) + 1 : 1]

Y simplemente resta probar queP,Q,R est́an alineados, lo cual es directo, porque

0 1 1
µ λµ λ
µ λ(µ − 1) + 1 1

= 0.

Q.E .D.

El Teorema de Pappus dual queda entonces como sigue (mantenemos las mismas no-
taciones para facilitar la comprensión de la dualidad).

Teorema de Pappus dual.–SeanL y L′ puntos dePn(k), O = L + L′ la recta que los
une. Escogemos rectasA,B,C pasando porL; A′, B′, C ′ pasando porL′ todas distintas
deO y definimos las rectas

P = (A ∩ B′) + (A′ ∩ B), Q = (A ∩ C ′) + (A′ ∩ C), R = (B ∩ C ′) + (B′ ∩ C).

Entonces las rectasP , Q y R son concurrentes.
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Figura 2.3: Teorema de Desargues

Teorema de Desargues.–SeanL,L′, L′′ tres rectas concurrentes enO. TomamosA,B ∈
L, A′, B′ ∈ L′ y A′′, B′′ ∈ L′′ todos distintos deO. Consideramos ası́ mismo los puntos

P = AA′ ∩ BB′, Q = AA′′ ∩ BB′′, R = A′A′′ ∩ B′B′′.

EntoncesP , Q y R est́an alineados.

Demostracíon.– La demostracíon sigue los mismos pasos del Teorema de Pappus:
escoger un sistema de referencia adecuado, calcular las coordenadas de los puntosP , Q y
R y comprobar el enunciado. De nuevo todas las variedades están contenidas en el plano
que contiene aL, L′ y L′′. Una eleccíon posible, en este caso, es

R = {A,A′, A′′; O},
y entonces, como antes,

B = [1 : α : α], B′ = [β : 1 : β], B′′ = [γ : γ : 1], α, β, γ ∈ k \ {0, 1}.

Con estas coordenadas podemos calcular

P =

[
β(α − 1)

α(β − 1)
: 1 : 0

]
, Q =

[
γ(α − 1)

α(γ − 1)
: 0 : 1

]
, R =

[
0 :

γ(β − 1)

β(γ − 1)
: 1

]
,

que son colineales, como se puede comprobar fácilmente.Q.E .D.

Observacíon.– Mucho ḿas interesante que la prueba es que el alumno sea capaz de dar
esta otra versión.

Teorema de Desargues dual.–SeanL,L′, L′′ tres puntos alineados. TomamosA,B
rectas pasando porL, A′, B′ rectas pasando porL′ y A′′, B′′ rectas pasando porL′′, todas
ellas distintas deLL′. Consideramos ası́ mismo las rectas

P = (A ∩ A′) + (B ∩ B′), Q = (A ∩ A′′) + (B ∩ B′′), R = (A′ ∩ A′′) + (B′ ∩ B′′).

EntoncesP , Q y R son concurrentes.

42
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Figura 2.4: Teorema de Desargues dual
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Tema 3

Homografı́as y afinidades

3.1 Aplicaciones proyectivas (I).

Definición.–SeanZ1 = π(L1) ⊂ P
n(k) y Z2 = π(L2) ⊂ P

m(k) dos variedades proyec-
tivas. Entonces una aplicación F : Z1 −→ Z2 se dice una aplicación proyectiva si existe
f ∈ Hom(L1, L2) inyectivo, verificando que, para todou ∈ L1, u 6= 0,

π(f(u)) = F (π(u)).

En estas condiciones,F se dice la aplicación proyectiva asociada al homomorfismo
f , y se denotaF = π(f).

Observacíon.–Dicho de otro modo, una aplicación proyectiva no es ḿas que trasladar a
las clases de equivalencia que son los puntos proyectivos unhomomorfismo de espacios
vectoriales. Claro que el paso a clases de equivalencia puedevariar ciertos aspectos.

Proposición.–SeanL1, L2 como antes,f, g ∈ Hom(L1, L2). Entoncesπ(f) = π(g) si y
sólo si existeλ ∈ k no nulo tal quef = λg.

Demostracíon.– Si f = λg, llamamosF = π(f), G = π(g) y es obvio que para
cualquieru ∈ L1,

F (π(u)) = π(f(u)) = π(λg(u)) = π(g(u)) = G(π(u)),

de dondeF y G coinciden enπ(L1) = Z1, luego son iguales.

Supongamos ahora queF = π(f) = π(g) = G. Fijemos un vectoru ∈ L1, u 6= 0.
Entonces

π(g(u)) = G(π(u)) = F (π(u)) = π(f(u)),

de donde ha de existirλ ∈ k no nulo conf(u) = λg(u). Resta probar queλ no depende
deu.

Tomemos entoncesv, w ∈ L1 \ {0}. Si v y w fueran linealmente dependientes,v =
αw, y entonces

f(w) = λg(w) =⇒ αf(w) = λαg(w) =⇒ f(αw) = λg(αw)

y aśı f(v) = λg(v).

Aśı pues, supongamos quev y w son linealmente independientes y escribamos

f(v) = λg(v), f(w) = µg(w), f(v + w) = νg(v + w),
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y tratemos de probar queλ = µ = ν. Se tiene que

g(λv + µw) = f(v + w) = νg(v + w) = g(νv + νw),

y entonces(λ − ν)v + (µ − ν)w = 0. Por tanto ha de serλ = ν = µ. Q.E .D.

Observacíon.– Consideremos entoncesπ(f) = F : Z1 −→ Z2. Queremos ahora es-
tablecer una forma ćomoda para hallar la imagen de un puntoP ∈ Z1, de forma similar a
como halĺabamos la imagen de un vector por un homomorfismo.

Lo primero es fijar sistemas de referencia enZ1 y Z2, que notaremosR1 y R2, con
bases normalizadas respectivasB1 y B2. Tomamos ahora un puntoP = π(u) ∈ Z1 y sea
Q = F (P ). En esta situación, recordemos que

(a) Las coordenadas deP respecto deR1 son, salvo producto por un escalar, las coor-
denadas deu respecto deB1.

(b) Las coordenadas deQ respecto deR2 son, salvo producto por escalar, las def(u)
respecto deB2.

(c) Las coordenadas def(u) respecto deB2 sonMB1,B2
(f)(u)t

B1
.

Por tanto, si notamos(P )R1
= [x0 : ... : xr], existeny0, ..., ys tales que(Q)R2

= [y0 :
... : ys] y

MB1,B2
(f)




x0
...

xr


 =




y0
...
ys


 .

Esto, combinado con la proposición anterior, prueba el siguiente resultado.

Proposición.– Dada una aplicación proyectivaF : Z1 −→ Z2 y sistemas de referencia
proyectivosR1, R2 deZ1 y Z2, con bases normalizadasB1, B2, se verifica que

MB1,B2
(f)(P )t

R1
= (F (P ))t

R2
,

dondef es cualquier homomorfismo que verifiqueπ(f) = F .

Observacíon.–La matrizA = MB1,B2
(f) parece una candidata razonable a ser la matriz

de la aplicacíonF (respecto deR1 y R2). No obstante, notemos que cualquier matriz de
la formaλA, paraλ 6= 0 tambíen vale.

Definición.– En las condiciones anteriores, la clase–matriz de la aplicación proyectiva
F respecto deR1 y R2 es el conjunto de todas las matrices de la formaMB1,B2

(f), con
π(f) = F , notadoMR1,R2

(F ).

Observacíon.– Por los resultados de esta lección, fijado un cierto homomorfismof y
consideradaA = MB1,B2

(f), se tiene que

MR1,R2
(F ) = {λA | λ ∈ k \ {0}}.

De la misma forma, pues, que vectores proporcionales dan el mismo punto proyec-
tivo, matrices proporcionales (esto es, homomorfismos proporcionales) dan la misma apli-
cacíon entre variedades proyectivas. En concreto, la relación

A ≃ B ⇐⇒ ∃λ ∈ k \ {0} tal queA = λB
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es de equivalencia enM(n × m; k) y la clase–matrizMR1,R2
(F ) no es ḿas que la clase

de equivalencia de las matricesMB1,B2
(f), con las notaciones anteriores. Por ello también

notaremos
MR1,R2

(F ) = [A], para cualquierA ∈ MR1,R2
(F ).

3.2 Aplicaciones proyectivas (II): Homograf́ıas.

Ampliaremos ahora nuestro estudio de las aplicaciones proyectivas con algunas
propiedades simples y el estudio de una clase concreta de aplicaciones muýutil: las
homograf́ıas, que son la contrapartida proyectiva de los isomorfismos.

Observacíon.– Las aplicaciones proyectivas heredan las siguientes propiedades obvias
de los homomorfismos de espacios vectoriales:

(a) La composicíon de aplicaciones proyectivas es una aplicación proyectiva. En con-
creto, si tenemosF : Z1 −→ Z2 y G : Z2 −→ Z3 con sistemas de referencia
respectivosR1,R2,R3,

[MR1,R3
(G ◦ F )] = [MR2,R3

(G)] [MR1,R2
(F )] ,

con la multiplicacíon de clases–matriz definida de la forma obvia.

(b) La restriccíon de una aplicación proyectiva a una subvariedad lineal de la variedad
origen es una aplicación proyectiva.

(c) La imagen por una aplicación proyectiva de una variedad lineal es una variedad
lineal.

(d) La imagen por una aplicación proyectiva de un conjunto de puntos proyectivamente
dependientes es un conjunto proyectivamente dependiente.

(e) SiR′
1 y R′

2 son dos nuevos sistemas de referencia enZ1 y Z2,

MR′

1
,R′

2
(F ) = [M(B2,B′

2)MB1,B2
(f)M(B′

1,B1)] ,

donde los conjuntosB1,B′
1,B2,B′

2 son bases normalizadas correspondientes a
R1,R′

1,R2,R′
2.

(f) Si dim(Z1) = dim(Z2), dados sistemas de referenciaR1 enZ1 y R2 enZ2 existe
unaúnica aplicacíon proyectiva deZ1 enZ2 que transformaR1 enR2. En parti-
cular, cuandoZ1 = Z2 y R1 = R2, únicamente la identidad lleva cada punto del
sistema de referencia en sı́ mismo.

Definición.– Una aplicacíon proyectivaF : Z1 −→ Z2 se dice una homografı́a siF =
π(f), conf un isomorfismo dek–espacios vectoriales.

Observacíon.–Obviamente, comof esúnico salvo producto por escalar no nulo, o todos
los homomorfismos a los que está asociadoF son isomorfismos, o no lo es ninguno.
Notemos tambíen que ha de tenersedim(Z1) = dim(Z2).
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Además notemos queF tambíen es biyectiva. En efecto, la sobreyectividad se obtiene
de forma inmediata a partir de la def . Para ver la inyectividad, supongamos queF (P ) =
F (Q). Eso quiere decir que, siP = π(u), Q = π(v), existe unλ ∈ k tal que

f(u) = λf(v) = f(λv) =⇒ u = λv =⇒ P = Q.

Observacíon.–Otras conclusiones sencillas son las siguientes, con las mismas notaciones
que en la definicíon:

(a) Fijados sistemas de referencia,R1 enZ1 y R2 enZ2, F es homografı́a si y śolo si

|A| 6= 0, para cualquierA ∈ MR1,R2
(F ).

(b) La composicíon de homografı́as es una homografı́a, cuya clase matriz se puede ha-
llar con la f́ormula que dimos al comienzo de la lección para aplicaciones proyecti-
vas generales.

(c) La restriccíon deF a una subvariedadW1 ⊂ Z1 sigue siendo una homografı́a,
si consideramosF|W1

: W1 −→ F (W1), pues ser homomorfismo se conserva al
restringirse.

(d) La aplicacíon inversa deF , que existe por serF biyectiva, tambíen es una homo-
graf́ıa, en este caso deZ2 enZ1, notadaF−1 y que verifica

MR2,R1
(F−1) =

[
A−1

]
, para cualquierA ∈ MR1,R2

(F ).

Ejemplo.– Podemos establecer una homografı́a entreZ3, el dual una rectaZ1 deP
3(k),

y otra rectaZ2 ⊂ P
3(k) mediante la aplicación que lleva cada plano que contiene aZ1 en

su punto de intersección conZ2 (notemos quedim(Z3) = 3 − 2 = 1 = dim(Z2)).

3.3 Puntos fijos de homograf́ıas.

Observacíon.– Un caso particularmente interesante de las homografı́as es el casoF :
Z −→ Z, esto es, el correspondiente a los automorfismos de espaciosvectoriales. Si
dim(Z) = n, entoncesZ se puede identificar conPn(k) y, por tanto, en adelante tratare-
mos casi en exclusiva con homografı́asF : P

n(k) −→ P
n(k). Por lo visto enÁlgebra

Lineal, las homografı́as forman un grupo para la composición de aplicaciones.

Definición.– Dada una homografı́a F : P
n(k) −→ P

n(k), diremos que una variedad
W ⊂ P

n(k) es fija paraF si F (W ) = W .

Observacíon.–De entre todas las subvariedades fijas que pueden aparecer enuna homo-
graf́ıa, nos fijaremos especialmente en dos: los puntos y los hiperplanos. En concreto,
conviene tener muy en cuenta la diferencia entre hiperplanofijo (aqúel que queda invari-
ante porF ) e hiperplano de puntos fijos (aquél cuyos puntos son todos invariantes porF ),
que es una condición mucho ḿas restrictiva.

Proposición.– Fijado f un automorfismo dekn+1 tal queπ(f) = F , las condiciones
siguientes son equivalentes:
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(a) P = π(u) es un punto fijo deF .

(b) u es un autovector def .

Demostracíon.–SeaR un sistema de referencia dePn(k), A = MB(f) la matriz de
f respecto de una base normalizada deR.

F (P ) = P =⇒ [MB(f)] (P )t
R = (P )t

R,

para lo cual, si(P )R = [a0 : ... : an], es necesario y suficiente que existaλ 6= 0 verifi-
cando

A (a0 ... an)t = λ (a0 ... an)t .

Q.E .D.

Observacíon.– Fijado entonces un sistema de referenciaR y una base normalizadaB,
tomamosA = MB(f) y el cálculo de los puntos fijos deF se reduce al ćalculo de au-
tovectores def usandoA. Veamos algunas propiedades de los puntos fijos deF , usando
lo ya conocido de los autovectores def .

Dadoλ autovalor def , notaremosZλ = π(Vλ), esto es,

Zλ = {P = π(u) ∈ Z | u autovector no nulo asociado aλ} ,

y lo denominaremos el conjunto de puntos fijos asociado aλ.

Notemos que, comoVλ es un subespacio, siu ∈ Vλ, αu ∈ Vλ para todoα ∈ k. De
hecho, un sistema de ecuaciones deVλ y, por tanto, de la variedad lineal proyectivaZλ es,
como se vio eńAlgebra Lineal,

(λIn+1 − A)




x0
...

xn


 = 0(n+1)×1.

Proposición.–En las condiciones anteriores, se verifican las siguientes propiedades:

(a) Siλ y µ son autovalores distintos def , Zλ ∩ Zµ = ∅.

(b) Si W ⊂ P
n(k) es una variedad lineal proyectiva tal que todos sus puntos son

fijos, entonces todos están asociados a uńunico autovalorλ y su dimensíon es
estrictamente menor que la multiplicidad deλ.

Demostracíon.– Para probar (a) śolo tenemos que darnos cuenta de que, siP =
π(u) ∈ Zλ ∩ Zµ, entoncesu ∈ Vλ ∩ Vµ, lo cual es obviamente imposible, ya queu 6= 0.

Tampoco es complejo probar (b). Si tenemos dos puntos enW provenientes de dos
autovalores distintosλ y µ, pongamosP = π(u) ∈ Zλ ⊂ W y Q = π(v) ∈ Zµ ⊂ W , y
suponemosW = π(L), entoncesu + v ∈ L pero

f(u + v) = λu + µv,

que no puede ser de la formaα(u + v) porqueλ 6= µ y u y v son independientes. Por
tantoπ(u + v) = R ∈ W no es un punto fijo, contradiciendo la hipótesis.
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Para la segunda parte de (b) basta recordar que la multiplicidad deλ es siempre mayor
o igual quedim(Vλ) = dim(Zλ) + 1, y obtenemos el resultado.Q.E .D.

Observacíon.–Un primer corolario elemental de la proposición es que no cualquier con-
junto de variedades lineales proyectivas puede ser el conjunto de variedades de puntos
fijos de una homografı́a. Esto, sin embargo, no impide que, por ejemplo, un plano y una
recta secantes enP3(k) sean variedades fijas; pero, al menos uno de ambas no puede ser
de puntos fijos.

Observacíon.– Por supuesto, en todo el desarrollo anterior está impĺıcita la eleccíon de
A, ya que si escogemos otro homomorfismog = µf al que est́a asociadoF , λ no es nece-
sariamente autovalor deg. En este caso el conjunto que hemos denominado anteriormente
Zλ seŕıaZλµ.

3.4 Hiperplanos fijos de homograf́ıas.

Vamos a estudiar ahora cómo calcular el conjunto de hiperplanos fijos de una homografı́a
F = π(f) : P

n(k) −→ P
n(k). Para ello, consideraremos fijados en toda la lección

un sistema de referencia,R, deP
n(k) y una base normalizadaB de kn+1. Denotemos

A = MB(f).

Proposición.–La homograf́ıaF induce una aplicación

F ∗ : Pn(k)∗ −→ P
n(k)∗

H 7−→ F−1(H)

que es, aśı mismo, una homografı́a. De hecho, si consideramosB∗ = {x1, x2, ..., xn},
denominada base dual deB, entoncesF ∗ = π(f ∗), donde

MB∗(f ∗) = At.

Demostracíon.– Basta probar que, siL ∈ (kn+1)∗ es un subespacio de dimensión n
que verificaπ(L) = H, y viene definido en la baseB por una ecuación

L : a0x0 + a1x1 + ... + anxn = (a0 ... an)




x0
...

xn


 = 0,

entoncesf−1(L) viene definido, respecto deB, por la ecuacíon

f−1(L) : (a0 ... an) A




x0
...

xn


 = 0,

lo cual ya se prob́o enÁlgebra Lineal. La igualdad anterior, escrita en términos de coor-
denadas respecto deB∗ resulta

(
f−1(L)

)t

B∗

= At(L)t
B∗ ,
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lo que prueba el resultado.Q.E .D.

Definición.–La homograf́ıa anterior se denomina homografı́a dual asociada aF .

Observacíon.– El problema de calcular los hiperplanos fijos deF requiere un enfoque
distinto del que usamos para el cálculo de los puntos fijos, ya que hallar los hiperplanos
H tales queF (H) = H no es, en principio sencillo. Pero, al serF biyectiva

F (H) = H ⇐⇒ H = F−1(H).

Este simple cambio nos permite reducir el problema al estudiado en la leccíon anterior.

Proposición.– SeaF : P
n(k) −→ P

n(k) una homografı́a, H ⊂ P
n(k) un hiperplano.

EntoncesH es fijo paraF si y śolo siH ∈ P
n(k)∗ es un punto fijo paraF ∗.

Demostracíon.–Trivial. Q.E .D.

Observacíon.–Dado que

|λIn+1 − A| =
∣∣∣(λIn+1 − A)t

∣∣∣ =
∣∣∣λIn+1 − At

∣∣∣ ,

tenemos queA y At tienen el mismo polinomio caracterı́stico y, por tanto, los mismos
autovalores con las mismas multiplicidades. De hecho, si denotamosWλ la variedad de
puntos fijos deF ∗ asociada aλ, obtenemos que

dim(Wλ) = dim (ker(λIn+1 − At)) − 1 = n + 1 − rg(λIn+1 − At) − 1
= n − rg(λIn+1 − A) = dim(Zλ)

Aśı, por ejemplo, una homografı́aF : P3(k) −→ P
3(k) que tenga una recta de puntos

fijos, ha de tener necesariamente una recta de hiperplanos fijos (entendidos como puntos
deP

3(k)∗). Esto es, todos los hiperplanos que contienen a una determinada recta han de
ser fijos paraF .

Veamos otras propiedades de la variedad de hiperplanos fijos.

Proposición.– En las condiciones anteriores siZλ y Wµ son variedades de puntos fijos
deF y F ∗ respectivamente, asociadas a autovaloresλ y µ distintos, entonces para todo
H ∈ Wµ, Zλ ⊂ H.

Demostracíon.– Tomamos un puntoP ∈ Zλ, de forma que(P )R = [a0 : ... : an] y
un hiperplanoH ∈ Wµ definido por la ecuación b0x0 + ... + bnxn = 0 con respecto aR.
Entonces

A




a0
...

an


 = λ




a0
...

an


 , At




b0
...
bn


 = µ




b0
...
bn


 ,

de donde obtenemos

λ (a0 ... an)




b0
...
bn


 = µ (a0 ... an)




b0
...
bn


 ,

y, al serλ 6= µ, ha de serb0a0 + ... + bnan = 0 como queŕıamos probar.Q.E .D.
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En el casok = C podemos demostrar resultados aún más precisos.

Proposición.–SeaF : Pn(C) −→ P
n(C) una homografı́a. Entonces:

(a) Siempre existen, al menos, un punto y un hiperplano fijo paraF .

(b) Toda variedad fija deF con dimensíon l + 1 contiene alguna variedad fija de di-
mensíon l.

(c) Toda variedad fija deF con dimensíon l est́a contenida en otra variedad fija de
dimensíon l + 1.

Demostracíon.– La propiedad (a) es consecuencia directa del teorema fundamental
del álgebra: dado quek = C, f siempre tiene al menos un autovalor y, por tanto, un
autovector no nulo. Ası́, han de existir un punto y un hiperplano fijos.

Hagamos ahora (b). SeaZ una variedad fija de dimensión l+1. EntoncesF|Z : Z −→
Z es una homografı́a y, simplemente identificandoZ conP

l+1(n), podemos aplicar (a).
Al existir un hiperplano fijo deF|Z hemos probado lo que querı́amos.

A pesar de que (c) pueda parecer similar, necesitamos algo más de maquinaria para
demostrarlo. SeaW ahora una variedad fija de dimensión l. Entonces el conjunto de
hiperplanos que contienen aW ha de ser invariante porF , ya que lo esW . Aśı pues,
⋆(W ) es una variedad de dimensiónn − 1 − l, fija paraF ∗. Aplicando la propiedad (a) a
F ∗
|⋆(W ), existe un hiperplanoH∗ del espacio proyectivo⋆(W ) que es fijo paraF ∗

|⋆(W ). Pero
un hiperplano de⋆(W ) es una variedad dePn(k)∗ de dimensíonn − l − 2, luego

dim(⋆(H∗)) = (n − 1) − (n − l − 2) = l + 1,

y, al serH∗ ⊂ ⋆(W ), es⋆(H∗) ⊃ W . Adeḿas, comoH∗ es invariante paraF ∗, ⋆(H∗) lo
ha de ser paraF . La variedad buscada es, por tanto,⋆(H∗). Q.E .D.

Observacíon.–Los resultados anteriores también son v́alidos para una homografı́a F de
un espacio proyectivo sobre un cuerpo arbitrario, siempre ycuando la matriz sea diogani-
zable.

3.5 Proyecciones, secciones, homologı́as.

Vamos a estudiar tres ejemplos fundamentales de homografı́as, que nos permitirán
plantear (y resolver) numerosos problemas (en las horas dispuestas a tal efecto).
Lamentablemente, por razones de tiempo, hemos de dejar fuera otras familias interesantes
de aplicaciones proyectivas.

Definición.– Dados un puntoP ∈ P
2(k) y una recta proyectivaZ ⊂ P

2(k) verificando
P /∈ Z, definimos la proyección deZ sobre⋆(P ) como

p : Z −→ ⋆(P )

Q 7−→ Q + P =: (notacíon)QP
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En la misma situación, definimos la sección de⋆(P ) sobreZ como

s : ⋆(P ) −→ Z

R 7−→ R ∩ Z

Observacíon.–Tantop comos son homografı́as.

Observacíon.–Las aplicacionesp y s son inversas la una de la otra, como es sencillo de
comprobar.

Definición.–Una perspectividad es la composición de una proyección con una sección.

Definición.–Una homograf́ıaF : Pn(k) −→ P
n(k) con un hiperplano de puntos fijos se

denomina una homologı́a. El hiperplano en cuestión se denomina eje de la homologı́a.

Observacíon.– Notemos que, por las condiciones que deben cumplir las variedades de
puntos fijos, tal y como probamos en 3.3., no pueden existir dos hiperplanos de puntos
fijos para una misma homografı́aF .

Podemos de hecho estudiar en detalle la configuración de puntos fijos de una ho-
moloǵıa de manera ḿas detallada.

Lema.–En una homoloǵıa, existe un puntoO (necesariamentéunico) tal que toda varie-
dad que lo contiene es fija.

Demostracíon.– Directa, por ser el dual de la existencia de un hiperplano de puntos
fijos. En efecto, la existencia de un hiperplano de puntos fijos paraF implica la existencia
de un hiperplano de puntos fijos paraF ∗. Esto es, existe una variedad de dimensiónn− 1
tal que toda variedad contenida enél es fija. El principio de dualidad permite asegurar
que existe una variedad de dimensión 0 (un punto) tal que toda variedadque lo contenga
es fija.Q.E .D.

Definición.– SeaF una homoloǵıa. El punto, pongamosO, cuya existencia asegura el
lema anterior se denominará centro deF . El hiperplanoH cuya existencia determina el
queF sea homoloǵıa se denomina el eje deF .

Si O ∈ H entoncesF se diŕa de centro y eje incidentes. En caso contrario se dirá de
centro y eje no incidentes.

3.6 Homoloǵıas planas.

Estudiemos con ḿas detalle algunas propiedades de las homologı́as deP2(k), llamadas
homoloǵıas planas.

Observacíon.–SeaF : P
2(k) −→ P

2(k) una homoloǵıa de centroO y ejeH. Tomemos
P un punto no fijo. Entonces la rectaOP ha de ser fija, y, por tantoF (P ) ∈ OP . Aśı los
puntos{O,P, F (P )} han de estar alineados.

El razonamiento dual nos indica que, siZ no es una recta fija deF , entonces
{H,Z, F (Z)} son rectas concurrentes.
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Proposición.–Una homoloǵıa planaF , de centroO y ejeH queda uńıvocamente deter-
minada por un puntoP , que no sea fijo, y su imagenF (P ) ∈ OP .

Demostracíon.– Si F es de centro y eje no incidentes, podemos tomar puntos
A,B ∈ H de tal forma que{O,A,B, P} formen un sistema de referencia. Por la uni-
cidad estudiada en 3.2. existe unaúnica homografı́a G que transforma este sistema en
{O,A,B, F (P )}. Por tanto,G es realmenteF , la homoloǵıa de centroO y ejeH.

En el caso incidente, el razonamiento es similar aunque un poco más complejo.
Tomamos en primer lugarQ /∈ OP ∪ H, y trazamos la rectaZ = PQ. Para hallar
F (Z) necesitamos la imagen de dos puntos; podemos tomarP , porque conocemosF (P )
y H ∩ Z, que es fijo.

Al conocerF (Z) podemos hallarF (Q) = F (Z) ∩ OQ, ya queOQ es fija. Ahora
procedemos como antes: escogemosA ∈ H, distinto deO y dePQ∩H, y denominamos
G a la única homografı́a que lleva{O,P,Q,A} en{O,F (P ), F (Q), A}. G es entonces
una homoloǵıa de centroO. Q.E .D.

Corolario.– Una homoloǵıa planaF , de centroO y ejeH queda uńıvocamente determi-
nada por una rectaZ no fija y su imagenF (Z) (concurrente conH y Z).

Observacíon.– Con la demostración anterior podemos dar un método geoḿetrico para
construir la imagen de un punto por una homologı́a de la que conocemos el centroO, el
ejeH, un punto no fijoP y su imagenF (P ).

En efecto, siQ /∈ OP , podemos hallarF (Q) como hicimos en el caso incidente, ya
que el razonamiento es independiente de la incidencia.

Si fueseQ ∈ OP tendŕıamos que efectuar dos procesos análogos: en primer lugar
escoger otro puntoQ′ /∈ OP y hallarF (Q′) y, con posterioridad, hallarF (Q) usandoQ′

y F (Q′) en lugar deP y F (P ).
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3.7 Afinidades (I).

Las afinidades son la versión af́ın de las homografı́as. Sin embargo, no toda homografı́a
puede ser compatible con la restricción al espacio afı́n. Consideraremos en lo que sigue
la inmersíon habitualϕ : A

n(k) →֒ P
n(k) = Z.

Definición.–SeaF : Z −→ Z una homografı́a. La aplicacíonF se diŕa compatible conϕ
siF (H∞) = H∞. Dado queF ha de ser biyectiva, es compatible conϕ si y śolo si se tiene
queF (An(k)) = A

n(k). En este caso, la aplicación f = F|An(k) : A
n(k) −→ A

n(k) se
dirá la afinidad asociada aF .

Observacíon.–Al igual que suced́ıa con los sistemas de referencia, el concepto de matriz
de una afinidad resulta ḿas simple que el de matriz de una homografı́a, ya que siempre
suponemos la inmersiónϕ.

Observacíon.–Fijemos un sistema de referencia afı́n

Ra = {O, u1, ..., un}; conO = (a1, ..., an) , ui = (r1i, ..., rni) ;

que tomaremos, por simplicidad, tanto para expresar los originales como las iḿagenes.
Entonces, como vimos en 2.9., existe un sistema de referencia proyectivo enZ determi-
nado porRa, a saber,

RZ = {[O], [u1], ..., [un]; U},
que es el que tiene por base normalizada

B(Ra) = {(1, a1, ..., an) , (0, r11, ..., rn1) , ..., (0, r1n, ..., rnn)} .

Definición.– Sea entoncesF una homografı́a deZ compatible conϕ, f = F|An(k). De
las matrices que forman la clase–matriz deF , denominaremos matriz def a MRa

(f) ∈
MRZ

(F ) que verifica que el elemento que ocupa la posición (1, 1) es1.

Observemos que una tal matriz siempre existe, dado queF (O) ∈ A
n(k). La eleccíon

de la matriz anterior trae muchas ventajas, como veremos.

Proposición.–En las condiciones anteriores, si

(P )Ra
= (β1, ..., βn) , (f(P ))Ra

= (γ1, ..., γn)

entonces

MRa
(f)[P ]tRa

= MRa
(f)




1
β1
...

βn




=




1
γ1
...

γn




= [f(P )]tRa
.

Demostracíon.–Directa, ya que, por elección,MRa
(f) tiene la forma

MRa
(f) =




1 0 ... 0
∗ ∗ ... ∗
...

...
.. .

...
∗ ∗ ... ∗




,
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lo cual, unido a que
MRa

(f)(P )t
RZ

= (F (P ))t
RZ

,

(porqueMRa
(f) ∈ MRZ

(F )) y a que

(P )RZ
= [1 : β1 : ... : βn] , (F (P ))RZ

= [1 : γ1 : ... : γn]

prueban el resultado.Q.E .D.

Observacíon.– Dado que es posible encontrar un sistema de referencia proyectivo deZ
contenido enAn(k), el resultado anterior muestra que, dada una afinidadf , existe una
única homografı́a compatibleF verificandoF|An(k) = f . Esto se notará [f ] = F .

Además de servirnos para probar este hecho importante, la matrizMRa
(f) tiene otras

propiedades interesantes.

Proposición.–SeanP,Q,R, S ∈ A
n(k) tales que

−→
PQ =

−→
RS = u ∈ kn. Entonces,

−−−−−−→
f(P )f(Q) =

−−−−−−→
f(R)f(S).

Más áun, si denominamos a este vector
−→
f (u), tenemos que la aplicación

−→
f es un

automorfismo dekn. De hecho, su matriz, respecto de la baseB(Ra) = {u1, ..., un} es la
submatriz deMRa

(f) complementaria al elemento(1, 1) y se tiene también que

−→
f

(−→
PQ

)
=

−−−−−−→
f(P )f(Q).

.

Demostracíon.– La primera afirmacíon es trivial tomando coordenadas respecto de
Ra. Aśı, si denotamos

(P )Ra
= (α1, ..., αn) , (f(P ))Ra

= (β1, ..., βn) ;
(Q)Ra

= (γ1, ..., γn) , (f(Q))Ra
= (δ1, ..., δn) ;

tenemos que

(
−→
PQ)B(Ra) = (

−→
RS)B(Ra) = (γ1 − α1, ..., γn − αn)

(
−−−−−−→
f(P )f(Q))B(Ra) = (δ1 − β1, ..., δn − βn) ,

pero adeḿas



0
δ1 − β1

...
δn − βn




=




1
δ1
...
δn



−




1
β1
...

βn




= MRa
(f)




1
γ1
...

γn



− MRa

(f)




1
α1
...

αn




=

= MRa
(f)




0
γ1 − α1

...
γn − αn




,

lo que prueba el primer aserto. Por otro lado, si denotamosM11 a la submatriz deMRa
(f)

complementaria al elemento(1, 1), tenemos por lo anterior que

M11(
−→
PQ)t

B(Ra) = (
−−−−−−→
f(P )f(Q))t

B(Ra),

55
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lo que demuestra que
−→
f es un endomorfismo dekn verificandoMB(Ra)(

−→
f ) = M11.

Además, por serF biyectiva ha de ser|MRa
(f)| = |M11| 6= 0, luego

−→
f es automorfismo.

Q.E .D.

Definición.– El automorfismo
−→
f : kn −→ kn se denomina homomorfismo vectorial

asociado af .

Observacíon.–La matrizMRa
(f) tiene entonces la forma

MRa
(f) =




1 0 ... 0

(f(O))t
Ra

MB(Ra)(
−→
f )




.

3.8 Afinidades (II): Dilataciones.

Las afinidades, en tanto que son restricciones de homografı́as al espacio afı́n, heredan
todas las propiedades deéstas (en la forma conveniente) en lo tocante a composición,
imágenes de variedades, unicidad de aplicaciones, estructura de grupo,...

En concreto, mantenemos la nomenclatura de variedades fijaspara las afinidades: sea
F una homografı́a dePn(k) compatible conϕ, f = F|An(k) la afinidad que determina.
Una variedad afı́n Y es fija paraf cuando lo es paraF , esto es, cuandoF (Y ) = Y .
Sin embargo, esto no es, a priori, sencillo de calcular, puesto queY no es una variedad
proyectiva.

Proposición.–En las condiciones anterioresY es fija paraf si y śolo siY es fija paraF .

Demostracíon.–Por un lado, siY es fija paraF , dado queH∞ tambíen lo es, lo seŕa
Y ∩ H∞ y, por biyectividad,Y = Y \

(
Y ∩ H∞

)
.

Para ver la otra implicación comenzamos por notar que

Y ⊂ Y =⇒ Y = f(Y ) = F (Y ) ⊂ F (Y ).

Por otro lado, siY ⊂ Z, conZ una variedad lineal proyectiva, entonces

Y = F−1(Y ) ⊂ F−1(Z),

y por serF−1 homograf́ıa hemos de tener

Y ⊂ Y ⊂ F−1(Z) =⇒ Y = F (Y ) ⊂ F (Y ) ⊂ F
(
F−1(Z)

)
= Z,

y, por serY la menor variedad proyectiva que contiene aY ha de ser forzosamenteY =
F (Y ). Q.E .D.

Definición.– Dada una afinidadf = F|An(k) los puntos fijos deF contenidos enAn(k)
se denominan puntos fijos def . Los puntos fijos deF contenidos enH∞ son de la forma
[u], parau ∈ kn y se denominan direcciones fijas def .
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Observacíon.–En lo que resta de lección nos fijaremos en un tipo concreto de afinidades:
las dilataciones, que son aquéllas que provienen de homografı́as para las queH∞ no
sólo es fijo sino de puntos fijos. Sea puesf una afinidad tal que para todoQ ∈ H∞,
[f ](Q) = Q; esto es,[f ] es una homoloǵıa de ejeH∞.

Por los resultados de 3.3. los puntos deH∞ han de estar asociados a unúnico auto-
valorλ. Por tanto, fijado un sistema de referencia afı́n R tenemos que

MR(f) =




1 0 ... 0
α1 λ
...

.. .
αn λ




.

En esta situación se puede presentar una situación geoḿetrica distinta, que corre pa-
ralela a la casúıstica de las homologı́as.

Caso 1:λ = 1. Supondremos que(α1, ..., αn) 6= (0, ..., 0) porque si no, estamos ante la
identidad y no hay mucho que estudiar.

Al tenerMR(f) un único autovalor, y no ser la identidad, el conjunto de puntosfijos
de [f ] es exactamenteH∞ y, por tanto, es una homologı́a de centro incidente.

Para conocer el centro procedemos geométricamente. La afinidad asociada, tomando
coordenadas respecto deR, es

f : An(k) −→ A
n(k)

(x1, ..., xn) 7−→ (x1 + α1, ..., xn + αn)

y por ellof se denomina la traslación de vector
−−−−−−−→
(α1, ..., αn).

Es entonces elemental que:

(a) No hay puntos afines fijos.

(b) Son fijas las variedades afinesY que verifican
−−−−−−−→
(α1, ..., αn) ∈ D(Y ) (esto es sencillo

por doble inclusíon).

Por tantoY es fija para[f ] si y śolo si [0 : α1 : ... : αn] ∈ Y ∩H∞. Aśı pues, el centro
de la homoloǵıaF ha de ser, necesariamente,[0 : α1 : ... : αn].

Caso 2: λ 6= 1. Ahora MR(f) posee dos autovalores:λ con multiplicidadn y 1 con
multiplicidad 1. Por ello, el conjunto de puntos fijos de[f ] es exactamenteZλ = H∞

junto conZ1 que es otro punto fuera deH∞ y, por tanto,[f ] es una homoloǵıa de centro
no incidente.

Si hallamos el centroO ∈ A
n(k) y consideramos un nuevo sistema de referencia

af́ın (que tambíen denotaremosR) dondeO sea el punto deAn(k), la afinidad asociada,
tomando coordenadas respecto deR, es

f : A
n(k) −→ A

n(k)

(x1, ..., xn) 7−→ (λx1, ..., λxn)

En estas condicionesf se denomina la homotecia de centroO y raźon λ. Como
sabemos, son fijas precisamente las variedades afinesY que verificanO ∈ Y . Observe-
mos que la homotecia queda caracterizada al conocer el centro y la raźon, ya quéesta es
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equivalente a conocer un punto y su imagen, que era el dato necesario para caracterizar
una homoloǵıa.

Observacíon.– El conjunto de las dilataciones forman un grupo con la composición de
aplicaciones.
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Tema 4

El espacio eucĺıdeo

4.1 El espacio euclı́deo.

Definición.– Un espacio euclı́deo es un espacio afı́n (An(R), (V, ·), +), donde(V, ·) es
un espacio vectorial euclı́deo. Como de costumbre diremos simplemente queA

n(R) es
un espacio euclı́deo (n–dimensional).

Definición.–DadosP,Q en un espacio euclı́deoA
n(R) definimos la distancia entreP y

Q como

d(P,Q) =
∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣ =

√−→
PQ · −→PQ.

Observacíon.– La distancia definida es una métrica topoĺogica; esto es, verifica las si-
guientes propiedades:

(a) d(P,Q) = 0 si y śolo siP = Q.

(b) d(P,Q) = d(Q,P ).

(c) d(P,R) ≤ d(P,Q) + d(Q,R).

Todas las pruebas son directas a partir de los resultados deÁlgebra Lineal relativos a
productos escalares. Ası́, por ejemplo

d(P,R) =
∣∣∣
∣∣∣−→PR

∣∣∣
∣∣∣ =

∣∣∣
∣∣∣−→PQ +

−→
QR

∣∣∣
∣∣∣ ≥

∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣ +

∣∣∣
∣∣∣−→QR

∣∣∣
∣∣∣ = d(P,Q) + d(Q,R),

y tambíen podemos deducir que tendremos igualdad si y sólo siP , Q y R est́an alineados
y
−→
PQ · −→PR ≥ 0.

Definición.– Un sistema de referencia afı́n R = {O;B} se dice sistema de referencia
métrico cuandoB es una base ortonormal de(V, ·).

Observacíon.– Aśı pues, tomando coordenadas respecto de un sistema de referencia
métrico (como haremos en lo sucesivo, sin mención expresa), el producto escalar de dos
vectores se puede calcular usando la fórmula tradicional.



Geometŕıa. Departamento de Álgebra. http://alojamientos.us.es/da

Observacíon.–Recordemos que un cambio del sistema de referencia afı́nR = {O;B} al
sistemaR′ = {O′;B′} viene determinado por una matriz de la forma

M(R,R′) =




1 0 ... 0

(O)R′ M(B,B′)


 ,

y verifica, para todoQ ∈ A
n(R),

M(R,R′)[Q]tR = [Q]tR′ ,

donde[Q]R (respectivamente[Q]R′) son las coordenadas deQ, como punto proyectivo,
respecto del sistema de referencia deP

n(R) inducido porR; esto es, las coordenadas de
Q respecto deR precedidas de un1.

Por tanto, un cambio de sistemas de referencia métricos enAn(R) implica un cam-
bio de bases ortonormales de(V, ·). Aśı, como sabemos déAlgebra Lineal, la matriz
M(B,B′) ha de ser ortogonal.

Observacíon.–Las otras dos propiedades del módulo que no hemos utilizado son:

(a) La desigualdad de Cauchy–Schwartz, que establece que, para todo par de vectores
u, v ∈ V ,

|u · v| ≤ ||u|| ||v|| =⇒ −1 ≤ u · v
||u|| ||v|| ≤ 1.

Por tanto, dados dos vectores deV , con el mismo origen, definimos elángulo que
forman como eĺunico realα ∈ [0, π] verificando

cos(α) =

−→
PQ · −→PR∣∣∣

∣∣∣−→PQ
∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣−→PR

∣∣∣
∣∣∣
.

Con esta definición se verifica la f́ormula conocida del producto escalar

−→
PQ · −→PR =

∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣−→PR

∣∣∣
∣∣∣ cos(α).

(b) El teorema de Pitágoras (versión vectorial) establece que

u ⊥ v ⇐⇒ ||u + v||2 = ||u||2 + ||v||2,

lo cual, tomando vectoresu =
−→
PQ, v =

−→
QR, nos da

d(P,R)2 =
∣∣∣
∣∣∣−→PQ +

−→
QR

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣
2
+

∣∣∣
∣∣∣−→QR

∣∣∣
∣∣∣
2

= d(P,Q)2 + d(Q,R)2,

si y śolo si
−→
PQ y

−→
QR son ortogonales.́Este es el Teorema de Pitágoras tal y como

se suele expresar en el contexto vectorial.

60
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4.2 Versíon sintética del espacio euclı́deo

El nombre de Teorema de Pitágoras a la versión vectorial est́a justificado, ya que los tres
puntos de un tríangulo siempre se pueden escribir de la formaP , P +u y P +u+v, y sus
lados vendŕan dados poru, v y u + v, luego este resultado nos dice que dos de sus lados
son ortogonales si y sólo si el cuadrado del ḿodulo del otro lado es igual a la suma de los
cuadrados de estos dos.

Pero hasta ahora la distancia entre dos puntos, o la ortogonalidad de dos vectores, son
conceptos abstractos. Todavı́a no hemos comprobado que efectivamente corresponden a
la distancia entre puntos y la perpendicularidad de segmentos de la geometrı́a cĺasica.
Curiosamente, esta correspondencia es consecuencia directa del teorema de Pitágoras
clásico.

Consideremos fijado un sistema de referencia métrico,R = {O; {v1, v2}} en un es-
pacio eucĺıdeo sobreR de dimensíon 2. Comov1 y v2 son unitarios y ortogonales, los
representamos en el plano como dos vectores perpendiculares de tamãno 1, partiendo de
un mismo punto (que representa aO). Una vez fijada la representación gŕafica deR,
cualquier otro punto o vector del espacio euclı́deo estaŕa tambíen fijado: el punto(a, b)
es el punto final del vectorav1 + bv2, dondeav1 es un vector de tamaño |a| con la misma
direccíon quev1, y el sentido determinado por el signo dea, y el vectorbv2 se define de
forma ańaloga. El vector suma deu y v est́a representado por la diagonal (que pasa por
O) del paralelogramo que pasa porO cuyos lados adyacentes aO sonu y v. Es en este
marco que debemos demostrar que hemos definido bien la distancia entre dos puntos (el
tamãno de un vector), o la perpendicularidad de dos vectores.

Proposición.– En un espacio euclı́deo como el anterior, el ḿodulo de un vector corres-
ponde al tamãno de su representación gŕafica. Y dos vectores son ortogonales si y sólo si
sus representaciones gráficas son perpendiculares.

Demostracíon.– Si un vectorv es igual aav1, sus coordenadas respecto aR son
(a, 0), luego su ḿodulo es igual a||v|| =

√
a2 = |a|, que coincide con el tamaño de su

representación gŕafica. Lo mismo ocurre con los vectores de la formabv2. Si porúltimo se
tienev = av1 + bv2, entonces sus coordenadas respecto deR son(a, b), luego su ḿodulo
seŕa

√
a2 + b2. Ahora bien, comov1 y v2 son perpendiculares, también lo sonav1 y

bv2, luego sus representaciones gráficas forman un rectángulo. Una de las diagonales
de este rectángulo es la representación del vectorv, la otra (que mide lo mismo, al ser
un rect́angulo) es la hipotenusa de un triángulo rect́angulo de catetosav1 y bv2, luego el
teorema de Pitágoras cĺasico nos dice que el tamaño de la representación dev es igual a
la ráız cuadrada del cuadrado del tamaño deav1 más el cuadrado del tamaño debv2, es
decir,

√
a2 + b2. Por tanto, ḿodulo y tamãno son nociones equivalentes.

Una vez que sabemos que el módulo de un vector coincide con su tamaño, veamos
que ortogonalidad corresponde a perpendicularidad. Por unlado, sabemos por el teorema
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de Pit́agoras af́ın, que dos vectoresu y v son ortogonales si y sólo si

||u + v||2 = ||u||2 + ||v||2.

Por otra parte, consideremos las representaciones gráficas deO, O + u y O + u + v.
Los lados de este triángulo sonu, v y u + v. El teorema de Pitágoras cĺasico (y su
generalizacíon, el teorema del coseno) nos dice queu y v son perpendiculares si y sólo si
los tamãnos de sus lados satisfacen||u||2 + ||v||2 = ||u + v||2. Por tanto, ortogonalidad y
perpendicularidad son nociones equivalentes.Q.E .D.

Por otra parte, recordemos que, en la geometrı́a eucĺıdea, se define el coseno de
un ánguloα, como el cociente entre el cateto contiguo y la hipotenusa deun triángulo
rect́angulo que tenga aα como ángulo (recordemos que tratamos sólo con ángulos
menores que eĺangulo llano). Por otro lado, acabamos de dar una fórmula que rela-
ciona el coseno de uńangulo con el producto escalar. Veamos que es cierta, utilizando el
teorema del coseno:

Proposición.– Seanu y v vectores de un espacio vectorial euclı́deoV = R
2, y seaα el

ángulo que forman sus representaciones gráficas (respecto de la base habitual). Entonces
se tiene:

cos(α) =
u · v

||u|| ||v|| .

Demostracíon.–Sabemos, por el teorema del coseno, que el triánguloO(O +u)(O +
v), cuyos lados miden||u||, ||u|| y ||v − u||, satisface la ecuación:

||v − u||2 = ||u||2 + ||v||2 − 2 ||u|| ||v|| cos(α),

luego
(v − u) · (v − u) = (u · u) + (v · v) − 2 ||u|| ||v|| cos(α),

(v · v) + (u · u) − 2(u · v) = (u · u) + (v · v) − 2 ||u|| ||v|| cos(α),

u · v = ||u|| ||v|| cos(α),

de donde se obtiene la fórmula enunciada.Q.E .D.

Observacíon.–Observemos que de este resultado obtenemos una nueva demostración de
la desigualdad de Cauchy-Schwartz en el planoR

2, ya que sabemos que para cualquier
ánguloα, se tiene−1 ≤ cos(α) ≤ 1, luego| cos(α)| ≤ 1. Es decir

|u · v|
||u|| ||v|| ≤ 1 ⇒ |u · v| ≤ ||u|| ||v||.

Además, aśı vemos que el cociente entre|u · v| y ||u|| ||v|| puede tomar todos los valores
entre0 y 1.

Al igual que hemos hecho en el plano, se puede comprobar que enel espacio de tres
dimensiones,R3, las nociones de tamaño y módulo, de perpendicularidad y ortogonalidad
son equivalentes, ası́ como lo son las nociones clásica y af́ın deángulo. Por tanto, a partir
de ahora trabajaremos en espacios euclı́deos, con sistemas de referencia métricos. Aśı,
podremos imaginar todos los ejemplos enR

2 o R
3, e incluso demostrar teoremas de

geometŕıa cĺasica, usando estas nuevas herramientas de la geometrı́a af́ın.
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4.3 Distancias (I): Perpendicular coḿun.

Una vez que hemos definido la distancia entre dos puntos, trataremos en esta lección de
dar una generalización (que no siempre podrá ser expĺıcita). Antes una definición natural.

Definición.–SeanY1, Y2 ⊂ A
n(R) variedades lineales. Diremos queY1 eY2 son perpen-

diculares (notadoY1 ⊥ Y2) cuandoD(Y1)
⊥ ⊂ D(Y2) o D(Y2) ⊂ D(Y1)

⊥.

Definición.–SeanY1, Y2 ⊂ A
n(R) variedades lineales. Definimos

d (Y1, Y2) = inf { d(P,Q) | P ∈ Y1, Q ∈ Y2} .

Observacíon.–Es un hecho intuitivo que el camino más corto entre dos variedades para-
lelas (dos rectas enA2(R), por ejemplo) viene dada por la distancia entre dos puntos que
forman una recta perpendicular a ambas. Demos ahora soporteteórico a este hecho.

Teorema (Perpendicular coḿun).– SeanY1, Y2 variedades lineales afines disjuntas. Ex-
iste una variedad lineal afı́n Y verificando lo siguiente:

(a) dim(Y ) ≥ 1.

(b) Y es perpendicular aY1 y aY2.

(c) Y ∩ Yi = {Pi}, parai = 1, 2.

(d) Toda variedadY ′ que verifique las propiedades (a), (b) y (c) (para los mismosP1 y
P2) verificaY ′ ⊂ Y .

(e) d(Y1, Y2) = d(P1, P2).

A una tal variedadY se la denomina una perpendicular común aY1 eY2.

Demostracíon.–Para queY verifique (b) y (c) es necesario queD(Y ) sea ortogonal
aD(Y1) y aD(Y2); y para que verifique (d) necesitamos queY tenga la mayor dimensión
posible. Por tanto, la opción natural paraD(Y ) es

D(Y ) = [D(Y1) + D(Y2)]
⊥ = D(Y1)

⊥ ∩ D(Y2)
⊥,

y aśı tenemos que, recordando los resultados relativos a la dimensión de los subespacios
ortogonales,

dim(Y ) = dim(D(Y )) = n − dim [D(Y1) + D(Y2)] .

Ahora, usando el teorema de la dimensión para variedades afines

n = dim(An(R)) ≥ dim D(Y1 + Y2) > dim (D(Y1) + D(Y2)) ,

por lo que nuestra definición deD(Y ) asegura quedim(Y ) ≥ 1.

Para determinarY necesitamos ahora un punto. Entonces tomemos dos puntos:Q1 ∈
Y1, Q2 ∈ Y2; y escribamos

−−−→
Q1Q2 como

−−−→
Q1Q2 = u + v = (u1 + u2) + v, conu ∈ D(Y1) + D(Y2), ui ∈ D(Yi), v ∈ D(Y ),
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Geometŕıa. Departamento de Álgebra. http://alojamientos.us.es/da

dondeu y v sonúnicos porqueD(Y ) = [D(Y1)+D(Y2)]
⊥, pero losui no lo son, a menos

queD(Y1) ∩ D(Y2) = {0}. Tomamos entonces el punto

P1 = Q1 + u1 ∈ Y1,

y definimosY = P1 + D(Y ).

Tenemos que comprobar queY verifica las condiciones (c) y (e), ya que las demás
surgen inmediatamente de nuestra definición. Para ver (c), notemos que, si definimos

P2 = Q2 − u2 ∈ Y2,

tenemos que
−−→
P1P2 = v ∈ D(Y ), por lo queP2 ∈ Y . Ahora bien,

D(Y ∩ Yi) = D(Y ) ∩ D(Yi) = {0},

por lo que se tiene queY ∩ Yi ha de ser un punto, y, en consecuencia, tiene que serPi.

Porúltimo hemos de probar que la mı́nima distancia entreY1 eY2 se alcanza precisa-
mente end(P1, P2). Para ello, seaQ1 ∈ Y1, Q2 ∈ Y2 puntos cualesquiera como arriba.
Escribimos entonces

d(Q1, Q2)
2 =

∣∣∣
∣∣∣−−−→Q1Q2

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣−−−→Q1P1 +

−−→
P1P2 +

−−−→
P2Q2

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣−−−→Q1P1 +

−−−→
P2Q2

∣∣∣
∣∣∣
2
+

∣∣∣
∣∣∣−−→P1P2

∣∣∣
∣∣∣
2
,

porque(
−−−→
Q1P1 +

−−−→
P2Q2) ⊥ −−→

P1P2 y podemos aplicar el Teorema de Pitágoras. Entonces es

claro que el ḿınimo se alcanza cuando
∣∣∣
∣∣∣−−−→Q1P1 +

−−−→
P2Q2

∣∣∣
∣∣∣
2

= 0, esto es, cuando
−−→
P1P2 =

−−−→
Q1Q2. Q.E .D.

Corolario.– Si D(Y1) ∩ D(Y2) = {0} (esto se suele expresar diciendo queY1 e Y2 se
cruzan) entonces la perpendicular común esúnica.

Demostracíon.–Basta recuperar de la demostración laúnica eleccíon que hemos he-
cho: la del puntoP1, que proveńıa de la eleccíon de vectoresu1 ∈ D(Y1) y u2 ∈ D(Y2)

en la descomposición de
−−−→
Q1Q2. Pero, siD(Y1) ∩ D(Y2) = {0}, entonces la suma

D(Y1) + D(Y2) es directa; y por tantou1 y u2 sonúnicos.Q.E .D.

Corolario.– Dadas dos variedades lineales afinesY1 eY2, se tiene que

d(Y1, Y2) = 0 ⇐⇒ Y1 ∩ Y2 6= ∅.

Demostracíon.– Sólo hay que probar, obviamente, la implicación directa. Pero, si
d(Y1, Y2) = 0 y tenemosY1 ∩ Y2 = ∅, podemos construir una perpendicular común y
hallar puntosPi ∈ Yi tales qued(Y1, Y2) = d(P1, P2) > 0, en contra de la hiṕotesis.
Q.E .D.

4.4 Distancias (II): Hiperplano mediador.

Una vez estudiado un procedimiento general para hallar la distancia entre dos variedades,
nos fijamos en los casos más interesantes geométricamente: los casos de distancia de un
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punto a un hiperplano y de distancia entre dos hiperplanos. Posteriormente veremos un
primer ejemplo de lugar geoḿetrico que nos será de gran utilidad en próximas lecciones:
el hiperplano mediador de dos puntos.

Definición.–SeaP ∈ A
n(R), Y una variedad lineal tal queP /∈ Y . Entonces, siY ′ es la

perpendicular coḿun aP e Y , el puntoY ∩ Y ′ se denomina el pie de la perpendicular a
Y trazada desdeP o, equivalentemente, la proyección ortogonal deP sobreY .

Proposición.– SeaP = (α1, ..., αn) ∈ A
n(R), H un hiperplano deAn(R) dado por la

ecuacíonH : a0 + a1x1 + ... + anxn = 0. Entonces

d(P,H) =
|a0 + a1α1 + ... + anαn|√

a2
1 + ... + a2

n

.

Demostracíon.–Dado que la dirección deH viene determinada por la ecuación

D(H) : a1x1 + ... + anxn = 0,

por lo que es obvio que
D(H)⊥ =

〈−−−−−−−→
(a1, ..., an)

〉
,

ya quedim(D(H)⊥) = 1. Aśı, la perpendicular coḿun aP y H es precisamente la recta

L = P +
〈−−−−−−−→
(a1, ..., an)

〉
.

Buscamos un puntoQ ∈ H∩L para lo cual lo ḿas simple es tomar un punto arbitrario
enL

P + λ
−−−−−−−→
(a1, ..., an) = (α1 + λa1, ..., αn + λan) ,

e imponemos que verifique la ecuación deH. Entonces es inmediato que

λ = −a0 + a1α1 + ... + anαn

a2
1 + ... + a2

n

.

Por tanto tenemos

d(P, Y ) = d(P,Q) =
∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣ = |λ|

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
(a1, ..., an)

∣∣∣
∣∣∣ =

|a0 + a1α1 + ... + anαn|√
a2

1 + ... + a2
n

.

Q.E .D.

Definición.–Dado un hiperplanoH : a0 + a1x1 + ... + anxn = 0, un vector no nulo del
subespacio〈−−−−−−−→(a1, ..., an)〉 se denominaŕa vector normal aH.

Corolario.– Sean dos hiperplanosH y H ′. Entonces, siH ∩ H ′ = ∅ podemos suponer
que vienen dados por ecuaciones

H : α + a1x1 + ... + anxn = 0, H ′ : β + a1x1 + ... + anxn = 0,

y, adeḿas,

d(H,H ′) =
|α − β|√

a2
1 + ... + a2

n

.
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Demostracíon.– Del teorema de la dimensión para variedades lineales afines es in-
mediato que

H ∩ H ′ = ∅ =⇒ D(H) = D(H ′),

por lo que podemos suponer queD(H) y D(H ′) vienen dadas por la misma ecuación y, en
consecuencia, existen ecuaciones deH y H ′ que śolo difieren en el t́ermino independiente.

Ahora bien, si tomamos un puntoP = (γ1, ..., γn) ∈ H cualquiera, tenemos que

d(P,H ′) =
|β + a1γ1 + ... + anγn|√

a2
1 + ... + a2

n

=
|β − α|√

a2
1 + ... + a2

n

,

ya queα+a1γ1+...+anγn = 0. Por tantod(P,H ′) no depende deP y es, en consecuencia,
d(H,H ′). Q.E .D.

El último punto relativo a puntos, hiperplanos y distancias esel hiperplano mediador.

Proposición.–SeanP,Q ∈ A
n(R). Entonces el conjunto

MPQ = {R ∈ A
n(R) | d(P,R) = d(Q,R)}

es un hiperplano, denominado hiperplano mediador deP y Q (cuandon = 2, se denomi-
naŕa mediatriz deP y Q).

Demostracíon.–Vamos a dar la construcción expĺıcita deMPQ. Para ello, notemos

P = (α1, ..., αn), Q = (β1, ..., βn),

y consideramosR el punto medio deP y Q. Es obvio entonces queR ∈ MPQ, ya que

R =

(
α1 + β1

2
, ...,

αn + βn

2

)
.

Veamos entonces queMPQ = R +
〈−→
PQ

〉⊥
. En efecto,

A ∈ MPQ ⇐⇒ d(A,P ) = d(A,Q)

⇐⇒
∣∣∣
∣∣∣−→AP

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣−→AQ

∣∣∣
∣∣∣
2

⇐⇒
∣∣∣
∣∣∣−→AR +

−→
RP

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣−→AR +

−→
RQ

∣∣∣
∣∣∣
2

⇐⇒
(−→
AR +

−→
RP

)
·
(−→
AR +

−→
RP

)
=

(−→
AR +

−→
RQ

)
·
(−→
AR +

−→
RQ

)

⇐⇒ −→
AR · −→RP =

−→
AR · −→RQ

⇐⇒ −→
AR · −→RP = −−→

AR · −→RP

⇐⇒ −→
AR · −→RP = 0

⇐⇒ −→
AR ⊥ −→

RP = (1/2)
−→
QP,

lo que finaliza la prueba.Q.E .D.
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4.5 Movimientos.

Proseguimos el estudio general del espacio euclı́deo introduciendo los movimientos, que
son las afinidades que conservan las propiedades euclı́deas. Al estudio preciso y detalla-
do de estas transformaciones dedicaremos las secciones siguientes. Trabajaremos, como
antes, en un espacio euclı́deo(An(R), (V, ·), +).

Definición.–Un movimiento es una afinidadf : A
n(R) −→ A

n(R) que verifica que su
isomorfismo vectorial asociado,

−→
f , es una isometrı́a (endomorfismo ortogonal).

El conjunto de los movimientos se denota Mo(An(R)).

Observacíon.–Recordemos que, dada una afinidadf , el isomorfismo vectorial
−→
f viene

dado por (3.7.) −→
f

(−→
PQ

)
=

−−−−−−→
f(P )f(Q),

y, dado un sistema de referencia afı́n R = {O;B}, MB(
−→
f ) es precisamente la submatriz

cuadrada de ordenn complementaria al elemento(1, 1) deMR(f).

Observacíon.–De las propiedades de los endomorfismos ortogonales se siguen inmedia-
tamente las siguientes propiedades:

(a) f es un movimiento si y śolo si MB(
−→
f ) es ortogonal, para cualquier base ortonor-

malB de(V, ·).

(b) Si f es un movimiento,f conserva lośangulos entre vectores con el mismo origen
(4.1.)

(c) f es un movimiento si y śolo si es una afinidad que preserva las distancias. Esto es,
para cualesquieraP,Q ∈ A

n(R), d(f(P ), f(Q)) = d(P,Q).

(d) El conjunto de los movimientos es un grupo para la composición de aplicaciones.

Observacíon.– Aśı como los automorfismos se corresponden con los cambios de base,
las homograf́ıas con los cambios de sistemas de referencia proyectivo y las afinidades con
los cambios de sistemas de referencia afines, los movimientos son la contrapartida de los
cambios de sistema de referencia métricos.

Vamos a finalizar el tema viendo algunos ejemplos de movimientos, que despúes seŕan
estudiados con ḿas detalle.

Ejemplo.– Recordemos que una traslación era una afinidadτ que verificaba−→τ = IdV .
Claramente la matriz−→τ seŕa In en cualquier base, por tanto, las traslaciones son
movimientos.

Ejemplo.– Con respecto a las otras dilataciones, las homotecias, recordemos quéestas
se caracterizaban por el hecho de que su isomorfismo vectorial asociado eraλIdV , para
algún λ 6= 0, 1. Nuevamente, la matriz del isomorfismo en cualquier base será λIn. Aśı,
una homotecia es un movimiento si y sólo si su raźon, λ, es−1. Estas homotecias tan
particulares se denominan simetrı́as centrales de centro el punto fijo de la homotecia.
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Ejemplo.– Vamos a introducir un ejemplo nuevo de movimiento: las simetrı́as hiper-
planares o hiperplanas. Para ello, fijamos un hiperplanoH, que denominaremos eje de la
simetŕıa y definimos el movimiento como sigue:

σH : An(R) −→ A
n(R)

P 7−→ σH(P ) = P + 2
−→
PQ,

dondeQ es el pie de la perpendicular aH trazada desdeP . En particular,Q es el punto
medio deP y σH(P ).

Para ver queσH es, en efecto, un movimiento, escojamos un vector no nulou ∈
D(H)⊥ (que es, de hecho, base deD(H)⊥) y una basev1, ..., vn−1 de D(H). Si apli-
camos Gram–Schmidt, por separado, a ambas bases, y las unimos obtenemos una base
ortonormal

B = {w1, ..., wn−1, x}.
Finalmente escojemos un punto cualquieraO ∈ H para completar un sistema de referen-
cia af́ınR = {O;B}. Respecto de este sistema de referencia,H : xn = 0.

Escogemos entonces un punto cualquiera (identificamos en adelante coordenadas res-
pecto deR y puntos)P = (a1, ..., an). Entonces la perpendicular aH desdeP es

L : {x1 = a1, ..., xn−1 = an−1},

y, por tanto,

σH(P ) = (a1, ..., an) + 2
−−−−−−−−−→
(0, ..., 0,−an) = (a1, ..., an−1,−an) .

Por tanto tenemos queσH es la afinidad de matriz

MR(σH) =




1 0 ... 0 0
0 1
...

. ..
0 1
0 −1




.

Además es claro queMB(−→σH) es ortonormal, por lo queσH es un movimiento. Una
propiedad inmediata, bien de la definición, bien de la expresión matricial deσH , es que
σ2

H = Id, esto es, queσ−1
H = σH . Otra propiedad elemental a deducir es que

−−→
(σH)|D(H) =

IdD(H).

Desde el punto de vista proyectivo, la expresión anterior nos permite deducir que una
simetŕıa de ejeH induce enPn(R) una homoloǵıa de ejeϕ(H) y centro, no incidente,
[u].

Podemos ampliar el estudio para incluir cualquier tipo de simetŕıa (por ejemplo,
simetŕıas axiales enA3(R)).

Ejemplo.– La aplicacíon que, fijado un sistema de referencia, permuta dos o más va-
riables, es evidentemente un movimiento. Es un buen ejercicio que el alumno trate de
expresarlo como producto de (tal vez una) simetrı́as.
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4.6 El teorema de Cartan–Dieudonńe.

Observacíon.– El teorema de Cartan–Dieudonné nos permite una primera clasificación
(geoḿetrica) de los movimientos. Este resultado es el más importante que se verá en este
tema; en particular es de los pocos que se pueden aplicar a cualquier dimensíon.

Lema.– Seaf : A
n(R) −→ A

n(R) una aplicacíon que preserve distancias. Sif deja
n + 1 puntos invariantesQ1, ...., Qn+1 no contenidos en un hiperplano,f = Id.

Demostracíon.–En efecto, si existiese un puntoP tal quef(P ) 6= P , entonces,

d(P,Qi) = d(f(P ), f(Qi)) = d(f(P ), Qi),

de donde (4.3.)Q1, ..., Qn+1 han de estar en el hiperplano mediador deP y f(P ). Esto
es imposible por hiṕotesis, luegof = Id. Q.E .D.

Teorema de Cartan–Dieudonńe.– Seaf una aplicacíon deA
n(R) en śı misma que

preserva distancias. Entoncesf es un movimiento que es composición de, a lo sumo,
n + 1 simetŕıas hiperplanares.

Demostracíon.– Supongamos quef no es la identidad, ya quéesta es composición,
como sabemos, de dos simetrı́as hiperplanares. Denotemos entonces

rf = máximo ńumero de puntos fijos def af́ınmente independientes.

Vamos a construir otra aplicación que preserve distancias pero con más puntos fijos
af́ınmente independientes quef . Para ello, tomemosP un punto tal quef(P ) 6= P y sea
H el hiperplano mediador deP y f(P ). Definimos entoncesg = σH ◦ f .

Primero observemos que siQ es fijo paraf , entonces

d(P,Q) = d(f(P ), f(Q)) = d(f(P ), Q) =⇒ Q ∈ H,

como vimos antes. Por tantoQ tambíen es fijo paraσH y, en consecuencia parag. Por
otra parte, es obvio de la definición queP es fijo parag. Por tanto, comoP /∈ H, es
af́ınmente independiente con cualquier subconjunto de puntosfijos def . Esto prueba que
rg > rf .

Además, por serσH un movimiento,σH ◦ f preserva distancias. Ası́ pues, dada
una aplicacíon que preserva distancias distinta de la identidad, podemos construir, com-
poniendo con una simetrı́a hiperplanar, otra con ḿas puntos fijos afı́nmente independi-
entes.

Aśı, aplicamos este proceso reiteradamente, y cuando este número llegue an + 1, la
aplicacíon resultante ha de ser Id, y tendremos

Id = σt ◦ ... ◦ σ1 ◦ f, parat ≤ n + 1 =⇒ f = σ1 ◦ ... ◦ σt,

usando que toda simetrı́a es su propia inversa.

Aśı, f es afinidad por ser composición de afinidades y, al preservar distancias, es un
movimiento. Esto finaliza la demostración.Q.E .D.

Corolario.– Un movimiento distinto de la identidad con un hiperplano de puntos fijos es
una simetŕıa hiperplana.
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Demostracíon.– Basta darse cuenta de que la demostración śolo requiere una com-
posicíon para llegar a la identidad.Q.E .D.

Notación.– Como vamos a tener que usar a menudo el conjunto de puntos fijos de un
movimientof , en adelante notaremos esta variedad lineal afı́n porDf .

Ejemplo.– Veamos, por ejemplo, cómo describir una traslación en producto de simetrı́as.
De paso esto nos permitirá probar que, a veces, no hacen falta tantas simetrı́as como cabrı́a
esperar por la demostración del teorema. De hecho, partimos de la peor situación posible,
puesto que las traslaciones no tienen puntos fijos.

Fijado un sistema de referencia métricoR = {O;B}, respecto del cual tomaremos
coordenadas sin mención expresa, la traslación de vectoru =

−−−−−−−→
(a1, ..., an) se puede definir

como

τu : An(R) −→ A
n(R)

P 7−→ P + u

y, por tanto,

MR(τu) =




1 0 ... 0
a1 1
...

. . .
an 1




.

Para seguir la demostración del teorema, hemos de escoger un puntoP , no fijo, (o sea
que cualquiera vale) y hallarH, el hiperplano mediador deP y f(P ). Pero

−−−−→
Pf(P ) = u =⇒ u ⊥ D(H).

Aśı, P es fijo parag = σH ◦ τu, pero, para todoR ∈ P + D(H),

g(R) = g(P ) + −→g (v), conv ∈ D(H)

= P + −→σH ◦ −→τu(v) = P + −→σH(v) = R,

porque, como indicamos en 4.4.,

−→τu = IdV ,
−−→
(σH)|D(H) = IdD(H).

Por tantog es un movimiento con un hiperplano,P + D(H), de puntos fijos y es, en
consecuencia, una simetrı́a. Esto prueba que toda traslación es producto de dos simetrı́as
hiperplanas de ejes paralelos.

4.7 Movimientos y algunos conjuntos afines.

Vamos a dar algunas propiedades relativas a movimientos queseŕan de mucho uso en las
clases de problemas: en particular introduciremos los segmentos y semirrectas, cuyo uso
seŕa fundamental a la hora de calcular movimientos que dejan invariantes figuras.
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Definición.–DadosP,Q ∈ A
n(R) distintos denominamos segmento de extremosP y Q

al conjunto
PQ = {P + λ

−→
PQ | λ ∈ [0, 1]}.

Lema.–Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) R ∈ PQ.

(b) R ∈ PQ y
−→
PR · −→RQ ≥ 0.

(c) d(P,Q) = d(P,R) + d(R,Q).

Demostracíon.–El resultado se sigue casi inmediatamente de 4.1. y de la definición
anterior, haciendo (a)⇐⇒ (b)⇐⇒ (c).

La única dificultad puede estar en (b)=⇒ (a). Para ello, tomemosR ∈ PQ y notemos
λ el escalar que verificaR = P + λ

−→
PQ. Entonces

−→
PR · −→RQ =

(
λ
−→
PQ

)
·
(
(1 − λ)

−→
PQ

)
= λ(1 − λ)d2(P,Q),

por lo que esta cantidad es no negativa si y sólo siλ ∈ [0, 1]. Q.E .D.

Corolario.– Dados tres puntos alineados, uno de ellos siempre está en el segmento cuyos
oŕıgenes son los otros dos.

Proposición.–Seaf un movimiento. Entoncesf(PQ) = f(P )f(Q).

Demostracíon.– Es muy sencillo, por doble inclusión. TomamosR ∈ PQ y, en-
tonces,

d(f(P ), f(Q)) = d(P,Q) = d(P,R) + d(R,Q)

= d(f(P ), f(R)) + d(f(R), f(Q)),

y esto es equivalente a quef(R) ∈ f(P )f(Q). Q.E .D.

Definición.– DadosP,Q ∈ A
n(R) distintos denominamos semirrecta de origenP que

pasa porQ al conjunto
LP,Q = {P + λ

−→
PQ | λ ≥ 0}.

Lema.–Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) R ∈ LP,Q.

(b) R ∈ PQ y, bien
−→
PR · −→RQ ≥ 0, bien

−→
PQ · −→QR ≥ 0.

(c) d(P,Q) = d(P,R) + d(R,Q) o biend(P,R) = d(P,Q) + d(Q,R).

Demostracíon.–Paralela al caso del segmento.

Proposición.–Seaf un movimiento. Entoncesf(LP,Q) = Lf(P ),f(Q).
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Demostracíon.– Aunque podemos adaptar la demostración del caso del segmento,
vamos a usar otra para dar una visión más amplia de las técnicas que podemos usar tra-
bajando con movimientos. Tomamos primeroR ∈ LP,Q y, entonces,

−→
PR = λ

−→
PQ, con

λ ≥ 0, de donde

−−−−−−→
f(P )f(R) =

−→
f

(−→
PR

)
= λ

−→
f

(−→
PQ

)
= λ

−−−−−−→
f(P )f(Q).

y esto es implica quef(R) ∈ Lf(P ),f(Q).

Para ver la otra inclusión, basta tomarR ∈ Lf(P ),f(Q) y aplicarf−1 que es también
un movimiento. Entonces, por lo que acabamos de probar,f−1(R) ∈ LP,Q, luegoR ∈
f (LP,Q), como queŕıamos probar.Q.E .D.

Observacíon.– Generalizamos, poŕultimo, estos dos conceptos al cason–dimensional,
dando unos primeros ejemplos de conjuntos convexos.

Definición.–DadosP,Q1, ..., Qr ∈ A
n(k) tales queP /∈ Q1 + ... + Qr, se define el cono

af́ın de v́erticeP y aristasLP,Qi
como el conjunto

C(P ; Q1, ..., Qr) = {R = P + λ1
−−→
PQ1 + ... + λr

−−→
PQr | λ1, ..., λr ≥ 0}.

Cuandor = 2, C(P ; Q1, Q2) se denomina una región angular de v́erticeP .

Proposición.– Sea f un movimiento. Entoncesf(C(P ; Q1, ..., Qr)) =
C(f(P ); f(Q1), ..., f(Qr)).

Demostracíon.–Adaptable f́acilmente de la ańaloga para semirrectas.Q.E .D.

Observacíon.– Un conjuntoT se dice convexo cuando, para cualesquieraP,Q ∈ T ,
PQ ⊂ T . Los segmentos, las semirrectas, las variedades lineales afines y los conos
afines son ejemplos de conjuntos convexos. En clase de problemas veremos ḿas ejemplos
(poĺıgonos y poliedros, por ejemplo), y cómo vaŕıan por la accíon de movimientos. En
concreto, dos resultados a tener en cuenta en esta lı́nea son los siguientes:

Lema.–SeaT ⊂ A
n(R). Entonces

S(T ) = {f ∈ Mo(An(R)) | f(T ) = T}

es un grupo para la composición de aplicaciones, denominado grupo de simetrı́as deT .

Si T ′ ⊂ A
n(R) verifica que existeg ∈ Mo(An(R)) tal queg(T ) = T ′, entonces

{h ∈ Mo(An(R)) | h(T ) = T ′} = {g ◦ f | f ∈ S(T )} = {f ◦ g | f ∈ S(T ′)}.

Demostracíon.–El hecho de queS(T ) es un grupo es elemental, ya que la propiedad
asociativa se verifica, por ser un subconjunto de Mo(An(R)), Id ∈ S(T ) obviamente
y, si f ∈ S(T ), es elemental quef−1 tambíen. Por tanto, śolo hay que verificar que la
composicíon de movimientos deS(T ) est́a enS(T ), lo cual es también claro.

La segunda afirmación es sencilla por doble inclusión. Por ejemplo, sih(T ) = T ′,
entoncesg−1 ◦ h(T ) = T , luego existef ∈ S(T ) tal queg−1 ◦ h = f . Esto prueba que
h = g ◦ f , conf ∈ S(T ). Las otras inclusiones son aún más simples.Q.E .D.
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4.8 Movimientos del plano.

Pasamos a estudiar ahora los movimientos del plano. Usaremos para ello tanto una ca-
racteŕıstica algebraica (los autovalores de

−→
f y sus multiplicidades) como una geométrica

(su variedad de puntos fijos). Sea entoncesf ∈ Mo(A2(R)).

De Álgebra Lineal sabemos que la matriz de
−→
f , respecto de una cierta base ortonor-

mal, es diagonal por cajas, siendo las posibles cajas

(1), (−1),

(
a −b
b a

)
, cona2 + b2 = 1, b 6= 0.

Aśı pues, existe un sistema de referencia métrico tal que la matriz def es de una de
las siguientes formas:




1 0 0
α 1 0
β 0 1


 ,




1 0 0
α 1 0
β 0 −1


 ,




1 0 0
α −1 0
β 0 −1


 ,




1 0 0
α a −b
β b a


 ,

que denotaremos respectivamente casos (a), (b), (c) y (d).

Caso (a) Separaremos el estudio dependiendo de la variedad de puntosfijos def ,
que notaremosDf y que tiene por ecuaciones

α + x = x
β + y = y

}

(a.1) Si Df 6= ∅, las ecuaciones anteriores nos dicen que ha de serα = β = 0 y, en
consecuenciaf = Id.

(a.2) Si Df = ∅, como ya hemos vistof = τ−−−→
(α, β)

.

Caso (b) Separaremos el estudio nuevamente.Df tiene ahora por ecuaciones

α + x = x
β − y = y

}

(b.1) Si Df 6= ∅ ha de serα = 0. Entonces los puntos fijos son los de la recta
H : y = β/2, por lo quef = σH , por lo visto en 4.6.

(b.2) Si Df = ∅ entonces notemos queα 6= 0 y que



1 0 0
α 1 0
β 0 −1


 =




1 0 0
0 1 0
β 0 −1







1 0 0
α 1 0
0 0 1




=




1 0 0
α 1 0
0 0 1







1 0 0
0 1 0
β 0 −1


 .

Si denominamosu =
−−−→
(α, 0) y H : y = β/2, lo anterior prueba quef = τu ◦ σH =

σH ◦ τu. Adeḿas se verifica queu ∈ D(H). Este movimiento se denomina simetrı́a con
deslizamiento,H se denomina el eje yu el deslizamieto o el vector.
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Nótese queH es fija paraf (no de puntos fijos) y es láunica en estas condiciones.
Para ver esto notemos que todas las direcciones son fijas para−→τu , y para−→σH las únicas

direcciones fijas son〈−−−→(1, 0)〉 y 〈−−−→(0, 1)〉. Por lo tanto toda recta fija ha de ser del tipoy = γ
ó x = δ.

Pero un punto cualquiera dex = δ, pongamosP = (δ, 0) va enf(P ) = (α + δ, β),
por lo quef(P ) no est́a en la recta y ninguna recta de esa forma puede ser fija. Por otra
partef(0, γ) = (0, β − γ), por lo quey = γ es fija si y śolo si β − γ = γ, esto es, si y
sólo si esH. Otra forma de calcularH es observando que el punto medio de cualquier
punto y su imagen está enH. Aśı pues, escogiendo dos puntos (en general) y hallando
sus iḿagenes podemos hallarH.

Caso (c) La variedad de puntos fijosDf tiene ahora por ecuaciones

α − x = x
β − y = y

}
,

de dondeDf = {(α/2, β/2)}, punto que denotaremosP . Como indicamos en 4.5.f es la
simetŕıa central de centroP . Por ser un caso particular de homotecia, toda recta pasando
porP es fijo. Adeḿas, para todoQ ∈ A

2(R), P es el punto medio deQ y f(Q).

Caso (d) Las ecuaciones deDf son

α + ax − by = x
β + bx + ay = y

}
,

que es un sistema de Cramer ya que
∣∣∣∣∣

a − 1 −b
b a − 1

∣∣∣∣∣ = (a − 1)2 + b2 = 2a − 2 6= 0, ya queb 6= 0, a 6= 1.

De dondeDf = {P}. Este tipo de movimientos se denomina un giro de centro
P y ánguloω. Veamos el porqúe de este nombre, y cómo el ángulo orientadoω est́a
determinado por los valoresa y b. Más concretamente, veamos que para todoQ ∈ A

2(R),
el ángulo orientadoω formado por

−→
PQ y

−−−−→
Pf(Q) es independiente deQ. En efecto;

−→
PQ · −−−−→Pf(Q) =

−→
PQ · −−−−−−→f(P )f(Q)

= (a1 a2)

[(
a −b
b a

) (
a1

a2

)]

= a
∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣
2
,

por lo que

cos(ω) =
a

∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣
2

∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣
−−−−→
Pf(Q)

∣∣∣
∣∣∣

= a,

dado qued(P,Q) = d(P, f(Q)), al serP fijo.

Hay, por tanto, dos valores posibles para elángulo (orientado) que forman los dos
vectores, siendoa su coseno. Pero comoa2 + b2 = 1, podremos siempre encontrar un
ánguloω tal que

cos(ω) = a , sen(ω) = b
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quedando ası́ determinado eĺangulo (orientado) que forman los vectores
−→
PQ y

−−−−→
Pf(Q).

Al ánguloω se le llamaángulo del giro. Entonces, la ecuación de un giro déanguloω
seŕa: 


1
x′

y′


 =




1 0 0
α cos(ω) −sen(ω)
β sen(ω) cos(ω)







1
x
y


 .

El signo deĺangulo de giro depende de la orientación del sistema de referencia. Conc-
retamente, siR′ = {O′;B′} es otro sistema de referencia métrico, y respecto deB′ la
matriz de

−→
f es (

a′ −b′

b′ a′

)
,

se verifica quea′ = a y b′ = b|M(B′,B)|. Por tanto, siω′ es elángulo0 ≤ ω′ ≤ 2π tal
quecos(ω′) = a′ y sen( ω′) = b′, se tendŕa que siR y R′ tienen la misma orientación
entoncesω = ω′. En otro caso,ω′ = 2π − ω. El caso particularω = π es la simetŕıa
central, ya estudiada en el caso (c).

Observacíon.–Para hallar las rectas fijas de los movimientos podemos optarpor consid-
erarlas hiperplanos fijos de una homografı́a o por calcular directamente las direcciones
fijas def (que son los puntos fijos en el infinito de[f ]) y, a partir de ah́ı, buscar rectas
fijas. En cualquier caso, son un buen ejercicio para las clases de problemas.

Resumimos entonces lo estudiado en esta lección en el siguiente cuadro. Usamos
la denominacíon cĺasica deelementos de un movimientopara designar aquéllos objetos
geoḿetricos que lo caracterizan.
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Tipo de Autovalores Puntos Elementos del
movimiento de

−→
f fijos movimiento

Identidad 1,1 A
2(R) —

Traslacíon 1,1 ∅ u =
−−−−→
Pf(P )

de vectoru ∀P ∈ A
2(R)

Simetŕıa 1,-1 H H = Df

de ejeH

Simetŕıa con H es laúnica
deslizamiento 1,-1 ∅ recta fija

(ejeH, vectoru) u =
−−−−→
Pf(P ),∀P ∈ H

Simetŕıa central -1,-1 P P = Df

de centroP

Giro de centroP CentroP
y ánguloω α, α ∈ C \ R P cos(ω) = ℜ(α)

sen(ω) = ℑ(α)

4.9 Movimientos del espacio (I).

Comenzamos en esta lección el repaso a la casuı́stica de movimientos enA3(R), que
nos llevaŕa más tiempo, por ser ḿas larga, aunque no ḿas complicada. Tomamosf ∈
Mo(A3(R)).

Por los mismos resultados de usados anteriormente, sabemosque las posibles matrices
def , respecto de un cierto sistema de referencia métrico con una base real ortonormal,
son 



1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
γ 0 0 1


 ,




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
γ 0 0 −1


 ,




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 −1 0
γ 0 0 −1


 ,




1 0 0 0
α −1 0 0
β 0 −1 0
γ 0 0 −1


 ,




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a


 ,




1 0 0 0
α −1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a


 .
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Nos ocuparemos en esta lección de los casos (a), (b) y (d); y dejaremos para la si-
guiente los restantes: (c), (e) y (f).

Caso (a) No existen grandes diferencias entre este estudio y el del caso plano. En
efecto,

Df :





α + x = x
β + y = y
γ + z = z

por lo queDf 6= ∅ si y śolo siα = β = γ = 0, esto es, si y śolo si f = Id. En otro caso,

f es la traslacíon de vector
−−−−−→
(α, β, γ).

Caso (b) Este caso también es paralelo al del caso plano. Ahora

Df :





α + x = x
β + y = y
γ − z = z

(b.1) Si Df 6= ∅, entoncesα = β = 0 y Df : z = γ/2, por lo quef es la simetŕıa
hiperplanar de ejeDf .

(b.2) Si Df = ∅, entonces, como en el caso plano




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
γ 0 0 −1


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
γ 0 0 −1







1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
0 0 0 1







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
γ 0 0 −1


 ,

por lo que, si denotamosH : z = γ/2, u =
−−−−−→
(α, β, 0) (notemos queu ∈ D(H)), obtene-

mos quef = σH ◦ τu = τu ◦ σH .

Los elementos geoḿetricos no son tan sencillos de hallar:u =
−−−−→
Pf(P ) para cualquier

P ∈ H peroH no es elúnico plano fijo. La forma ḿas ŕapida (y nos sirve de repaso)
probablemente sea calcular directamente los planos fijos. Para ello vamos a considerar la
homograf́ıa inducida[f ] y considerar[f ]∗, cuya matriz, respecto del sistema de referencia
inducido es

A = M ([f ]∗) =




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 1 0
γ 0 0 −1




t

=




1 α β γ
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 .

Ahora calculemos sus puntos fijos como homografı́a (3.3.). Tenemos dos autovalores:
1 (ν = 3) y −1 (ν = 1). La variedadZ∗

1 tiene por ecuaciones

(I4 − A)




x∗
0
...

x∗
3


 = 04×1 =⇒

{
αx∗

1 + βx∗
2 = 0

x∗
3 = 0
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por lo queZ∗
1 est́a generado por[1 : 0 : 0 : 0] y [0 : −β : α : 0]. Observemos que

(α, β) 6= (0, 0), de lo contrario estamos en el caso (b.1). Ası́ pues,Z∗
1 es una recta de

planos fijos: concretamente los que tienen ecuaciones

λx0 + µ(−βx1 + αx2) = 0, (λ, µ) ∈ R
2 \ {(0, 0)};

esto es, pasando al afı́n (y renombrando los parámetros), todos los de la forma

Hλ : βx − αy = λ,

o sea, todos los perpendiculares aH y paralelos al vector
−−−−−→
(α, β, 0).

Por lo que respecta aZ∗
−1 tenemos

(−I4 − A)




x∗
0
...

x∗
3


 = 04×1 =⇒





−2x∗
0 − γx∗

3 = 0
x∗

1 = 0
x∗

2 = 0

por lo queZ∗
−1 es el punto[γ : 0 : 0 : −2], que se corresponde con el plano proyectivo

γx0 − 2x3 = 0 que es precisamente la clausura proyectiva deH.

Por tanto,H se caracteriza por ser el plano cuya clausura es elúnico plano fijo asoci-
ado al autovalor−1 de [f ]∗. Alternativamente,

P = (x0, y0, z0) =⇒ f(P ) = (x0 + α, y0 + β,−z0 + γ) =⇒ P +
1

2

−−−−→
Pf(P ) ∈ H.

En particular(α/2, β/2, γ/2) ∈ H.

Caso (d) Este caso, como en el plano, se denomina una simetrı́a central de centro
P . El centro queda determinado por ser elúnico punto fijo def :

Df :





α − x = x
β − y = y
γ − z = z

=⇒ P =

(
α

2
,
β

2
,
γ

2

)
.

Como en el caso plano,P es el punto medio deQ y f(Q), para cualquierQ ∈ A
3(R)

y toda variedad pasando porP es fija, por serf una homotecia.

4.10 Movimientos del espacio (II).

Continuamos con la descripción de los movimientos deA3(R). Para no repetir en exceso,
seremos ahora ḿas someros y dejaremos más detalles ańalogos al alumno.

Caso (c) La variedadDf es no vaćıa si y śolo siα = 0.

(c.1) Si hay puntos fijos, entonces

Df : {y = β/2, z = γ/2},

esto es, es una recta de puntos fijos. Ası́, dado un puntoP = (x0, y0, z0), tenemos que
f(P ) = (x0, β − y0, γ − z0), de donde deducimos:
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(a) El punto medio deP y f(P ) est́a enDf .

(b) El vector
−−−−→
Pf(P ) es ortogonal aD(Df ) = 〈−−−−→(1, 0, 0)〉.

Por tanto, dado un puntoP , f se comporta, en el planoP + Df como una simetrı́a de
ejeDf . Por tanto,f se denomina una simetrı́a axial de ejeDf .

(c.2) Si no hay puntos fijos, tenemos la descomposición




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 −1 0
γ 0 0 −1


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 −1 0
γ 0 0 −1







1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 −1 0
γ 0 0 −1


 ,

por lo quef es composicíon (conmutativa) de una simetrı́a axial y una traslación de
vector paralelo al eje de simetrı́a. Como cabe esperar,f se denomina simetrı́a axial con
deslizamiento.

Como de costumbre, para hallar el eje podemos usar dos puntos cualesquiera y sus
imágenes; calculando los puntos medios. Una vez hecho esto, elvector de traslación es−−−−→
Pf(P ) para cualquierP en el eje de simetrı́a.

Caso (e) Dividimos el estudio como de costumbre, dependiendo de sif tiene o no
puntos fijos.

(e.1) La existencia de puntos fijos implica queα = 0 y, adeḿas, que

Df :

{
(a − 1)y − bz = −β

by + (a − 1)z = −γ

por lo que tenemos una recta de puntos fijos (recordemos quea2 + b2 = 1 y quea 6= 1).
Si tomamosP = (x0, y0, z0), entonces

H = P + D(Df )
⊥ : x = x0,

y, si tomamosRH =
{
H ∩ Df ;

−−−−→
(0, 1, 0),

−−−−→
(0, 0, 1)

}
tenemos un sistema de referencia

métrico enH que verifica (ejercicio sencillo)

MRH

(
f|H

)
=




1 0 0
0 a −b
0 b a


 .

En consecuencia, restringido aH, f se comporta como un giro de centroH ∩ Df y
ánguloω tal quecos(ω) = a y sen(ω) = b. Por este motivof se denomina precisamente
un giro de ejeDf y ánguloω. Pero debemos hacer un comentario sobre el signo deω.

Recordemos que el signo delánguloω depende de la orientación del sistema de refer-
encia que tomemos enH. Alternativamente, podemos fijar un vector unitario generador
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de la direccíon deD(Df ), digamosv. Observemos que sólo hay dos posiblidades parav,
que difierenúnicamente en el signo. Ãnadimos ahora dos vectoresv1, v2 ∈ D(H) tales
que{v, v1, v2} formen una base ortonormal con la misma orientación que la base habit-
ual. Esto determina la orientación de la base{v1, v2} enD(H). Por tanto, la dirección de
v determina el signo deĺanguloω, y aśı diremos quef es un giro de ejeDf y ánguloω
respecto de la direcciónv.

Para saber cúando una base tiene la misma orientación que la base habitual, basta
calcular el determinante de la matriz cuyas filas (o columnas) son los vectores de la base
estudiada, escritos con coordenadas respecto de la base habitual. Si el determinante es
positivo, la orientacíon es la correcta.

(e.2) En este caso podemos descomponer




1 0 0 0
α 1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a







1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0
α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a


 ,

por lo quef es composicíon de un giro de ejeL y una traslacíon de vectoru, paralelo al
eje del giro, que adeḿas conmutan.f se denomina giro con deslizamiento o movimiento
helicoidal.

En esta ocasión, para calcular el eje notemos queD(L) es el conjunto de autovec-
tores de

−→
f asociados al autovalor1. Aśı pues, halladaD(L), tomamosP = (x, y, z)

e imponemos que
−−−−→
Pf(P ) ∈ D(L). De esta condición hallamosL. Posteriormente,

u =
−−−−→
Pf(P ), para cualquierP ∈ L.

Caso (f) La variedad de puntos fijosDf es en este caso la solución (única) del sistema

Df :





2x = α
(a − 1)y − bz = −β

by + (a − 1)z = −γ

y f admite la siguiente descomposición




1 0 0 0
α −1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a







1 0 0 0
α −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0
α −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1 0 0 0
0 1 0 0
β 0 a −b
γ 0 b a


 .

Por tantof se descompone en una simetrı́a plana de ejeH y un giro de ejeL que
verifican:
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(a) H ⊥ L.

(b) H ∩ L = Df .

El movimiento se denomina simetrı́a rotacional, y sus elementos son:

(1) El eje de simetrı́a H: es un plano fijo (de hecho, es elúnico) que pasa porDf y su
direccíon es base del subespacio asociado a los autovalores complejos de

−→
f .

(2) El eje de giroL: pasa porDf y es perpendicular aH (equivalentemenete su di-
reccíon est́a asociada al autovalor−1).

(3) El ángulo de giroω: dado porcos(ω) = a y sen(ω) = b. El signo deω (es decir, el
signo deb) depende de la orientación que se le haya dado al vector director del eje
de giro.

Resumimos como en 4.8. lo estudiado en esta lección y en la anterior en un cuadro.
No incluimos la descripción de los elementos de cada movimiento, por estar ya incluida
en el desarrollo de las lecciones.
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Tipo de Autovalores Puntos Elementos del
movimiento de

−→
f fijos movimiento

Identidad 1,1,1 A
2(R) —

Traslacíon 1,1,1 ∅ u, vector de traslación

Simetŕıa 1,1,-1 H H, eje de simetŕıa
hiperplanar

Simetŕıa con 1,1,-1 ∅ H, eje de simetŕıa
deslizamiento u, vector de traslación

Simetŕıa central -1,-1,-1 P P , centro de simetrı́a

Simetŕıa axial 1,-1,-1 L L, eje de simetŕıa

Simetŕıa axial 1,-1,-1 ∅ L, eje de simetŕıa
con deslizamiento u, vector de traslación

Giro 1, α, α ∈ C \ R L L, eje de giro
ω, ángulo de giro

Movimiento 1, α, α ∈ C \ R ∅ L, ω; eje yángulo de giro
helicoidal u, vector de traslación

Simetŕıa −1, α, α ∈ C \ R P L, ω; eje yángulo de giro
rotacional H, eje de simetŕıa

4.11 Semejanzas.

Para finalizar el tema, daremos unos cuantos resultados relativos a semejanzas: generales
en esta lección y más espećıficos para dimensiones bajas en la siguiente. Este tipo de
afinidades permite una gran cantidad de problemas: en particular los problemas clásicos
relativos a semejanza de triángulos.

Definición.– Una aplicacíon f : A
n(R) −→ A

n(R) es una semejanza si existe un
número realλ > 0 verificando que, para cualesquieraP,Q ∈ A

n(R),

d(f(P ), f(Q)) = λd(P,Q).

En estas condiciones,λ se denomina la razón de la semejanza.
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Ejemplos.–Ya hemos visto dos ejemplos de semejanzas: por un lado los movimientos,
que son las semejanzas de razón1. Pero en 3.8. también introdujimos las homotecias que
eran las afinidadesh que verificaban

−→
h = λIdV , paraλ ∈ R \ {0, 1}. Por tanto, de forma

obvia, las homotecias son semejanzas de razón |λ|.
De hecho, como vamos a probar, toda semejanza se puede reducir a estos ejemplos.

Proposición.– Seaf una semejanza de razón λ. Entoncesf = g ◦ h, dondeg ∈
Mo(An(R)) y h es una homotecia de razónλ.

Demostracíon.– Pŕacticamente el enunciado contiene la prueba. Dadaf , conside-

ramosh cualquier homotecia de razón λ. Notemos que
−→
h−1 = (1/λ)IdV . Entonces, si

llamamosg = h−1 ◦ f , tenemos que, para cualesquieraP,Q ∈ A
n(R),

d(g(P ), g(Q)) =
∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−→
g(P )g(Q)

∣∣∣
∣∣∣ =

1

λ

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−→
f(P )f(Q)

∣∣∣
∣∣∣

=
1

λ
d(f(P ), f(Q)) = d(P,Q).

Aśı, por el teorema de Cartan–Dieudonné, g es un movimiento. Esto finaliza la de-
mostracíon.Q.E .D.

Observacíon.–Es muy importante (o, mejor dicho, lo será) hacer notar que la homotecia
se puede escoger con centro arbitrario.

Observacíon.– Este resultado nos permite obtener muchas propiedades de las semejan-
zas. Destacamos primero algunas de los inmediatas:

(a) Las semejanzas son afinidades y, por tanto, biyectivas. Aśı pues, sif es una seme-
janza,f−1 existe y, trivialmente, es también una semejanza.

(b) Por el apartado (a) deducimos sin mayor problema que el conjunto de las semejan-
zas es un grupo para la composición de aplicaciones.

(c) Las semejanzas conservanángulos (no orientados). En efecto, dado que ya lo sabe-
mos de los movimientos (4.5.), sólo hay que probarlo de las homotecias. Pero, dada
una homoteciah y puntosP,Q,R ∈ A

n(R), si denotamos porα el ángulo formado
por

−−−−−−→
h(P )h(Q) y

−−−−−−→
h(P )h(R),

cos(α) =

−−−−−−→
h(P )h(Q) · −−−−−−→h(P )h(R)∣∣∣

∣∣∣
−−−−−−→
h(P )h(Q)

∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−→
h(P )h(R)

∣∣∣
∣∣∣

=

(
λ
−→
PQ

)
·
(
λ
−→
PR

)

∣∣∣
∣∣∣λ−→PQ

∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣λ−→PR

∣∣∣
∣∣∣

=
λ2−→PQ · −→PR

|λ|2
∣∣∣
∣∣∣−→PQ

∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣−→PR

∣∣∣
∣∣∣

=

−→
PQ · −→PR∣∣∣

∣∣∣−→PQ
∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣−→PR

∣∣∣
∣∣∣
,

lo que prueba el resultado.

Finalizamos la lección con un resultado, cuando menos curioso, relativo a la estructura
de la variedad de puntos fijos de una semejanza.

Proposición.–Seaf una semejanza que no es un movimiento. Entonces existe unúnico
punto fijo, denominado centro de la semejanza.
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Demostracíon.– SeaA la matriz def respecto de un sistema de referencia métrico
R = {O;B} fijado en lo que sigue. EntoncesP es fijo paraf si y śolo si A[P ]t = [P ]t.
DenotandoP = (x1, ..., xn) tenemos




1 0 ... 0
α1
... MB

(−→
f

)

αn







1
x1
...

xn




=




1
x1
...

xn




.

Esto implica que la variedad de puntos fijos tiene un sistema de ecuaciones respecto
deR

(
MB

(−→
f

)
− In

)



x1
...

xn


 =




−α1
...

−αn


 .

Al ser un sistema den ecuaciones yn incógnitas, tiene solución única, salvo que
el determinante de la matriz de coeficientes sea nulo. Veamosque esto no es posible y
habremos terminado. En efecto, si ası́ fuera,

0 =
∣∣∣MB

(−→
f

)
− In

∣∣∣ ⇐⇒ 1 es autovalor de
−→
f ,

y esto equivale a la existencia de un vector no nulou =
−→
PQ tal que

−→
f (u) = u =⇒ d(f(P ), f(Q)) =

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−→
f(P )f(Q)

∣∣∣
∣∣∣ = ||u|| = d(P,Q).

Aśı pues, si el sistema no es de Cramer, esto implica quef tiene raźonλ = 1 y es, por
tanto, un movimiento, en contra de las hipótesis. Esto finaliza la prueba.Q.E .D.

4.12 Semejanzas en el plano y en el espacio.

Finalizamos con esta lección el tema, dando unos resultados acerca de la estructura de las
semejanzas en el plano y en el espacio. Antes, algunas anotaciones de caŕacter general.

Observacíon.– El producto de una homoteciah por una traslación τ es de nuevo una
homotecia, ya que −−→

h ◦ τ =
−→
h ◦ −→τ = (λId) ◦ Id = λId.

De hecho, como vemos, es una homotecia cuya razón coincide con la deh.
Análogamente podemos comprobar que el producto de una homotecia por una simetrı́a
central (cuyo isomorfismo asociado es−Id) es de nuevo una homotecia.

Proposición.–Toda semejanza deA2(R) que no sea un movimiento ni una homotecia se
puede escribir como:

(a) El producto de una homotecia por una simetrı́a verificando:

(a.1) El producto es conmutativo.
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(a.2) El centro de la homotecia está en el eje de simetrı́a y es, por tanto, el centro
de la semejanza.

Estas semejanzas se denominan simetrı́as con dilatacíon.

(b) El producto de una homotecia por un giro verificando:

(b.1) El producto es conmutativo.

(b.2) El centro de la homotecia es el centro de giro y es, en consecuencia, el centro
de la semejanza.

Estas semejanzas se denominan giros con dilatación.

Demostracíon.– Partamos def , una semejanza de razón λ y centroO. Entonces,
si h es cualquier semejanza de razón λ, vimos la pasada lección queg = h−1 ◦ f , con
g ∈ Mo(A2(R)). Entonces los casos posibles son:

(1) g es una traslación. Como hemos visto antes,f es entonces una homotecia.

(2) g es una simetrı́aσ. Como podemos elegirh con centro cualquiera, tomamos como
centroO. Entonces es doble, luego tiene que estar en el eje deσ. Para ver queσ y
h conmutan basta tomar un sistema de referencia métricoR = {O;B}, conB una
base tal queMB(−→σ ) es diagonal. Entonces

MR(f) = MR(h)MR(g) =




1 0 0
0 λ 0
0 0 λ







1 0 0
0 1 0
0 0 −1




=




1 0 0
0 1 0
0 0 −1







1 0 0
0 λ 0
0 0 λ




Este caso cae, pues, en las condiciones descritas en (a).

(3) g es una simetrı́a con deslizamientoτ ◦ σ. Entoncesf = h ◦ τ ◦ σ = h′ ◦ σ, como
hemos visto antes. Ası́, estamos también en las condiciones de (a).

(4) g es una simetrı́a central. Entoncesf es una homotecia.

(5) g es un giro, que denotaremosg (claro). Nuevamente escogemos el centro def
como centro deh, y entoncesO debe ser el centro del giro. La conmutatividad es
ańaloga al caso (2). Por tanto, estamos en las condiciones de (b). Q.E .D.

Proposición.–Toda semejanza deA3(R) que no sea un movimiento ni una homotecia se
puede escribir como:

(a) El producto de una homotecia por una simetrı́a axial verificando:

(a.1) El producto es conmutativo.

(a.2) El centro de la homotecia está en el eje de simetrı́a y es, por tanto, el centro
de la semejanza.
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Estas semejanzas se denominan simetrı́as axiales con dilatación.

(b) El producto de una homotecia por un giro verificando:

(b.1) El producto es conmutativo.

(b.2) El centro de la homotecia está en el eje de giro y es, en consecuencia, el centro
de la semejanza.

Estas semejanzas se denominan giros con dilatación.

Demostracíon.– Partamos de nuevo def , una semejanza de razón λ y centroO y
tomamosh, una semejanza de centroO y raźon±1/λ, de forma que la composicióng, al
ser un movimiento directo (lo logramos escogiendo el signo)y con puntos fijos, debe ser
la identidad, una simetrı́a axial o un giro.
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Tema 5

La geometŕıa del tri ángulo

5.1 Elementos notables.

Una vez aprendidas las herramientas de la geometrı́a af́ın, volveremos a estudiar los el-
ementos notables del triángulo – baricentro, circuncentro, ortocentro, incentro,y circun-
ferencias circunscrita e inscrita – desde este punto de vista.

Recordemos que el circuncentro de un triángulo es el puntoD de interseccíon de las
tres mediatrices. Al ser las mediatrices los hiperplanos mediadores de cada par de vértices,
el puntoD est́a a la misma distancia de los tres vértices, luego existe una circunferencia
centrada enD que pasa por los tres vértices, llamada circunferencia circunscrita.

Veamos ahora una caracterización af́ın del baricentro.

Proposición.– Si ABC es un tríangulo, existe uńunico puntoG del plano, tal que

−→
GA +

−−→
GB +

−→
GC =

−→
0 .

Demostracíon.–Si O es el origen de coordenadas, se tiene:

−→
GA =

−→
GO +

−→
OA ,

−−→
GB =

−→
GO +

−−→
OB ,

−→
GC =

−→
GO +

−→
OC

y, sumando las tres igualdades, resulta:

−→
0 = 3

−→
GO +

−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC si y śolo si

−→
OG =

−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC

3

y de aqúı se obtiene eĺunico puntoG = O + (
−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC)/3. Q.E .D.

Proposición.–Si MA es el punto medio del ladoBC, se verifica:

−→
AG = 2

−−−→
GMA

y lo mismo para los otros lados.

Demostracíon.–Por la proposicíon anterior se tiene:

−→
AG =

−−→
GB +

−→
GC

y entonces: −→
AG =

−−−→
GMA +

−−−→
MAB +

−−−→
GMA +

−−−→
MAC = 2

−−−→
GMA.
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Q.E .D.

Observacíon.– Esto prueba que
−→
AG = 2

−−−→
AMA/3 y aśı, G est́a sobre la medianaAMA.

Análogamente sucede para las otras medianas, luego el puntoG es el punto en el que se
cortan las medianas, es decir, elbaricentrodel triángulo. Por otra parte, usando coorde-
nadas cartesianas, siA = (a1, a2), B = (b1, b2), C = (c1, c2), las coordenadas cartesianas
deG son:

G =

(
a1 + b1 + c1

3
,
a2 + b2 + c2

3

)
.

A continuacíon demostraremos la existencia del ortocentro usando la geometŕıa af́ın.
Proposición.–Las alturas de un triánguloABC concurren en un punto llamado ortocen-
tro.

Demostracíon.–Si por cada v́ertice se traza la paralela al lado opuesto, se obtiene un
nuevo tríanguloA′B′C ′, y los v́ertices del primero son los puntos medios de los lados del
segundo pues, por el teorema de Thales paralelo, se tiene, por ejemplo,

AC ′ = BC = AB′.

Aśı las alturas deABC son las mediatrices deA′B′C ′, que concurren en el puntoH.
Q.E .D.

Corolario (Recta de Euler).–En un tríangulo, el baricentro, el ortocentro y el circuncen-
tro est́an alineados.

Demostracíon.–SeaD el circuncentro,H el ortocentro yG el baricentro deABC, y
tracemos las paralelas a cada lado por el vértice opuesto, como en la proposición anterior.
Los baricentros deABC y A′B′C ′ coinciden. Por consiguiente, la homotecia de centro
G y raźon−2 transformaA enA′, B enB′ y C enC ′. Como circuncentro se transforma
en circuncentro por esta homotecia, el circuncentro deABC va sobre el ortocentro. De
ah́ı el resultado. Ńotese que

−−→
GH = −2

−−→
GD. Q.E .D.

Otro elemento notable de un triángulo es elincentro, centro de la circunferencia in-
scrita, que vamos a describir a continuación. Comenzaremos por describir analı́ticamente
la bisectriz de uńangulo.
Lema.– Seanr0, r1 dos semirrectas de origen comúnA no contenidas en la misma recta,
u0, u1 los vectores unitarios sobrer0, r1, respectivamente. El lugar geométrico de los
puntos de la región angular (cono afı́n) C(A; A + u0, A + u1) que equidistan de las rectas
que contienen ar0, r1 es el rayo interior

t = A + {λ(u0 + u1) | λ ≥ 0},

al que se llama labisectriz de la regíon angular. Por abuso de lenguaje, diremos que el
rayot es la bisectriz deĺangulo( ̂r0, r1).
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Demostracíon.–SeaP = A + λu0 + µu1 un punto de la región angular. La perpen-
dicular porP a la recta que contiene ar0 es

A + λu0 + µu1 + 〈(u0 · u1)u0 − u1〉,

y su punto de corte conr0 esP0 = A + [λ + µ(u0 · u1)]u0. Aśı

−−→
P0P = µ[−(u0 · u1)u0 + u1].

Haciendo lo propio con la otra recta obtenemos un punto similarP1 tal que

−−→
P1P = λ[u0 − (u0 · u1)u1].

Aśı |−−→P0P | = |−−→P1P | si y śolo siλ = µ, de donde el resultado.Q.E .D.

Teorema.– Las bisectrices de los tresángulos de un triángulo concurren en un puntoI
interior al tríangulo, que es centro de una circunferencia tangente a los tres lados, y que
se llama circunferencia inscrita en el triángulo.

Demostracíon.– Evidentemente el corte de dos bisectrices nos da un punto que
equidista de los tres lados, por lo que la existencia del incentro es obvia. Adeḿas la
circunferencia centrada en el incentro con radio la distancia deéste a cualquiera de los
lados śolo puede cortar a dichos lados en un punto, precisamente aquél que da la dis-
tancia (esto es, el pie de la perpendicular al lado desde el incentro). De esta forma, la
circunferencia es tangente a los tres lados.

5.2 La circunferencia de los nueve puntos.

Vamos a intentar en estáultima seccíon poner de manifiesto la potencia de la geometrı́a
anaĺıtica, en concreto la geometrı́a af́ın, frente a los ḿetodos de la geometrı́a sint́etica o
clásica. Demostraremos de forma sencilla un resultado cuya demostracíon cĺasica es bas-
tante ḿas complicada, concretamente el que se conoce con el nombre de lacircunferencia
de los nueve puntos. En este tema, consideraremos el plano afı́n X = A

2(R).

Observacíon.– Si tenemos fijado un sistema de referencia afı́n R = {O; v1, v2), y las
coordenadas del centro de una circunferencia sonC = (a, b), entonces los puntos de la
circunferenciaC(C, r) son los puntosP = (x, y) que satisfacen la ecuaciónd(C,P ) = r,

es decir,
√

(x − a)2 + (y − b)2 = r. Como ambos lados de la ecuación son no negativos,
podemos considerar sus cuadrados, y decir lo siguiente:

Proposición.–DadoC = (a, b) ∈ A2(R) y r ≥ 0, la circunferenciaC(C, r) es el conjunto
de puntos(x, y) que satisfacen la ecuación

(x − a)2 + (y − b)2 = r2.

Una consecuencia importante de la definición sint́etica de una circunferencia es la
siguiente:

Proposición.–Si f es una semejanza de razónλ, y C es una circunferencia de centroC y
radior, entoncesf(C) es la circunferencia de centrof(C) y radioλ r.
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Demostracíon.–Es consecuencia directa de la definición de circunferencia, y del he-
cho que una semejanza de razónλ env́ıa vectores de ḿodulor a vectores de ḿoduloλ r.
Q.E .D.

Otra de las propiedades que necesitamos, para facilitar lasdemostraciones afines de
los resultados, es la posiblidad de escoger un sistema de referencia adecuado.

Proposición.– Dados dos puntos distintos cualesquieraP,Q ∈ A2(R), existen exacta-
mente dos semejanzas, una directa y otra inversa, que transforman(0, 0) enP y (1, 0) en
Q.

Demostracíon.– Consideremos la circunferenciaC = C(P, ||−→PQ||) y la rectar =

P + 〈−→PQ〉⊥. Claramente, su intersección es un par de puntos{R,R′} = C ∩ r. Una
semejanza que lleve(0, 0) enP y (1, 0) enQ, debe llevar la circunferenciaC((0, 0), 1) en
C y el ejey enr, luego debe llevar(0, 1) bien enR bien enR′. Cada posiblidad da lugar
a una semejanza, una directa y la otra inversa.Q.E .D.

Corolario.– Dados cuatro puntosP , Q, R y S deR
2, existen exactamente dos semejan-

zas, una directa y otra inversa, que envı́anP enR y Q enS.

Demostracíon.–Existen al menos dos, ya que podemos componer las inversas delas
que env́ıan(0, 0), (1, 0) enP,Q con las que env́ıan(0, 0), (1, 0) enR,S. Al menos deben
resultar una semejanza directa y otra inversa. Pero si hubiera más de dos semejanzas
distintas, por ejemplo dos directas, la podrı́amos componer con la semejanza directa que
env́ıa (0, 0), (1, 0) enP,Q, y obtendŕıamos ḿas de una semejanza directa que transforma
(0, 0), (1, 0) enR,S, lo cual sabemos que es imposible.Q.E .D.

Vamos a probar ya un resultado clásico no demasiado complicado, de manera asom-
brosamente sencilla. Este resultado lo necesitaremos más adelante.

Teorema.–SeanA,B ∈ A
2(R), seaM el punto medio deAB, y sear = d(M,A) =

d(M,B). Entonces un puntoC (distinto deA y B) pertenece a la circunferenciaC(M, r)
si y śolo si elánguloĈ del triánguloABC es recto.

Demostracíon.– ConsideremosA, B y M como en el enunciado, y un puntoC
cualquiera. Sabemos que existe una afinidadf que env́ıa M en(0, 0) y B en(1, 0). Por
tanto,f env́ıa A en(−1, 0). Como las afinidades preservan circunferencias yángulos, el
puntoC estaŕa en la circunferenciaC(M, r) si y śolo si f(C) est́a en la circunferencia
de centro(0, 0) y radio1. Por otra parte, eĺanguloĈ deABC seŕa recto si y śolo si el
ángulo ̂f(C) de f(A)f(B)f(C) lo es. Por tanto, sin ṕerdida de generalidad, podemos
suponer queA = (−1, 0), B = (1, 0), y la circunferenciaC(M, r) es la circunferencia
C((0, 0), 1).

Entonces, el puntoC = (x, y) estaŕa enC si y śolo six2 + y2 = 1.

Por otra parte, eĺanguloĈ seŕa recto si y śolo si el vector
−→
AC es perpendicular al

vector
−−→
BC. Es decir, si y śolo si se tiene:

(x + 1, y) · (x − 1, y) = 0 ⇔ x2 − 1 + y2 = 0 ⇔ x2 + y2 = 1.

Por tanto, las dos condiciones son equivalentes.Q.E .D.

Ya podemos enunciar y demostrar uno de los teoremas más curiosos sobre triángulos,
cuya demostración se simplifica much́ısimo gracias a los ḿetodos de la geometrı́a af́ın.
Recordemos que los puntos notables de un triángulo son el circuncentroD (interseccíon
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de las tres mediatrices), el baricentroG (interseccíon de las tres medianas), el ortocentro
O (interseccíon de las tres alturas) y el incentroI (interseccíon de las tres bisectrices).
Recordemos también que elpie de la altura correspondiente a un vértice es su corte con
la recta determinada por el lado opuesto. Se tiene entonces:

Teorema de la circunferencia de los nueve puntos.–Dado un tríangulo cualquieraABC
enA

2(R), los puntos medios de los tres lados, los puntos medios de lossegmentos que
van del ortocentro a los tres vértices, y los pies de las tres alturas, están en una misma
circunferencia.

Demostracíon.– LlamemosA′, B′ y C ′ a los puntos medios de los ladosa, b y c
respectivamente. SeaO el ortocentro deABC, y llamemosA′′, B′′ y C ′′ a los puntos
medios de los segmentosOA, OB y OC respectivamente. Finalmente, seanA′′′, B′′′ y C ′′′

los pies de las alturas correspondientes a los vérticesA, B y C, respectivamente. Debemos
probar que estos nueve puntos están en la misma circunferencia. Más concretamente, si
llamamosr al radio de la circunferencia circunscrita (es decirr = d(D,A) = d(D,B) =
d(D,C) dondeD es el circuncentro), y denotamosN al punto medio del segmentoOD,
demostraremos que los nueve puntos citados pertenecen a la circunferenciaC de centro
N y radior/2.

Consideremos en primer lugar la homoteciah′′ de centroO y raźon1/2. Por definicíon
se tieneh′′(A) = A′′, h′′(B) = B′′ y h′′(C) = C ′′ y h′′(D) = N . Adeḿas, al escalar las
distancias por1/2, h′′ transforma circunferencias en circunferencias con la mitad de radio,
y se tiene:h′′(C(D, r)) = C(h(D), r/2) = C(N, r/2) = C. Es decir,h′′ transforma la
circunferencia circunscrita enC. ComoA, B y C est́an en la circunferencia circunscrita,
se tieneA′′, B′′, C ′′ ∈ C.

Consideremos ahora la homoteciah′ de centroG (el baricentro) y raźon −1/2.
Veamos queh′ tambíen transforma la circunferencia circunscrita enC. Comoh′ trans-
forma los radios de las circunferencias multiplicándolos por1/2, sólo hay que probar que
h′(D) = N . Sabemos por definición queh′(D) = G − 1/2

−−→
GD, Pero, por el teorema de

la recta de Euler, sabemos que
−→
OG = 2/3

−−→
OD, luego se tiene:

h′(D) = G − 1

2

−−→
GD = O +

−→
OG − 1

2
(
−−→
OD −−→

OG)

= O +
2

3

−−→
OD − 1

2
(
1

3

−−→
OD) = O +

1

2

−−→
OD = N.

Aśı, h′(C(D, r)) = C(N, r/2) = C, es decir,h′ transforma la circunferencia circunscrita
enC.

Recordemos ahora que el baricentroG es la intersección de las tres medianas, es
decir, de los segmentosAA′, BB′ y CC ′. Adeḿas, hab́ıamos probado qued(G,A) =
2 d(G,A′), y lo mismo ocurre con los otros dos vértices. Esto implica queh′(A) =
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A′, h′(B) = B′ y h′(C) = C ′. Al igual que antes, comoA, B y C pertenecen a la
circunferencia circunscrita, se sigue queA′, B′ y C ′ pertenecen aC.

Por tanto, los seis puntosA′, B′, C ′, A′′, B′′, C ′′ est́an en la misma circunferencia,C,
de centroN . Es ḿas, podemos llevarA′ en A′′ por la afinidadf = h′′ ◦ (h′)−1, que
es una homotecia de razón −1, es decir, una simetrı́a central. Adeḿas, comof(N) =
h′′((h′)−1(N)) = h′′(D) = N , se sigue quef es la simetŕıa central de centroN , luegoA′

y A′′ son diametralmente opuestos enC. Y lo mismo ocurre conB′ y B′′, y conC ′ y C ′′.

Porúltimo, recordemos queA′′′, B′′′ y C ′′′ son los pies de las alturas correspondientes
aA, B y C. Como las alturas son perpendiculares a los lados opuestos, el ángulo ̂A′A′′′A′′

es unángulo recto. Pero comoA′ y A′′ son los extremos de un diámetro deC, el teorema
demostrado anteriormente nos dice queA′′′ tambíen est́a enC, y lo mismo ocurre conB′′′

y conC ′′′. Por tanto, los nueve puntos están en la misma circunferencia, cuyo centro es
el punto medioN entre el ortocentro y el circuncentro, y cuyo radio es la mitad del de la
circunferencia circunscrita.Q.E .D.
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