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Tema l

Introducci on a la geometia del plano

1.1 Introduccion historica: los axiomas de Euclides.

La Geometia, que significa literalmente “medida de la tierra”, es ueada que nadi
precisamente como eso: ur&chica para la medioh de terrenos. Es famoso el caso
de los Egipcios, que dém medir con exactitud las fincas inundadas por la crecitla de
Nilo. Pero fue en la antigua Grecia donde se desare@imo disciplina, alcanzando su
momento cumbre con la apaiai de losElementosie Euclides de Alejandh: Una obra

de trece tomos, escrita hacia &o0a300 a. C., donde Euclides recoge los conocimientos
matenaticos “elementales” de su tiempo, y los desarrolla y perfea de tal manera,
gue es sin duda la obraas famosa e influyente de la historia de las Maittras.

De los trece tomos de los Elementos, nuevarestedicados a la Geomiety lo que
pone de manifiesto la importancia de esta disciplina en eldmamtiguo. Una de las
principales novedades de los Elementos es la axiomdiizas la Geomeia. Es decir,
introduce primero unos conceptoadicos, como son los puntos, rectas, circunferencias,
planos, y luego enuncia una serie de axiomas o postuladessajupropiedades de los
objetos definidos antes, que son intuitivamente ciertoagysg dejan sin demostrar. Estos
axiomas son la base de toda la fepya que cualquier otro resultado que se enuncie debe
demostrarse a partir de los axiomas.

Escritos en lenguaje moderno, los cinco axiomas que propockdes en los Ele-
mentos son los siguientes:

Axioma I: Dos puntos determinan una sola recta.

Axioma Il: Toda recta puede prolongarse indefinidamente.

Axioma lll: Con cualquier centro y cualquier radio puede trazarse upardgrencia.
Axioma IV: Todos losangulos rectos son iguales.

Axioma V: Por un punto exterior a una recta existe una sola paraleleeatia dada.

Observacbn.—En realidad el Axioma V de Euclides era el siguierit:una recta corta

a otras dos rectas formando con ell@sgulos interiores del mismo lado menores que dos
angulos rectos, las do#leas rectas, prolongadas indefinidamente, se cortan delper

el cual losangulos son menores que darsgulos rectos.” Pero normalmente se sustituye
por el Axioma V anterior, que es equivalente y much@sroonciso.

En realidad, estos cinco axiomas de Euclides son insufesqudra desarrollar todos
los resultados geoetricos, incluso aquellos contenidos en los Elementos,riejo se
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han ido modificando a lo largo del tiempo, tratando de obtanedimero pequi&o pero
suficiente de axiomas independientes, en los que se baseiaefia. Posiblemente una
de las propuestasas importantes, aunque tar@bihaya sido mejorada posteriormente,
se debe a David Hilbert. En su obffaundamentos de la Geomé#&”, de 1899, Hilbert
propone 20 axiomas, agrupados de la siguiente manera:degtertenencia, cinco de
orden, uno de paralelismo (Axioma V), seis de congruenciagyde continuidad.

No entraremos adua enumerar los axiomas de Hilbert, ni sus sucesivas modifica
ciones. Supondremos conocidos los conceptos intuitivgaid, rectaangulo o distan-
cia, y las nociones de pertenencia cdimo punto pertenece a una rectatle orden como
“un segmento es el trozo de recta formado por los puntos g entre dos puntos da-
dos”, o de congruencia confalos segmentos tienen el mismo tdioa o “dos angulos
son iguales”

Asi podemos definir, por ejemplo, una circunferencia como gjlurto de puntos que
esfin a la misma distancia de uno dado, llamado centro. Oamgmio como un conjunto
de tres puntos.

Los resultados que se obtienen a partir de estas nociasesb determinan lo que se
llama laGeometra sinética Fue latnica forma de Geomé# que se conogiy utilizd
durante muchos siglos, hasta que en el siglo XVII, princigadte por el trabajo de Ren
Descartes, apardria Geometra analitica, donde se estudian las propiedades de los obje-
tos geongtricos utilizando eAIgebra. En el siglo XVIII hubo mucha controversia sobre
cual de los dos puntos de vista era el adecuado. Aunque actugli@eeficacia de la
Geometra Anaitica ha desbancado casi por completo a la Gedensingtica, los resul-
tados expuestos en este tema s@wartilizando exclusivamente la Geoniatsingtica,
para que el alumno comprenda de&ge trata, admire la belleza de las demostraciones, y
reconozca una parte de las Matdinas que ha predominado durantasxde veinte siglos.

1.2 Triangulos.Area del tri angulo.

La Geometia que se estudia en los Elementos de Euclides, que es adaediaque
todo el mundo tiene una idea intuitiva, se ha dado en llg@eometia Eucidea Esto

da una idea de la importancia de Euclides en la historia dentgenéticas. En este
tema estudiaremos la GeoniatEucidea en el plano, donde los elementésibos son

los puntos y las rectas. De hecho, estudiaremos solameatparte del primer libro

de los Elementos, dedicado a losatrgulos. Aungque usemos un lenguaje moderno, las
demostraciones s@m sinéticas, sin hacer nirim uso de coordenadas o ecuaciones (que
veremos ras adelante).

A partir de ahora denotaremos a los puntos del plano coms letagiisculas A, B, C,...
La recta que pasa por dos puntésy B la denotaremosi B, y el segmento que uné
y B se denota@r AB. A veces usaremos el nombre de un segmento para referirnos a s
longitud, pero esto estaiclaro por el contexto. Por otra parte, Bosgulos los denotare-
mos normalmente con letras griegas, aunguangulo que forma un segment3 con
un segmentolC lo denotaremo®B AC' (observemos que el punto centrdl,es el \ertice
delangulo). Silos puntosl, By C estn alineados ¥l se encuentra entrB y C, di-
remos que ehnguloBAC es llano y lo denotaremos Si los segmentod By AC son
perpendiculares, diremos queéeigquB/A\(J es recto y lo denotaremas2.



Geometria. Departamento de Algebra. http://alojamientos.us.es/da
o) B

Estudiaremos en esta sdmtiel concepto intuitivo dé@rea de un objeto gedatrico
en el plano. Ms concretamente, nos centraremos en ladredel plano delimitada por
un recangulo o un t@ngulo. A un redngulo cuyos lados tengan longitudes respectivas
a 'y b, le asociaremos una magnitud llamaatea, que denotaremas (en analoga al
producto de aimeros reales). Erea de un cuadrado de ladogue hemos denotada,
tambien se denotar:? (de hecho, esta magnitud se denomimédcuadradoprecisamente
por este motivo).

La Gnica propiedad deédrea que supondremos cierta es que se trata de una magnitud
aditiva, es decir, que si una régi es unbn disjunta de dos regionesaspequias, en-
tonces ebrea de la mayor es la suma deta de las dos pedqias. Usando esta propiedad,
es facil ver mediante dibujos que las siguientes propiedades, dbnocidas para los
nimeros reales, se cumplen tagbien el contexto de l@seas de regiones del plano.

ab = ba, (a+ b)c = ac+ be, (a+b)? = a* + 2ab + b*.

Otro concepto que usaremos con cierta asiduidad esm@bgercion. La proporcon
entre dos magnitudesy b, que denotaremas/b (por analo@ga a la rabn o a la divisbn
de rumeros reales), viene determinada por el hecho de que langiop entrea y b es
igual a la propordn entrec y d (es decira/b = ¢/d) si se tienexd = be, lo cual ya es
una igualdad entre élrea de dos reahgulos. Geostricamente, la igualdad/b = ¢/d
significa que el reangulo de lados y b se puede transformar en el r@atjulo de lados
y d mediante una amplicami o reducdn, sin alterar sus “proporciones”.

d b

alb = c/d <> ad = be

Una propiedad importante de las proporciones es que puedématdas como mag-
nitudes de longitud. En efecto, la magnitw es aquella tal que el réatgulo de lados
a/by b tiene la misméaarea que el reéngulo de lados y 1. Por tanto, podemos per-
mitirnos a partir de ahora haceglculos con la proporon a/b. Por ejemplo podemos
elevarla al cuadrado, cosa que haremos con unas propasdareconocidas: el senoy
el coseno de uangulo.
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Definicion.—Un triangulo es un conjunto de tres puntos del platoB y C. Lo deno-
taremos simplemente perBC.

Los lados del tAnguloABC son los segmentas= BC,b= AC'y c = AB.

Los angulos del tAnguloABC son losangulosd = BAC, B = CBAy C = ACB.

Definicion.—Diremos que dos taingulosABC'y A’ B’C’ son congruentes o iguales si se
tienen las siguientes igualdades:

Observacbn.— Sedin uno de los axiomas de Hilbert, para gd&C' y A'B'C’ sean
iguales bastaconque=0t',c=cy A=A’

Observacbn.— Recordemos que un émgulo se dice reahgulo si uno de suangulos
es unangulo recto. Por contra, undarigulo acudngulo tiene sus treangulos agudos
(menores que €lngulo recto), y un téngulo obtuangulo tiene urdngulo obtuso (mayor
gue unangulo recto). En un tangulo recangulo, los dos lados que forman&igulo
recto se llaman catetos, y el otro lado se llama hipotenusa.

Definiciobn.—Diremos que un téngulo es equaitero si sus tres lados son igualeésiseles
si dos de sus lados son iguales entrg distintos del tercero, y escaleno si sus tres lados
son distintos dos a dos.

Uno de los primeros resultados que se puede demostrar sisbtaahgulos es el
calculo de suarea. Para ello suponemos que, como en la figura anteri@det Idel
triangulo es horizontal, y lo llamamos base, y al segmentocatigue une el punt@’
con la rectaAB lo llamamos altura, y lo denotamds;. Esto se poda haber hecho
tambien con los otros ladasy b, denotando la altura, como el segmento perpendicular
a BC que une el @rtice A con la rectaB(C', y definiendo la alturaz de forma aaloga.

Por otra parte, por definion, elarea de un cuadrado de latles igual al, por lo que
el area de un cuadrado de lades igual a2, y el area de un reangulo de lados y b es
igual aab. De aqu podemos obtener @rea de un téingulo cualquiera.

Teorema.—El area de un teinguloABC' es igual a la mitad del producto de su base por

su altura. Es decir,
- a hA b hB C hc
Area ABC) = = = )
A ) 2 2 2
Demostracbn.— Demostraremos el teorema para el ladola alturahq, siendo los
otros casos a@logos. Se dan tres casos, dependiendo si la ditucarta al lada: en uno
de sus ertices, lo corta en el interior, o no lo corta. Estos treesa®n los del siguiente
dibujo:
En el primer casoic = b (0 bienhs = a, que es un caso atogo), luego el teorema
dice que elarea de este faihgulo rechngulo sef bc/2. En efecto, si consideramos el
rectangulo de lados y ¢, que tienegareabe, su diagonal sérel ladoa, que divide a este
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rectangulo en dos téngulos iguales a BC. Por tanto, ehrea deABC' es la mitad de
bc = he c.

En el segundo caso, atea deABC es la suma de la@reas de los tangulosADC
y DBC. Como estos dos sonéangulos reé@ngulos, deducimos que &lea deABC' es
igual a
Ehc mhc_(ﬁ—km)hc_chc
> T3 T 2 2
Porultimo, en el tercer caso, é@rea deABC es la diferencia entre @érea deDBC'y el
area deD AC', que son ambos fihgulos re@ngulos. Por tanto, érea deABC se@&

DBhC _DAhC < (ﬁ—m)hc . Chc

2 2 2 2’
como queramos demostraQ.£.D.

1.3 Losteoremas de Pégoras y Thales.

Continuaremos ahora demostrando unos de los resultada@omocidos de la geomietr
clasica, que trata de &mgulos re@ngulos: el Teorema de Bgoras.

Teorema de Piigoras.—En un trangulo recingulo, la suma de los cuadrados de los
catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Demostracbn.— Dado un trangulo recangulo de catetos y b e hipotenusa:, de-
mostraremos el teorema de &jbras expresando atea del cuadrado de lado+ b de
dos formas distintas. Por un lado, ya vimos quareh de este cuadrado es:

(a+b)* = a® + 2ab + b*.
Por otra parte, podemos descomponer el mismo cuadrado coeiaiujo,

a b

b a

donde se ve @ramente que é@rea del cuadrado de ladot b es igual a cuatro veces
el area del tl@angulo recingulo considerado, es decitab/2) = 2ab, mas elarea de un
cuadrado de lade Esto es:
(a+ b)* = 2ab + .

8



Geometria. Departamento de Algebra. http://alojamientos.us.es/da
o) B

Igualando las dos magnitudes, se tiene finalmente
a® + 2ab + b* = 2ab + = a’+ b =,

como quetamos probaf.£.D.

A continuacon demostraremos otro de los teoremassiclos de la geomé#s, muy
anterior a los Elementos, ya que su autor fue Thales de Mi&4é-547 a.C.).

Teorema de Thales.-Si dos rectas paralelas cortan a dos rectas secantes (fbyman
por tanto dos tAngulos deangulos iguales), entonces la proporcentre cada lado del
triangulo mayor y el lado correspondiente dedigulo menor es constante.

Demostracbn.—El enunciado del teorema se entiende mejor con el siguidntgod

Podemos considerar que las rectas paralelas eé&i mismo lado dd, ya que siDE
estuviera del otro lado, el &mgulo ADFE seiia igual a otro t@nguloAD'E’ cuyo lado
D'E'’ sei paralelo aDE, del mismo tam@o, y estaa del mismo lado del que la recta
BC. Ademas, demostrar el teorema patd)’ £’ equivaldia a demostrarlo pardDFE,
luego consideraremos que la sitaties exactamente la del dibujo.

El Teorema de Thales dice que en este caso

AB AC BC

AD AE DE’
Para demostrarlo, sedny r las alturas del tdnguloAD E correspondientes a los lados
AD 'y DFE respectivamente, y seda distancia entre las dos rectas paralelas. Vamos a
probar que las tres fracciones anteriores son iguales-as) /.

En primer lugar, ehrea del ténguloE D B es igual aD Bh /2, pero tambén aD E's /2.

Por otro lado, ebrea deADE esAD h/2, y tambén DE r/2. Por tanto, se tienen las
siguientes proporciones:

/i‘\l’ea(EDB): % — f N 781”:@8.
Area(ADE) AD r

Pero entonces se tiene:

DBr=ADs < ADr+DBr=ADr+ADs <&
(AD+DB)r=AD (r+s) < ABr=AD (r+s).

O, dicho de otra manera: L
AB _r+s
AD  r

9
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De forma completamente aloga se demuestra que

AC st
AE  r

Porltimo, elarea del té@nguloABC esBC (r + s)/2, pero tamk&n es la suma de
lasareas de los taingulosADE, EDC'y C' DB, por tanto se tiene:

| — 1 1 1 - S _
§BO(T’+S) = §DET+§DE8+§BCS &  BCO(r+s)=DE(r+s)+BCs &
BC T+

DE 1’

luego las tres proporciones son iguales, comoiguers demostra.£.D.

BCr=DE(r+s) <«

1.4 Elsenoy el coseno.

Una de las aplicacionesas interesantes del Teorema de Thales es que nos permite defin
el senoy el cosenade unangulo dado, como sigue:

Definicion.— Seax un angulo agudo, y seA BC' un triangulo tal qued = a'y B es un
angulo recto. Se definengtnoy el cosenade o« como las proporciones siguientes:

seno = & -
o= — cosa = .
b b
c
b a
A== B

C

Definiciobn.—Dados dosingulosy y  diremos que son complementarios cuandes =
7/2y diremos que son suplementarios cuande 5 = 7.

Usandoangulos suplementarios, podemos definir el seno y el cosaracdpgulos
obtusos:

Definicion.—Si « es unangulo recto, entonces
sena) =1, cos(a) =0.
Si « es unangulo obtuso, entonces
sera) = senr — «a), cos(a) = —cos(m — ),
donder representa uangulo recto (luega — « es unangulo agudo).

Proposicion.—El seno y el coseno de wamngulo esin bien definidos.

Demostracbn.— La definicbn sea correcta si lo es pa@ngulos agudos, ya que el
seno y el coseno de @mgulo recto edéin urivocamente determinados, y los deangulo

10
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obtuso esin definidos a partir de sangulo suplementario, que es agudo. Supongamos
entonces quer es unangulo agudo, y consideremos dosiigulos re@ngulosABC

y A'B'C" como el del dibujo anterior, dondé = A’ = a. Si superponemos los dos
triangulos, el teorema de Thales nos dice que

de donde se obtienen las igualdades

a a c

b’ bV
Por tanto, la definiéin del seno y el coseno deno depende del taingulo recingulo
gue tomemos, luego es una defibiticorrectaQ.£.D.

Observacbn.—Solo hemos definido los senos y cosenosadgulos mayores que cero y
menores quer, ya que estamos estudiandatrgulos, cuyo&ngulos siempre estar en
este conjunto. En este contexto una propidaiieés la siguiente:

Observacbn.—De las definiciones son inmediatas las siguientes iguasdade
(a) Siay son complementarios, sen = cos(f) y cos(a) = ser(3).

(a) Siay g son suplementarios, sen = ser() y cos(a) = — cos(f3).

Ademas de estar bien definidos, el seno y el coseno dagualo determinan al propio
angulo:

Proposicion.—Si a y 4 son dosangulos menores que uno llano, y se tiesxe = cos (3,
entoncesy = 3. Si se tiene sen = seng, entonces o bien = 5 o0 biena =7 — .

Demostracbn.—Supongamos primero ques o = cos 3. Aligual que en el resultado
anterior, podemos suponer que [ sonangulos agudos (su coseno es positivo). Supon-
gamos queos a = cos 3 = ¢/b para ciertos ameros positivo$ y c. Esto quiere decir
gue tantay como sonangulos de sendosangulos reéngulos, cuyos lados contiguos
aay ( midenby ¢, respectivamente. Pero el Teorema d@dpitas nos dice entonces
cuanto mide el lado opuesto en amboangulos, luego los dos émgulos son iguales, y
por tantoa = £3.

Por otra parte, si sen= senjy ambos som@ngulos agudos, un razonamienténtco
al anterior nos dice que = 3. Por tanto, si alguno de ellos es obtuso, sabemosa@lae s
hay unangulo agudo que tenga el mismo seno. Esto demuestra déhcesi@.£.D.

Tambén se demuestraéilmente la famosafmula que relaciona el seno y el coseno:
Proposicion.—Sean un angulo menor que uno llano. Se tiene%sent cos? a = 1.

Demostracbn.—Si « es recto, el resultado es inmediato. Si es obtuso, se pustie su
tuir por su suplementario, ya que en éarfiula el seno y el coseno aparecen al cuadrado.

11
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Por tanto, podemos considerar quess agudo. Consideramos entonces uantjulo
rectangulo de hipotenush uno de cuyosngulos sea. Los dos catetos deben medir,
respectivamente, seny cos «, luego la brmula que queremos demostrar nos la da el
Teorema de Pégoras.Q.£.D.

Porltimo, veamos émo el seno de un angulo puede servirnos para halkreal de
un triangulo:

Proposicion.—SeaA BC un triangulo. Entonces é@rea ded BC' es la mitad del producto
de dos lados por el seno daigulo que forman.

Demostracbn.—Inmediata, ya que uno de los lados por el seno es la alturasgpmn-
diente al otro lado.

Corolario (Teorema del seno).-SeaA BC' un triangulo. Entonces:

serA) _ser(B) _serC)

a b @

Demostracbn.— Se deduce directamente de @rhula anterior, apliandola en los

. : . ared ABC
tresangulos deA BC'. Los tres érminos son |gualesa¥.
aoc

1.5 Elteorema del coseno.

Una vez definido el coseno, podemos hacer una generalizelel Teorema de Rigoras
para trangulos que no sean racgulos:

Teorema del coseno.Bado un trangulo cualquieral BC', se cumple lo siguiente:
=0+ —2be cos A

Demostracbn.—Al igual que en el teorema datea del tié@angulo, tenemos tres posi-
blidades, dependiendo de4ies unangulo recto, agudo u obtuso.

C C
hc - b h’CE
A B B D u - B

C

Si A es recto, entoncess A = 0, por lo que el Teorema del coseno dice lo mismo
gue el teorema de Rigoras, que ya hemos demostrado.

12
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Si A es agudo, dividimos el GinguloABC en dos trangulos reé@ngulos,ADC'y
C'DB. Sabemos por definigh quecos A = AD/b. Aplicando el teorema de Rigoras a
estos dos téngulos re@ngulos, obtenemos:

b = h + AD”, a®> = h% + DB’
Restando estas dos ecuaciones, obtenemos:
a>— > =DB —AD’ = (c— AD)? — AD" = ¢® — 2¢AD,
de donde obtenemos:
a® =0+ —2¢AD = b* + & — 2bc cos A,

Como queramos probar.

Por Gltimo, si A es unangulo obtuso, su coseno es el opuesto al coseno de su suple-
mentario, luegaos A = —AD/b. Ahora consideramos los dosanigulos reéngulos
DAC'y CAB, alos que aplicamos, como antes, el teorema dgy®igs. Lainica difer-
encia con lasdrmulas anteriores es que, en este casB,= ¢ + AD, con lo que obten-
dremos: _ N~ Y N -

a* —b*=DB" — AD" = (c+ AD)* — AD" = ¢® + 2cAD.

Pero el cambio de signo del coseno hace quéraftila final sea correcta:

=0+ +2¢AD = b* + ¢ — 2bc cos A.
Q.ED.

Veamos ahora un resultado muy conocido sobrélagilos de un téngulo. Primero
necesitamos lo siguiente:

Lema.— Seanr; y r, dos rectas paralelas, y seana recta secante a las dos. §amo
de losangulos que formaconr;, del lado de-; donde estr,. Seas elangulo que forma
r conr,y, del otro lado de, y del lado de-; donde esir,. Entoncesy y (3, que se llaman
angulos alternos internos, son iguales.

1 D A

T2 5
B C

Demostracbn.— Si r es perpendicular & y r, ambosangulos son rectos. Supon-
gamos quex y 3 son agudos, como en el dibujo. Consideremos los segmeiiiog
BD. Ambos segmentos son iguales, pues su femes la distancia entre las paralelas.
Por tanto,

Como ambosangulos son agudos, esto implica que= (3. Poraltimo, sia y 3 fueran
obtusos, entonces saagulos suplementarios son agudos e iguales, por el razemtam
anterior, luegax y § tambien son igualesQ.£.D.

13
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Observacbn.—En algunos tratados, este lema sustituye al Axioma V de @egliya que
ambos son equivalentes.

Teorema.—La suma de lo&ngulos de un tangulo es urangulo llano.

Demostracbn.—Este resultado es una consecuencia inmediata del resaltaeitor,
a la vista del siguiente dibuj@.£.D.

Terminaremos esta sedai con un resultado que nos diceatas elarea del tiéangulo
ABC enfuncbn de sus lados, by c. Se trata de la famogarmula de Heon, atribuida a
Herdn de Alejandia (hacia el 60 d. C.), aunque parece ser que su descubridelrduen
matenatico Arquimedes (287-212 a. C.).

Teorema (Formula de Her6n).— Dado un trangulo ABC, seaA su area, y sea =
a+b+c

5 su semipdmetro. Se tiene:

A= \/s (s —a)(s—b)(s—c).

Demostracbn.— Esta demostradn es casi ras algebraica que ge@tnica, aunque
sigue siendo una demostramisingtica, ya que no hacemos uso de coordenadas. Hay
demostraciones as georgtricas, como la demostraci clasica u otra ras sencilla debida
a Euler, pero daremos esta por su colcisi

Por el Teorema del coseno, sabemosAcqme@ = (b* + ¢ — a?)/2bc. Por otra parte,
sabemos qué = 1 b ¢ sen4, es decir, seal = 2A /bc.
Como serfA + cos? A = 1, obtenemos finalmente:
AA2 (62 +2— a2)2
b2c? 4b%¢c?

=1 = 16A%+ (b®+ —a*)? =4 =

A = = \/4b202 — (b2 4 % — a?)?

= ZvV—at— bt =+ 20202 + 2422 + 2bc2

- i\/(a—i-b—i-c)(—a—l—b—l—c)(a—b—i—c)(a—l—b—c)

— s (s—a)(s —b)(s o),

como queramos probarQ.£.D.

1.6 Elementos notables del tdngulo (1).

Para terminar el estudio de losanigulos usando @todos siriticos, describiremos los
puntos notables de un &ngulo, y algunas de sus principales propiedades. Estes pun
tos han interesado a los mataticos desde la antigdad, y satisfacen propiedades sor-
prendentes. Son los siguientes: circuncentro, incenan¢dntro, y ortocentro. Para

14
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definirlos, usaremos algunas rectas notables dalidrilo, como son las mediatrices, las
bisectrices, las medianas y las alturas, y t@mhiircunferencias como la inscrita o la
circunscrita.

Comenzaremos por las rectas notables de andgtilo.
Definicion.—Dado un trangulo cualquiera, se definen las siguientes rectas:

Mediatrices: Son las que pasan por el punto medio de cadalada perpendiculares
aéste.

Bisectrices: Son las que pasan por caédive, dividiendo ahngulo correspondiente
en dosangulos iguales.

Medianas: Son las que pasan por caédive, y por el punto medio del lado opuesto.

Alturas: Son las que pasan por cadatice, y son perpendiculares al lado opuesto.

De la definicon se desprende que todatrgulo tiene tres mediatrices, tres bisectrices,
tres medianas y tres alturas. Veremos que en cada uno deatos casos, las tres rectas se
cortan en un@lo punto, que séruno de los puntos notables dehtrgulo. Comenzaremos
por uno de los ras sencillos, el circuncentro.

Teorema.—Las tres mediatrices de unariguloABC' se cortan en un puntb llamado
circuncentro.

Demostracbn.—Observemos que la mediatriz del lades& formada por los puntos
gue eshn a la misma distancia d@ que deC. Lo mismo ocurre con la mediatriz de
y dec. Si consideramos las mediatricesdg de a, vemos que no pueden ser paralelas,
ya que en ese caso los puntds B y C' estaran alineados, Y BC' sefia un triangulo
degenerado. Por tanto, las medianas ge&le a se cortan en un puntd. Ahora bien,D
esh a la misma distancia dé que deB, y también esh a la misma distancia dé que
de C, por tanto, est a la misma distancia dé que deC', luego tamb2n pertenece a la
mediatriz de), y ad las tres mediatrices son concurrentederQ.£.D.

Corolario.— El circuncentroD de un trangulo ABC' es el centro de una circunferencia
gue pasa por los punto§ By C', y que se llama circunferencia circunscrita.

Demostracbn.—Como D pertenece a las tres mediatricesaesta misma distancia
(digamosd) de los tres puntosgl, By C, luego la circunferencia de centfo y radio d
pasa por estos tres puntd@3.£.D.

Pasaremos ahora a definir el baricentro, pero para ello iteeoes dos resultados
previos.

15
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Proposicion (Redproco del Teorema de Thales).-Si una rectar corta a dos lados de
un triangulo, de forma que las proporciones entre los segmergokaetes son iguales
en ambos lados, entoncess paralela al tercer lado.

Demostracbn.— (Ver el dibujo del teorema de Thales) Supongamosquerta al
trianguloABC en los puntod) y E’. Tracemos la paralela al ladaque pasa poD, que
corta@a al ladob en un punta®. El Teorema de Thales nos dice que

AB  AC
A0 AC AB AE = AC AD
AD  AE ¢ =
AD AE
AD + DB)AE = (AE + EC)AD DB AE = EC AD AV _ Ak
( + ) ( + EC) = C = 5 = 70

PeroFE es elunico punto del lad® que lo divide en dos segmentos con esta proparci
Por tanto,E’ = E, lo que demuestra el resultado, ya queesulta ser precisamente la
paralela az que pasa pob. Q.£.D.

Proposicion.—Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punt@medmbas
diagonales.

c

A

B

Demostracbn.— Recordemos que un paralelogramo es una figura formada por los
segmentos que se obtienen al cortar dos pares de rectaslgmi@er dibujo). En el
paralelogramol BC D, las diagonales son los segmentas y 5D. Debemos demostrar
que su punto de corté], es el punto medio d&C'y de BD. Para ello, basta demostrar
gue los trangulosABE y C' DE son iguales.

__Por tener sus lados iguales, lositrgulosABC'y C'D A son iguales, luego éngulo
BAC BAE es igual aIangquDCA DCE. Por un razonamiento alogo, se tiene
ABE = CDE. Por tanto, los tdngulosABE y CDE tienen un lado igual{B =
CD), y susangulos contiguos son iguales, por tanto, ambasgilos son iguales, como
gueiamos demostraQ.£.D.

Podemos ya definir el baricentro:

Teorema.—Las tres medianas de unangulo ABC' se cortan en un punt@ llamado
baricentro.

A

Demostracibn.—Consideremos el dibujo siguiente:
SeanA’ y B’ los puntos medios de los ladas/ b respectivamente, y llamemasal
punto de corte de las dos medianbd’ y BB’'. Seal es punto medio dd(, y seal el
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punto medio d&BG. Por el regproco del Teorema de Thales, aplicado d@rguloABC

y a la rectad’ B, sabemos quel’ B’ es paralela al lade. Analogamente, aplandolo
al trianguloGAB, la rectalL M es tambgn paralela @ Aplicando ahora el Teorema de
Thales, en ambos casos, vemos que los segmé&hids LA no Dlo son paralelos, sino
que tienen la misma longitud: la mitad del segmen®. Por tanto, elLM A’B’ es un
paralelogramo.

Ahora bien, sabemos que las diagonales de un paralelogeoaitan en sus puntos
medios, luego se tienéL = LG = G A, y por otra partedBM = MG = GB'. Es decir,
podemos defini; como el punto de triseazn de la medianal A’, que tamkgn es el
punto de trisecén de la median® B’, y de forma aaloga se demuestra que es el punto
de trisecadn de la tercera mediana. Por tanto, las medianas se cortraricentra,
como quetamos demostraR.£.D.

Observacbn.— Se suele llamarz al baricentro porque es el centro de gravedad del
triangulo, suponiendo que el interior debimgulo tuviera masa homegea.

Corolario.— El baricentroGG de un tranguloABC' es el punto de cualquiera de las tres
medianas que &st doble distancia dekvtice que del punto medio del lado opuesto.

Demostracbn.—Ya esfi demostrado en el resultado anter@r€.D.

1.7 Elementos notables del tdngulo (I1).

Continuemos nuestro estudio deatrgulo con otro punto notable:

Teorema.—Las tres bisectrices de unérigulo ABC' se cortan en un puntb llamado
incentro.

C

A B

Demostracbn.— Consideremos dos ladasy b del triangulo, y llamemos a su bi-
sectriz correspondiente. Tracemos, desde un punto arbiftade r, el segmenta’ que
une Ry ay es perpendicular a, y el segmentd’ que uneR y by es perpendicular a
b. Llamemos a los puntos de cortéy B’. Entonces los téngulosCA’R'y C B'R son
triangulos reéngulos, con la hipotenusa cam(CR), y aden@as unangulo en coran (la
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mitad deC). Por tanto, estos dosarngulos son sigtricos, y el lada? 4 es igual al lado
RB'.

El razonamiento anterior nos dice que la bisectriz que pais@ ps el conjunto de los
puntos que eénh a la misma distancia dey deb. Por tanto, si tomamos la bisectriz @e
y la de A (que no pueden ser paralelas), se carian un puntd, que estax a la misma
distancia dex que deb, y a la misma distancia deque dec, luego estaa tambén en la
bisectriz deB. Por tanto, las tres bisectrices se cortan en un punitamado incentro.
Q.ED.

Corolario.— El incentro/ de un tranguloABC' es el centro de una circunferencia, lla-
mada circunferencia inscrita, que es tangente a los tres kel trangulo.

Demostracbn.—Hemos demostrado que el incentrogeatla misma distancia (diga-
mosd), de los tres lados, b y c. Por tanto, la circunferencia de cenfrg radiod corta@a
a cada uno de los lados en un solo punto, luega sargente a los tre€.£.D.

El Gltimo punto notable del taingulo es el ortocentro.

Teorema.—En un tranguloABC, las tres alturas se cortan en un pu@damado orto-
centro.

Observacbn.— En la demostraéin de este teorema, vamos a probar, de paso, una de
las propiedades as inesperadas de los puntos notables de angulo: el circuncentro,

el baricentro y el ortocentro &st alineados. Lo @&s sorprendente de todo es que esta
propiedad pas inadvertida a los antiguos griegos, y no fue hasta el sigiien que
Leonhard Euler la demostr Por eso a la recta que pasa porG y O se la conoce como
recta de Euler Aunque la demostragn de Euler es anitica, calculando las coorde-
nadas de cada uno de estos tres puntos, daremos una derbosiaietica muy sencilla.
Probaremos pues el siguiente resultado:

A B

Teorema.—En un triangulo equiktero, el circuncentro, el baricentro y el ortocentro coin-
ciden. En un téngulo no equdtero, estos tres puntos @&stalineados. A la recta que los
contiene se la llameecta de Euler. Ademas,G esé entre los otros dos, a doble distancia
deO que deD.

Demostracbn de los dosiltimos teoremas enunciados.Si el triangulo ABC' es
equilatero, esdcil ver que las mediatrices, las medianas y las alturasician. Por tanto,
el ortocentro existe, y es igual al circuncentro y al bariice(y tambgn al incentro).
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Supongamos entonces que eamgulo ABC no es equiétero. Observemos lo si-
guiente: si una mediatriz coincide con una mediana (digdasodel ladaz), entonces los
ladosb y ¢ deben ser igualesABC seiia isosceles). Si consideramos ahora la mediatriz
y la mediana del ladé, éstas no pueden coincidir ya gdé3C no es equétero, luego se
cortan en el punto mediB’ del ladob. De la misma manera, la mediatriz y la mediana del
lado ¢ se cortan en el punto medi@ del ladoc. Por tanto, siD y G coincidieran (si las
tres mediatrices y las tres medianas se cortaran en el mignto)ptendramosB’ =
lo cual es imposible.

Hemos demostrado entonces quel#C' no es equdtero, los circuncentr® y el
baricentroG no coinciden, luego determinan una recta. En esta rectana® el punto
O que esh mas cerca dé&; que deD, y a una distancia tal qu@G = 2G'D. Vamos
a demostrar qué es la intersecoin de las tres alturas déBC, y con esto habremos
probado los dos teoremas.

A o H 5

Consideremos los fingulosGOC' y GDC'. ComoOG = 2G'D y adenas sabemos
que CG = 2G(’, el redproco del Teorema de Thales nos dice @ié® y OC son
paralelas. Per6’D es la mediatriz del lada que es perpendicularaluegoOC tambien
es perpendiculara Como aderas pasa pof’, se trata de la altura correspondienté.a
Acabamos de demostrar, por tanto, que la altura correspatedaC' pasa por el punto
O. De la misma forma se demuestra que las otras dos alturas pasa, luego las tres
alturas son coincidentes, yiad ortocentro existe y esfalineado con el circuncentro y el
baricentro.Q.£.D.

Terminamos adel estudio de los taéingulos, como ejemplo de los razonamientos de
la geometia sinkética y como muestra de algunos de los resultadas importantes de
la geometia clasica. A partir del tema siguiente, comenzaremos a utilzgeometia
analtica, que en la may@a de los casos es much@meficaz y potente que la geonietr
clasica, aunque en ocasiones pierde gran parte de su elegancia
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Tema 2

Espacio ain y proyectivo

2.1 Espacio ain.

Definicibn.— Seak un cuerpo arbitrario. El espacioiafn—dimensional sobré es una
terna(A"(k),V, +), donde:

(@) A™(k) = k™ como conjunto (esto es, NO hay operaciones definidas eetreatos
de A"(k)). Los elementos dA" (k) se denominan puntos y se n@arcon letras
maylsculas:A, B,C,....P,Q. R, ...

(b) V = k™ como espacio vectorial. Sus elementos se deaotar, v,.... Cuando se
escriban sus coordenadas usaremos la ratafasica

N
u=(ag, ..., ).

(c) La operadin + es una operaén externa, deA" (k) x V en A"(k) que asocia al
par (P, u) el puntoP + u definido por

S —

P+u=(ay,....an) + (a1, ...,n) = (a1 + a1, ...y + ).

Observacbn.—Se verifican de manera inmediata las siguientes propiedades
(a) FijadoP € A"(k), se tiene la igualdad de conjuntpB + u | u € V'} = A"(k).
(b) DadosP € A"(k)yu,v € V,(P+u)+v=P+ (u+v).
(c) DadosP € A™(k),u,v € V,siP+u= P +ventonces, = v.

(d) DadosP, ) € A"(k) existe ununicou € V que verificaP + u = (). En estas
condiciones el vector tambin se notax ]@ Observemos que la unicidad es
sobreu y no sobre el pafP, Q): es posible que haya otros pares de pufths3)
tales quey = AB.

Obviamente, la notagn 1@ corresponde, intuitivamente, al vector que vaitia ().
Por ello tambén se llaman & y Q puntos origen y final dé@.

Observacbn.—Usando la notadin anteriormente introducida, se pueden probar (en rea-
lidad, es poco s que reescribir las propiedades anteriores en esta@myaci
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(@) 1@ + Cﬁ - PR para cualesquierB ), R € A" (k).
(b) ]@ = —Cﬁ’ para cualesquier®, Q € A"™(k).

(c) PQ = ST siy sblo siPS = QF, para cualesquier® Q, R, S € A" (k) (teorema
de Thales paralelo).

Veremos a continuagn el concepto de dependenci@naén un conjunto de puntos,
gue se corresponde con el de dependencia lineal de vectores.

Definicion.— SeaS < A"(k) un conjunto de puntos dA"(k). Diremos queS es
afinmente (in)dependiente si existec S tal que el conjunto

So={0Q|Qe S, Q#0}CV
es linealmente (in)dependiente.

Lema.—Para comprobar s§ ¢ A"(k) es ainmente (in)dependiente es indiferente&qu
puntoO escojamos ey como origen de todos los vectores.

Demostracbn.— En efecto, veamos @usucede si escojemos otro purmtoc Sy
usamos, en lugar d&, el conjunto correspondientes.

El conjuntoSy es linealmente dependiente sigi® si existe un combinagn lineal
no trivial igualada @ en Sy. Esto es, si y&lo si existen punto®;, ..., R; € S (distintos
deO)y escalares, ..., o; € k, no todos nulos, tales que

Q = OélOR1+---+OétORt
— —
= a1(0ﬁ+PR1)+...+at(0?>+PRt)
R o
= ozlPRl—l—...+atPRt—(a1+...—|—at)P23

de dondeSy ha de ser linealmente dependiente, puesto gu@nalges no nulo. Esto
prueba lo que queremos salvo en el caso de que éxastiael y ¢ verificando

P:Ri, A = ... = Q1 = Qg1 = ... :Oét:O,

en cuyo caso la suma anterior se redugeﬂaim por lo cual, al sery; # 0, ha de ser
O = P en contra de la hitesis.Q.£.D.

Observacibn.— Obviamente, por los resultados conocidos de espaciosriaes) en el
espacio dh n—dimensional no puede habeasde:+1 puntos afinmente independientes.
Es més, un conjuntd P, P, ..., P;}, dado por

-Pi - (ali; ceey an’i)
es afnmente independiente si 9l si

aix —aip ... Q1 — Q10
t=1rg : : )
Ap1 — Apo ..o Qpg — Apo
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0, utilizando las propiedades del rango, sbjossi

1 1 ... 1
a1 @11 ... Q¢

t+1= rg . . . ;
Apo  QAp1 ... Ant

gue resulta ras sencillo de recordar. Obviamente, el conjunto esvente dependiente
si el rango de la matriz anterior es menor estrictamente guée

2.2 [Espacio proyectivo.

Dado el espacio vectori@l’ = k" *! consideramos la siguiente relagieni? \ {0}:
u~v <= da € kconu=av.
Observacbn.— La relacbn ~ es de equivalencia y probarlo es trivial. Por ejemplo, la
transitividad es directa: s ~ v ~ w, entonces
u=ov=aofw = u~uw.

Definicion.—El conjunto de clases de equivalencia de la rélaei se denomina el espa-
cio proyectivon—dimensional (atenén a la dimengin) definido sobré, notadoP” (k).

Un elemento déP"(k), consistente en la clase de equivalenciaude (ay, ..., a,),

se notaad [ay : ... : a,| Yy Se denominax punto proyectivo. Notemos que, para cualquier
a #0,
[ag : ...t ay) = [aqg : ...t aay).
Dicho de otro modolay : ... : a,] = [bg : ... : b,] Si y SDlo si

apg ... Qp .
rg( by - by ) ~ W
Observacbn.— La notacdn para los puntos proyectivos se hereda del caso unidimen-
sional, P!(k), denominado la recta proyectiva, donde los purit@s: b;] y [as : bo]

son iguales si y@o si lo son las proporciones que determinan; esto es, Sl s
(ll/bl = az/bg.

Definicion.—La aplicacon natural
m: W\{0} — P"(k)

(agy ..., ar,) +—— [ag:...: ay
se denomina proyedmi (natural dét’ \ {0} en el espacio proyectivB” (k)).

Definicion.—SeaS = { Py, ..., P,} C P"(k). Diremos queS es un conjunto proyectiva-
mente (in)dependiente si, dados ..., v, € V cualesquiera verificando quév,) = P,
el conjunto{v,, ..., v, } es linealmente (in)dependiente Bn

Observacbn.—Algunos comentarios a tener en cuenta relativos a estaaéfirson:
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(a) Podemos, por supuesto (como se hace, por ejemplo, eriaspactoriales) definir
el concepto de (in)dependencia lineal sin forzar el hechguaeel conjuntds sea
finito. Sin embargo, estcd complica innecesariamente la defibiti es mucho
mas sencillo extender de manera natural la defniail caso infinito donde, como
es evidente, todSs C W infinito es proyectivamente dependiente (en realidad basta
con quesS tenga nas den + 1 puntos).

(b) El hecho de qué = {Py, ..., P,} sea proyectivamente (in)dependiente no depende
de la elecdn de los;, como se desprende por otro lado de la defimcEn efecto,
como sabemos, si notamos

v, = <a0i> A1y ey ani) ;

el conjuntoS es linealmente dependiente siGlGsi

apgr Qo ... Qo
ay;r a1 ... Q¢

g . ! ) < t,
Ap1 Ap2 ... Qpt

lo cual no depende de la eletnide losy;, pues otra elecon lo habra multipli-
cado la columna correspondiente por un escalar no nulo,dbrnzuvara el rango
de la matriz.

Definicion.— SeaP" (k) el espacio proyectiva—dimensional. Notemo& C k"*! el
subespacio definido pat, = 0. Entonces el subconjunto

Ho={[0:ay:...:a,) | a; € k} =n(H\ {0})
se denomina el hiperplano del infinito.
Observacbn.—Notemos qué.,, se puede identificar cAnicamente co®”!(k), via

He — P (k)

0:a1:...:a,] V> [a1:...:ap)
identificacbn que, por supuesto, preserva la dependencia e indepén@enyectva.

Los Gltimos enunciados de esta le@aitienen por objeto relacionar el espacimaf
el proyectivo mediante la inmegsi clasica (en este caso, fijando la primera coordenada).

Observacibn.—Consideremos la aplicdm o dada por

p:A"k) — P"(k)

(a1, .ya,) — [liag:..:ay,)

Entoncesy es una aplicaéin biyectiva entreA” (k) y P™(k) \ H,. La inyectividad
es clara, ya que puntos distintos necesariamente van eospaistintos. Por otro parte,
dado un punto proyectivo que noe&nH.,, pongamos’ = [ag : ... : a,], COMOay # 0
podemos escribiP = [1 : aj/ag : ... : a,/ap] = p(ai/ag, ..., an/ag).
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Asi podemos identificaA™ (k) con el subconjunto complementario He, enP™(k),
y esta identificadin se usd, a veces, sin meran expicita.

Notacion.—DadoP € A" (k), para distinguir cando considerama8 como punto &h y
cuando como punto proyectivo, notaremés = ¢(P).

Proposicion.— La identificacon anterior convierte la (in)dependenciainafen
(in)dependencia proyectiva y viceversa (cuando ha lugar).

Demostracbn.—La prueba es trivial, ya que P, ..., P.} vienen dados por
H = (aliu ceey ani) )

son afnmente independientes si §ls si

|
ayp ... Ay
rg . . =T,
Ap1 ... Apy
lo cual es claramente equivalente a U8 |, ..., [P.]} sean proyectivamente independien-

tes.90.E£.D.

2.3 Variedades lineales ().

Mantenemos las notaciones anteriores relativas’g:) (espacio ah n—dimensional),
V (el espacio vectoriak™) y P"(k) = (k"*'\{0})/ ~ (espacio proyectivai—
dimensional).

A" (k) S PP (k) < k" {0}

Definiciobn.—Una variedad lineal proyectiva es el conjunto de clases dwaencia, por
~, de un subespacio vectorial &1, del que hemos retirado el vectfr}.

En concreto, dado un subespatia k"', la variedad correspondiented.\ {0}),
que por abuso de notéei, denominaremos(L).

Observacibn.—Dado un subespacib C k™!, es trivial probar que. € L siy 0lo si
au € L paratodox € k no nulo. Esto indica que la anterior defirdinies consistente,
pues los vectores no nulos de un subespacindsidos 0 no eatninguno en una clase
de equivalencia.

Observacbn.— Notemos que, a diferencia de los subespacios vectoridlegnginto
vado § es una variedad lineal proyectiva, procedenté.de {0}.

Asi mismo, un punto proyectivo es una variedad lineal proyactinientras que un
vector (no nulo) nunca es un subespacio vectorial.

Notacion.—Por herencia de la situdgi vectorial, siL viene dada pof. = L(uy, ..., u,),
conu,; # 0, diremos quer(L) esh generada por (0 admite como sistema generador a)
7(uy), ..., m(u,), circunstancia que denotaremos

W(L> = Lp(ﬂ(ﬂl)a P 71'(@t))'
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Un sistema generador se@iuna base cuando sus puntos sean proyectivamente indepen-
dientes.

De la misma forma denominaremos un sistema de ecuacionégitapder (L) a
cualquier sistema de ecuaciones imophs deL.

Asi, por ejemplo,
Ho=L,(0:1:0:...:0[,[0:0:1:...:0],...,[0:0:0:...:1]),

y €s0s puntos son, de hecho, basé/de Un sistema de ecuaciones ingilas def ., es,
obviamente{x, = 0}.

Por las propiedades ya estudiadas de los espacios veesgudemos decir que toda
variedad lineal proyectiva admite una base y un sistemautecames imptitas indepen-
dientes. Aderas, dos bases cualesquiera han de tener el miGmeno de elementos,ias
como dos sistemas de ecuaciones inifas independientes deben tener el misiinmero
de ecuaciones.

Definicibn.—Una variedad lineal &f es la intersecon de una variedad lineal proyectiva
con el espacio &fl A" (k) C P"(k) (mediante la inmerén ¢).

Proposicion.— SeaY una variedad af no vada. Entonces existe uriica variedad
lineal proyectivaZ tal queY = Z N A"™(k).

Demostracbn.— Supongamos que, en efeddn A™(k) = Z N A™(k) = Y para
dos variedades proyectivasy Z'. Basta entonces probar quén H,, = Z N H,, para
determinar queZ’ = Z. Veamos 6lo una inclusdn, ya que la otra es aloga. Para
empezar fijemo® =[1:a;: ... :a,] € ZNA"(k) = Z' N A" (k).

SitomamosR = [0: b : ... : b,] € Z' N H,, entonces, por provenir de un subespacio
vectorial, ha de ser

Q=[1:a1+b:...:a,+b))€Z NA"k)=ZnNA"(k).

Al tenerP,(Q € Z, es obvio quek € Z, lo que prueba la inclugn. Q.£.D.

Observacbn.— Notemos, en la demostréci anterior, que los puntos proyectivos no se
suman “coordenada a coordenada”. Esto es el p@dmo esP + R. Con posterioridad
veremos gé esP + R (la recta que une al punt® con el puntaR).

Definicion.— Dada una variedad linealiafno vaéa Y, la Gnica variedad proyectivd
que verificaZ N A™(k) = Y se denomina clausura proyectivalde/ se denotay’.

Convendremos qué = (), ya que no hay en general (salvo para= 1) unadnica
variedad proyectiv& tal queZ C H,, (y, por tanto, tal queZ N A" (k) = ().

2.4 Variedades lineales (II).

Observacibn.—Asi como podemos identificak™ (k) conP"(k) \ H,,, podemos dotar de
contenido geor@trico (afn) a H ..
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En efectoH ., es, como vimos un espacio proyectivo-1)—dimensional y, por tanto,
est formado por las clases de equivalenciakte' \ {0} mediante~. Asi, podemos
interpretarH,, como las direcciones el esto es, los conjuntos formados por un vector
de V' y todos sus raltiplos no nulos. Esta interpretéci se correspond@iperfectamente
con la naturaleza dual del plandrafpuntos—vectores), como se &er

Notacion.—Para distinguir cando hablamos de € £ como vector en el espacioiafy
cuando de(v) \ {0} como punto dd7,,, notaremos estaltimo como|[u].

Definicion.—Dada una variedad Y no vada, definimos la variedad de direonideY
como
D(Y)={vek"|[] €Y NHy}u{0}

Esto es, la direcon deY est determinada por los puntos de la variedad proyectiva
de la que proced¥ que se encuentran en el infinitd () o, equivalentemente, por las
direcciones contenidas en la variedad

Observacbn.— D(Y') es un subespacio vectorial d&, como se puede comprobar

facilmente. Para ello basta comprobar que, dades (ay,...,a,),v = (by,....,b,) €
D(Y), tenemos que

ul=10:a1:...:a,), [v] =[0:by:...:0,) €Y,
y, por tanto, dados, 5 € k,
[au+ Bv] = [0 : aa; + Bby : ... aa, + Bb,] € Hu NY,

de dondexu + v € D(Y).

Alternativamente se puede comprobar qué; sk w(L), entoncesD(Y) = L N H,
gue se puede interpretar como subespaciy deediante la identificabn H ~ V.

Observacbn.—El caso de las variedades lineales afines es afgoaomplejo a la hora de
hablar de sistemas generadores, bases o sistemas de pesaélor ejemplo, diferentes
bases de una misma variedad proyec@ivaueden dar, al cortar coA"(k), conjuntos
con diferente cardinal, lo cual no es en modo alguno apropiad

Lema.— Sean(L) una variedad lineal proyectiva. Entonces existe una basé,de
{uy,...,u, }, tal quen(vu;) € H, parai = 2, ...,t. Por otra parte, st(L) ¢ H.,, podemos
encontrar una base dg {v,, ..., v, }, tal quer(v,) ¢ Hw, parai = 1, ..., t.

Demostracbn.—La prueba es muy simple: por el teorema de la dintengenemos
que
dim(H N L) = dim(H) + dim(L) — dim(H + L),

donde tenemos dos opciones. La primera eslgue H, en cuyo caso no hay nada
gue probar, ya que cualquier sistema generador verificauglogado evidentemente. La
segunda es quk ¢ H, en cuyo casd. + H = k™!, por tanto,

dim(LN H) =dim(L) — 1.

Entonces para probar el primer asefitogesta tomar una base de) H (que son los
vs, ..., v, del enunciado) y extenderla a una basd.dmn otro vector.
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En cuanto a la segunda afirmaej si partimos dgu,, u,, ..., u,} como antes, pode-
mos considerar una nueva base/ddada por{u,, u, + us, ..., u; + u,}, CUy0OS vectores
no esn enH. Probar que este nuevo conjunto es en efecto badeateun ejercicio
sencillo. Esto finaliza la prueb&@.£.D.

Corolario.— Dada una variedad lineal proyectiva existe una basé’, ..., P, tal que
P, ..,P, € H,. Adenmas, siZ ¢ H., podemos hallar otra base,, ..., Q; tal que

En €rminos afines, esto representa que, dadariedad lineal dh, podemos hallar
una base d& tal que todos sus elementos, menos el primero, sean de la fofncon
v € k" Adenmas, siY # (), podemos tamkn escoger una base dede la forma
[P1], ..., [P] conP; € A" (k).

Observacbn.— De la prueba de la primera afirméani se desprende que, como
L(us,...,u;) = LN H, el subespacio dé"*! generado por log — 1 Gltimos vectores
de la base hallada deno depende de la base en cua@stisino tan élo del propioL.

Proposicion.—SeaY” una variedad lineal & no vaga. Entonces, paratodd € Y,

Y=P+DY)={P+ulue DY)}

Demostracbn.—FijemosP = (ay, ..., a,). Probemos en primer lugar qdeC P +
D(Y). Sitomamos) = (by,...,b,) € Y, tenemos quéQ)| € Y = =(L), por lo que
(]_, A1y enny (ln)7 (1, bl, ceey bn) eLC anJrl.

Al ser L subespacio, tenemos qle b, —ay, ...,b,—a,) € Ly, as, (0,b;—ay,...,b,—
a,) € HN L, de donde

Pﬁ = (b1 — g, ...,b, — CLn) € D(Y)

—_
Para ver la otra incluéhn tomaremos. € D(Y) dado poru = (uy, ..., u,) de donde
(0,u1,...,u,) € HNL. Alser(1,ay, ...,a,) € Ltenemos quél, a;+uy, ..., a,+u,) € L
y, por tanto
[P+ulen(l) = P+ucy,

lo que prueba la incluén que restabaQ.£.D.

Observacbn.—Asi pues, la base que hallamos al principio de la led@n para una va-
riedad lineal proyectivar(L) se traduce, en la variedadimfcorrespondient&’, en un
puntoP € Y y una bas€guv,, ...,v,} del subespaci®(Y'). La otra base hallada estaba

formada, como podemos comprobar reescribiendo la prueb&gpuntos afines, P +
Uy, .y P40,

2.5 Variedades lineales (lI1).

Notamos, como de costumbi} (k), V' 'y P"(k). Ademas, seguiremos usandb: =, =
0cC k"'yH,=n(H)CP"(k).
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Definicion.—Un conjunto de puntos afin€g,, ..., Q. € A"(k) se dicen sistema gener-
ador de una variedad linealiafy” (denotaddy” = L,(Q, ..., @,)) cuando[@4], ..., [Q,]
generary’.

Observacibn.—Por las lecciones anteriores, toda variedad lindal aflmite un sistema
generador formado por puntos afines. Adspcomo existe una base Heformada por
puntos afines, existe un sistema generadol’dermado por puntos afinesiafmente
independientes (ver 2.2.).

Redprocamente, dado un conjunto de puntos afines (respeeitanmin punto y un
subespacio d&’) el conjunto de puntos afines que dependen de ellos (respeeinte
los puntos que se pueden formar sumando todos los vectdsdspacio al punto) son
una variedad &h, proveniente de la variedad proyectiva generada portgsqgs puntos,
via ¢ (respectivamente, generada por el punto, vist®&fk) y los vectores, vistos en
H., C P"(k)).

Definicibn.—SeaY” una variedad lineal &i. Diremos que

es un sistema de ecuaciones imojpas deY” si se verifica qué® = (a4, ...,a,) € Y Siy
solo si(ay, ..., a,) es soluddn del sistema.

Proposicion.— Toda variedad lineal @ no vada tiene un sistema de ecuaciones
implicitas.

Demostracibn.—DadaY nos fijamos en un sistema de ecuacionesiicitak deY’:

appro + apr:r + ... + a1, = 0
amoTo + @piT1 + ... + aupr, = 0
Entonces, com@® = (ay,...,a,) € Y siyDlosi[l : a; : ... : a,] verifica las

ecuaciones, es obvio que un sistema de ecuaciones linegdlessl

ayp + apnxry + ... + aprx, = 0

amo + Qpar1 + ... + apnr, = 0
QED.

Observacibn.—Como las direcciones dé(Y’) son los puntos d& cuya primera coorde-
nada e9$), un sistema de ecuaciones del subespaXib) C k™ es precisamente

a1ty + ... + aypx, = 0

amiTr + ... + ampr, = 0

esto es, el sistema hom&aeo asociado al de.
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Observacbn.—Redprocamente, como sabemos/%igebra Lineal, toda soluobn de un
sistema compatible de ecuacionesreimdeterminadas se puede escribir como suma de
una soluadbn particular nas una del sistema hom@geo asociado. A partir de dgel
conjunto de soluciones de un sistema compatible se puedbiesomo una solu@n
particular (un punto af) mas las soluciones del sistema horapngo (que corresponden a
un subespacio dg).

Asi todo sistema compatible deincognitas determina una variedad lineainat”
y haciendo cada ecu&ci homo@nea, multiplicando elermino independiente pary,
obtenemos la variedad lineal proyectiva

En el sentido contrario, unas ecuaciones’dse convierten en unas dé haciendo
xo = 1y, por tanto, en unas d@(Y") haciendar, = 0. Finalmente, notemos que de unas
ecuaciones d®(Y') no podemo®btener unas d&. Un sistema que defing tiene la
misma matriz de coeficientes que el que defir{&”), pero necesitamos un punto del que
sepamos que &senY para hallar losérminos independientes, simplemente sustituyendo
en el sistema e imponiendo que el punto en caesea soluén.

2.6 Operaciones con variedades.

Observacbn.—Como en el caso vectorial (0,88 bien, precisamente por ello mismo), la
intersecadbn de variedades proyectivas es de nuevo una variedad pxaydetn concreto

7T(L1) N W(LQ) == 7T(L1 N LQ)

Mas din, si tenemos dos variedades afilies= 7(L,) NA™(k), Yo = w(L2) N A" (k),
entonces

ViNY, = (w(L1) NA™(k)) () (7(L2) N A™(k)) = 7(Ly N Ly) N A™(k),
con lo que la intersecon de variedades afines tarbies una variedadiaf

Sin embargo, al igual que en el caso vectorial, |l2dorde variedades (tanto afines
como proyectivas) no es una variedad, en general, por logopta por definir la suma
de variedades de la forma natural.

Definicion.—Dadas dos variedades proyectivas= 7 (L), Z, = 7(Ls) definimosZ; +
Zy = m(L1+Ls). De lamisma forma, dadas dos variedades afifies Z,NA"(k), Y, =
Zy N A™(k), definimosY; + Y, = (Z1 + Z5) N A" (k).

Proposicion.— En las condiciones anteriorég + 7, (respectivament&; + Y3) es la
menor variedad lineal proyectiva (respectivamenie)@fue contiene & y a 7, (respec-
tivamente &7 eY3).

Demostracbn.—Es directa a partir de la propiedad vectorial corresponéi€h&.D.

Observacbn.— A partir de lo anterior (y de los enunciados correspondgerteel caso
vectorial) es trivial obtener los siguientes resultados:

(&) Unas ecuaciones de la intereséncile dos variedades lineales (afines o proyec-
tivas) se pueden obtener uniendo unos sistemas de ecuacdierias variedades
lineales en cuedin.
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(b) Un sistema generador de la suma de dos variedades Bn@filees o proyectivas)
se puede obtener uniendo unos sistemas generadores deddades lineales en
cueston.

Estos enunciados prueban, adsyque sk; e Y; son variedades lineales afines,
@ Y1+ Y=Y +Ya.
(b) SIViNY; #0,Y1NY; =Y NY,.
Al igual que en el caso vectorial, el hecho de partir de siatede ecuaciones inde-
pendientes o de sistemas de generadores independiertgscfpramente o aimente)

no puede garantizar la independencia del sistema de eoeaaiodel sistema generador
obtenido.

Observacbn.—En el caso de la suma de dos variedades lineales afines, siasptzor
presentarlas de la forma

Yi = P+DMY) = (a1,....,a,) + (U, ..., uy)
Yo = Q+ D(Y2) = (by, ..., bn) + (vg, ..., 0g)

y queremos presentar de la misma forvha- Y, hemos de tener en cuenta que la anterior
presentadn implica que las variedades lineales proyectivas de lapmceden verifican,
respectivamente

71 = LP([P]> [21]7 RS [ﬂt]% ?2 i LP([Q]ﬂ [Ql]u AR [QS]>

por lo que el sistema generadorXet Y5 obtenido uniendo estos sistemas de generadores
no es de la forma adecuada (un punto€tik) y el resto ent ...

Esto se puede arreglar, sin mayor problema, sustituyerplangd proyectivdl : b; :
.. by por[0:b; —ay:...: b, —ay]. En efecto, el sistema resultante genera el original
y a su vez es generado par de forma que

Y1+ Yo = Ly([P], [w, oy [, [01]s ooy [0G]5 [0 2 by —aq ¢ oo 2 by — an)).

Enunciamos el resultado eeriminos de variedades lineales afines.

Proposicion.—SeanY; = P + D(Y;), Y2 = Q + D(Y>) variedades lineales afines. En-
tonces
D(Yi +Yz) = D(Y1) + D(Y) + (PQ).

Observacbn.—Dado queP y () se pueden tomar arbitrarios 8ne Y;, respectivamente,
es inmediato probar que, B} NY; # (), entonces

D(Y1 +Y3) = D(Y1) + D(Y3).

Asi mismo, si¥; N, = ), entoncesPQ no puede estar ni eb (Y1) nienD(Y3), por
lo que el tercer sumando nunca es superfluo.

Observacbn.—Para estudiar la variedad de dirgotde la intersecon de dos variedades
afinesy; eY, supondremos de entrada gueN Y, # (). EntoncesD (Y1 NYs) = D(Y7)N
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D(Y,). En efecto, tomemo® € Y; N'Y; cualquiera y lo consideraremos fijado para lo
gue sigue.

Un vectoru € D(Y; NY;) siy lo siel punto@ = P + u € Y; NY;. Pero entonces
P +uestenY; yenY;, aligual queP, de donde. € D(Y;) N D(Y3).

Para ver la otra incluén se puede proceder de forma parecida: §iD(Y;)ND(Y3),
entonces’ + v € Y, N Y3, porlo quew € D(Y; NY3).

2.7 Dimenson. Teoremas de dimensin.

Observacibn.—La dimensbn de una variedad lineal proyectida= = (L) podiia definirse
comodim(Z) = dim(L). Sin embargo, esto produi@rciertos febmenos que no se
corresponden con la intuam: a$ el espacio proyectiva—dimensional tendla dimensbn

n + 1y un punto proyectivo tenda dimensbn 1.

Definicion.— Dada una variedad lineal proyectiva = =(L), definimosdim(Z) =
dimy (L) — 1. Analogamente, para una variedad linedhafio vaga Y, definimos
dim(Y) = dim(Y)

Las variedades de dimensiO son los puntos (afines o proyectivos). Las variedades
de dimengin1, 2y n— 1 se denominan, respectivamente, rectas, planos e hipesplgh
vado, por ejemplo, como variedad proyectiva tiene dim@ansil, as que, como variedad
afin, tambén tiene dimenéin —1.

Observacbn.—Un caso muy interesante es el 8¢Y"): por un lado es un subespacio
vectorial deVV = k™; por otro se puede considerar una variedad proyectivagnmta
en H,,. Por coherencia, notaremos esta subvarigddd)]. De la definicbn se sigue
entonces que

dimy (D(Y)) = dim([D(Y)]) + 1.

Observacbn.—A partir de estas definiciones y de los resultados de lasdeesianterio-
res podemos deducir que:

(a) Una variedad proyectiva de dimedisi- enP" (k) tiene una base de+ 1 puntos 'y
viene determinada por un sistema de hoarapn — r ecuaciones independientes
enn + 1 incognitas.

(b) Unavariedad &f de dimenginr en A" (k) tiene un sistema generador formado por
r+ 1 puntos ainmente independientes y viene determinada por un sistema a
ecuaciones independienteseincognitas (en general, no hom@geo). Tami@En
puede venir determinada por un punto y una base de su varieddidecodn for-
mada por- vectores de:™.

(c) Unavariedad af tiene la misma dimen@n que su variedad de direbai (conside-
rada como subespacio ée).

Vamos a estudiar ahora la relagide las dimensiones de la sumay la intersetde
variedades.
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Teorema de la dimensbn para variedades proyectivas.-Sean”;, Z, variedades linea-
les proyectivas. Entonces

Demostracbn.—Directa del caso vectorialR.£.D.

Observacbn.— En el caso ah, situaciones conocidas nos hacen ver que el resultado
amalogo no se verifica. Por ejemplo, si tomamos dos rectas giaredelas (posterior-
mente definiremos el paralelismo, pero entedemos que elnalwabe gé son rectas
paralelas)?; y R, en el plancA?(k). Entonces?; + R, = A?(k) y por tanto

Sin embargo, en el proyectivi®, N R, no es vam porque, al ser paralelas, tienen la

misma variedad de dire@n y, por tanto,R, y R, Sse cortan en la recta del infinito (de
aH, precisamente, su nombre).

Definiciobn.— Dadas dos variedades afinEs e Y; decimos que son paralelas cuando
D(Y;) C D(Y5) o viceversa. Dicho de otro modo, cuandipn H,, C Yo N Hy (0
viceversa). Esto se denotg|Ys.

Teorema de la dimensbn para variedades afines.-SeanY}, Y, variedades lineales
afines. Entonces:

(@) SiYiNYs # 0,
dim(Y; 4+ Y2) + dim(Y; NYs2) = dim(Y7) + dim(Y3).

(b) SiYinY, =9,

dim(Y; 4 Y2) + dim(Y; N'Y3) + dimy (D(Y;) N D(Y3)) = dim(Y;) + dim(Y5).
Dicho de otro modo, teniendo en cuenta la ré&lacéntre las dimensiones de las
variedades de diredm,

dim(Y; + Y2) + dim([D(Y7)] N [D(Y3)]) = dim(Y7) + dim(Y5).

Demostracbn.—Es muy simple a partir del caso proyectivo. Por ejemplo, erasb
no disjunto,
dim(Y7) +dim(Yy) = dim(Y;) + dim(Y3)
= dim(Y; +Y3) + dim(Y; NY5)
= dim(Y; + Y32) + dim(Y; NY5)

En el caso disjunto, notemos que
YINYy,CH,y = Y NY,y,=[D(Y)]N[D(Ys)].
Por tanto,

dim(Y7) + dim(Yy) = dim(Y;) + dim(Y3)
= dim(Y; +Y3) + dim(Y; N Y3)
= dim(Y, +Y3) + dim([D (Y)] N [D (¥2)])

Esto finaliza la demostram. Q.£.D.
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2.8 Sistemas de referencia ().

El problema de dotar a una variedad proyectiva de coordenaidgectivas; esto es,
definidas salvo producto por un escalar, ésrmomplejo de lo que paddrparecer. En
efecto, dada una variedad de dimengn r, una base/ Py, ..., P,} de Z y un punto
@ € Z, no es posible definir de forma consistente las coordenaelgs reéspecto de
la base anterior, ya que hay que pasar al espacio vecttrialy la forma de hacerlo no
esunica.

Ejemplo.— TomemosH,, : {z, = 0} C P?(k), generadopoP = [0:1:0]yQ = [0 :
0:1]. Tomamosk = [0: 1 : 2] € H,, y observamos que

(0,1,2) = (0,1,0) +2(0,0,1), (0,1,2) = (—1)(0,—1,0) + 1(0,0,2),

donde hemos escrito un vector de la clas&dke dos formas distintas (no proporcionales)
como suma de vectores de las clase®de’). Con el mismo derecho podemos decir que
las coordenadas d@ respecto d¢ P, )} son|[1 :2] 0 [—1: 1].

La solucbn esé en fijar un punto @s, con coordenadas convenidas, de forma que
sblo haya una elecon posible para los vectores que podemos utilizar. Estopaduele
denominar unidad y las coordenadas que se escogeglpsoa(l : 1 : ... : 1]. Veamos
como se hace esto en concreto.

Definicion.— Dada un variedad lineal proyectiva = n(L) C P"(k) de dimengin r
(eventualmente’ = P"(k)), un conjunto de + 2 puntosF, ..., P, se dicen un sistema
de referencia proyectivo dé cuandor + 1 cualesquiera de dichos puntos es basg de

Proposicibn.—Sea” = = (L) una variedad proyectiva de dimeosi-, { P, Py, ..., Pr11}
un sistema de referencia decC P"(k). Entonces existen,, u,, ..., u,,,; € k" verifi-
cando:

(@) m(w;) = P
(b) up+uy + ..o + Uy = Upyy.

Ademas, para cualquier otr@ + 2)—upla de vectores,, ..., v,,; cumpliendo (a) y
(b), se verifica que exist@ € k£ no nulo con

Uy = QVg, Uy = Oy, ..oy Uppq = OUpqq.

Mas din, si denotamo#; = {u,, ..., u, }, para cualquier puntqQ € 7, siw,w’ son
vectores que verifican(w) = m(w’) = @, entonces existé € £ no nulo tal que

(w)s, = AMw)s, -
Demostracbn.—Para probar la primera afirmé&c tomamos coordenadas
Py =lago : - : anol, ey Br = [a0r + oot |, Pryr = [bo oo byl
Entonces los vectores, i = 0, ..., + 1 han tener a su vez coordenadas
w; = Wi (Qoiy ooey Qni)y Upyq = V(bo, ..y by),
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para ciertosuy, ..., u, v €scalares no nulos. Siimponemos qye+ ... + u, = u,
obtenemos el sistema de ecuacionesgn., j,, /)

agopto + ... + aoppty — vbg = 0

Qpofto + o + Guepty, — vb, = 0
gue es compatible por ser hon@rgo. Pero adeas la matriz de los coeficientes tiene
rangor + 1, ya queuy, ..., u,; generarL, que tiene dimenénr + 1.

Esto implica que, al tener+ 2 incognitas, las soluciones del sistema han de ser de la
forma
;i = a;t, v = bt, para cualquiet € k,

lo que prueba la primera afirmaci, tomando
U; = CLi(CLOi, ey CLm), QrJrl = b(bo, 500 bn)

Notemos que todos lag y b han de ser distintos de De no ser ds(por ejemplo,
ap = 0) tendiamos
Uy +.. +@T — Qr—l—la

con lo que{ P, ..., P} seiia proyectivamente dependiente, contra ladteipis. La
segunda afirmaon es taml@n trivial a partir de lo ya probado.

Tomamos ahora tal quer(w) = @y, dado quew esté enL, que esk generado por
Uy, ---, U,, pOdemos escribir
w = Uy + ... + U,

de formalnica. Si escogemos otro vectof que verifiquer(w’) = @) necesariamente
existe) tal quew = ow'y, ag,

w =6 (apugy + ... + ),

de donde tenemos el enunciado, por la unicidad de las camtdsrmle un vector (en este
casow Yy w') respecto de una base (en este e@gsa., u,).

Definicion.— En las condiciones anterioresy : ... : «,] se denominan las coordenadas
de @ respecto del sistema de referenRia= { P, ..., P, P, ;1 }, notadagQ)x.

Observacbn.—Notemos que, por la proposiei anterior, estas coordenadas §orcas,
salvo producto por escalar: deiajue usemos la misma notéani que para los puntos
proyectivos. En particular, las coordenadas de un puntB’dé) son las coordenadas
respecto del sistema de referencia

R={[1:0:...:0,[0:1:...:0],...,[0:0:...:1],[L:1:...:1]},
denominado sistema de referencia@aino deP™ (k).

Definicion.—Dado un sistema de referen®s, = { Fy, ..., P., P,+1 } de unavariedad =
(L) C P"(k), la bas€{uy, ..., u, } del enunciado anterior se denomina base normalizada
del sistema de referenciR.

Observacbn.—La base normalizada, pues, debe verificar,

m(w) =P, i=0,..,r 7w(uy+u +..+u,)= P,
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y eslinica salvo producto de todos sus elementos por un mismt@aescenulo.

Notacion.—El punto(r + 2)—&simo de un sistema de referencia se suele denominar punto
unidad del sistema y denotarse @ér Sus coordenadas respecto del sistema al que
pertenece son siempfé : 1 : ... : 1]. Notemos que este puntols sirve para deter-
minar una base normalizada. Una vez escoggta,U es irrelevante a efectos dalculo

de coordenadas.

2.9 Sistemas de referencia (ll).

En esta clase complementaremos lo ya visto sobre sistenmatedencia proyectivos con
algunos temas adyacentes, como cambios de sistemas denogey reladdn con las
coordenadas usuales. Veremos el caso de los sistemas dcedeafines, como caso
particular de los sistemas de referencia proyectivos.

Observacbn.—SeaZ = (L) C P"(k) una variedad lineal proyectiva de dime&st,
R ={P,, ..., P,; U} un sistema de referencia proyectivodeB = {u,, ..., u, } una base

normalizada d&R, u; = (ag;, ..., ay;) parai = 0, ...,r. Entonces) = [xg : ... : x,] € Z
verifica
aopp ... Qop 20 ZTo
@r=[20::2] = A 5 L=
Ano - CGpp Zr T

para un cierto\ € £ no nulo.

Proposicibn.—SeaZ < P"(k) una variedad lineal proyectiva de dimensir, R y R’
sistemas de referencia proyectivos4e3 y 5’ bases normalizadas cualesquierddig
R’ respectivamente. Entonces para tégle Z se verifica

@Qr=lro: ] 'y ”
R =1To - Ty / ! .
<~ M (B,B L =Xl : 1.
@ = o y]} N |
Ty Yr
para cierto\ € k no nulo.
Demostracbn.— Evidente, ya que las coordenadas(gle- 7(v) respecto dék son
las coordenadas derespecto de una base normalizadddeQ.£.D.

Definicion.—Dada una variedad linealiafy” = Z N A" (k), un sistema de referencidmaf
deY es un conjunto de la form@P;u,, ...,u,}, conP € Y, u; € D(Y), de forma que
{[P], [w1], ---, [u,] } sea base d&.

Observacbn.—SiY = Zn A" (k) tiene dimenginr, un sistema de referenciamieY’,
_ ) ,

Ry = {P;uy,...,u,} cONP = (avq, ..., ), u; = (aq4, ..., ay; ), determina utvocamente

un sistema de referencia proyectivode

Rz = {[P]7 [Ql]v s [ﬂr]; U};
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que es el que tiene por base normalizada
B={(1,01,...,00n),(0,a11, .., @n1) s ey (0, @10y oo, Q) } -

Dado entonces el sistema de referencia &y y el punto@ = (54, ..., 3,) € Y, Si

(Q)ry = [0 : ... : ], €S0 quiere decir que existec k no nulo tal que
10 .. 0 - 1
)
ozln a,-ﬂ a;”n o ﬁn

de donde ha de sep # 0.
Definicion.—En las condiciones anteriores, las coordenaddg despecto del sistema de

referencidRy son
Ty Ty
(Q)Ry ~N (IO’ ) xo) )
esto es, las Ultimas coordenadas d@| respecto d&, haciendo la primera coordenada

igual al. Por esto, en estas condiciones notaref@ds, las coordenadas proyectivas de
[Q] respecto d&R ; cuya primera componente es precisaménte

Veamos poiltimo como es posible calcular las coordenadagdespecto d&y sin
pasar por la clausura proyectiva y usandim ®bjetos afines.

Proposicion.—En las condiciones anteriores, las coordenadag deY son las coorde-
nadas de°() respecto de la base d¥Y') dada pou, ..., u, }.

Demostracbn.—De la observaéin anterior, con las mismas notacioneq(@jz, =
(21, ...,x,), entonces

1 0 .. O 1 1
@ app ... Qi Ty B

. = 9
Qp  QAp1 ... Apy Iy ﬁn

esto es,

r
ﬁi = + ZZL‘]‘CLU‘, 1= ]_, N,
j=1

y, agrupando,

@ = (ﬁl — . B — Oén) = Z%’(Clm ~-->an)7
j=1

gue es lo que preteia@mos probarQ.£.D.

Observacbn.—Dados dos sistemas de referencia afiRgs/ R, de una variedad’, la
matriz de cambio de base entre las bases normalizadas quen®,; y R, se denomina
matriz de cambio de base @& aR,, se denotd/ (R, R) Y verifica la igualdad

M(R1, R2)[QJ%, = [Ql,-
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En estas condiciones es obvio queRsi= {Oy; B1} y Ro = {Os; Ba},
1 | 0..0

M(Ri,R2) = (O1)%, | M(By, Bs)

2.10 El espacio proyectivo dual.

El espacio de formas lineales (esto es, de polinomios hémesgs de grado uno) sobke
es, inmediatamente, un espacio vectorial, con la suma yodlpto por escalares habit-
uales. Una forma lineal distinta deen [z, z1, ..., x,,] define un hiperplano eR™(k),

H:apxg+ a1z + ... + apx, = 0.

Sin embargo, dos formas lineales distintas pueden definmiisgho hiperplano: con-
cretamentexg + ... + a,x, Y boxo + ... + b,x,, definen el mismo hiperplano si gl si
existeA € k no nulo tal ques; = \b;. Esta situa@n es claramente paralela a la retaci
entre vectores de"! y puntos deP" (k). Esto justifica la siguiente definam.

Definicion.— Definimos el espacio proyectivo dual &' (%), notadoP"(k)* como el
conjunto de hiperplanos d&" (k).

Observacibn.—Denotemos pol’* el espacio vectorial de formas linealesteenn vari-
ableszy, ..., z,,. Consideramos entonces la apliéaci

™ V*\{0} — P"(k)
apxrg + ... + a,xr, +—— aprg+ ...+ a,xr, =0,

gue esh bien definida, porque hemos retirado el vector nulo’tiéque no correspondier
a ningin hiperplano dé"(k)).

Ademas notemos que*, al igual quer : k"1\ {0} — P"(k), lleva dos originales a
la misma imagen si y&o si los originales son proporcionales. Por et k)* tambin
se denomina el espacio proyectivo asociado al espacio duid.

Observacbn.—Podemos establecer una biyexti
P(k)" «— P"(k)
H:apxo+ ...+ a,x, =0 — Jag:...:a,)
y, ad, podremos hablar de (in)dependencia proyectiva y dededies lineales dB™ (k)*.

De esta forma, diremos que los puntlls, ..., H, € P"(k)* o, equivalentemente,
los hiperplanoddy, ..., H; de P™(k) son linealmente (in)dependientes cuando, fijado un
sistema de referencia, exista (respectivamente no exiséadombinadin lineal no trivial
de las ecuaciones dé,, ..., H; que nos é la identidad) = 0.

Definicion.—DadaZ C P" (k) variedad lineal proyectiva, definimos el dualdeomo

«(Z) = {H e P"(k)* | Z C H}.
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Analogamente, sL.* C P"(k)* es una variedad lineal proyectiva en el espacio dual,
definimos el dual dé.* como
*(L*) = ﬂ H,

HelL*
esto es, el conjunto de puntos proyectivos quaresh todos los puntos (hiperplanos) de
L*.

Proposicion.— En las condiciones anteriores, dadas variedades lineatggeqtivas
74, Zy C P (k),

(a) SlZl C Zg, *(Zl) D) *(ZQ).

(b) dim(x(Z1)) =n — (dim(Z;) + 1).

(C) *(*(Zl)) = Zl-

(d) *(Zl N ZQ) = *(Zl) —+ *(ZQ).

(e) *(Zl + Z2> = *(Zl) N *(ZQ).

Demostracbn.—El enunciado (a) es elemental por defiditdex. Para demostrar (b),

podemos a comenzar suponiendo que una baséAle es{H,,...H,}, lo cual implica
queZ; = HyN...NH,;, conH,, ..., H, linealmente independientes como punto®déek)*.

Esto quiere decir qug; viene definida por un conjunto de- 1 ecuaciones linealmente
independientes, por lo que

dim(Z,)=n—(1+1) = [ =dim(*(Z1)) =n — (dim(Z;) + 1).

Para demostrar (c), notemos gqe (7, )) es el conjunto de puntos que &sen todos
los hiperplanos que contienerZa. Por tantoZ; C x(x(Z;)). Pero, como

dim(*(%(Z1))) =n —dim(x(Z;)) =1 =n— (n — dim(Z;) — 1) — 1 = dim(Z,),
tenemos dos variedades con la misma dintensiina contenida en la otra. Por tanto,
deben ser iguales.

Hagamaos potiltimo (d) y (e). Para ello, escribimos

x(Zy) = (Hy, ..., Hy), *(Zy) = (H{, ..., H]),

yentonces
ZyNZy=HN..NH,NH{N..NH,

y esto implica que

*(ZlmZQ) Hla"'7HsaH{?"'7H£>

(
(Hy,...,H,) + (Hy, ..., H))
*(Zl) -+ *(ZQ).
ComoZ,, Zy, C Z1 + Z,, tenemos por (a) que
*(Zl),*(ZQ) D) *(Zl + Zg) — *(Zl —+ ZQ) C *(Zl) N *(Zg),

pero un hiperplano de&(Z;) N x(Z:) ha de contener tanto/a como aZ,, por lo que est
en*(Zl -+ ZQ) QSD

Corolario.— Dadas variedades lineales proyectivad. C P"(k)*,
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(@) SiH C L,x(H) D *(L).

(b) dim(x(H)) =n — (dim(H) + 1).
(c) x(x(H)) = H.

(d) x(HNL)=x(H) +*(L).

(€) x(H + L) = x(H) N*(L).

Ejemplos.—Algunos ejemplos elementales de duales son los siguientes:

(@) EnP?(k), el dual de un punto es el conjunto de rectas que pasasl.pgonP?(k)*,
el dual de un punto (que es una rectal¥ik)) es el conjunto de hiperplanos del
dual que lo contienen: esto es, el conjunto de puntd?de) que esin en la recta.

(b) EnP3(k), el dual de un punto es el conjunto de planos que pasaél pét dual de
una rectaZ es el conjunto de planos que la contienen, que es una re®a(&iv,
ya que

dim(x(Z)) =3 —dim(Z) — 1= 1.

2.11 Elprincipio de dualidad: Teoremas de Pappusy De-
sargues.

El principio de dualidad es una de lagispoderosas herramientas del espacio proyectivo
y permite, dado un enunciado, establecer otro (el enundadl) completamente equiva-
lente a aqél, mediante la aplicaéh de operados a todas las variedades y operaciones
involucradas. Esto se conoce como principio de dualidad.

Ejemplo.—Veamos algunos ejemplos del aplicatidex enP?(k). La afirmacbn de que
tres puntos?, ), R esén alineados equivalela C P + . Por tanto es dual & R) D
*(P) N*(Q), esto es, a que sus tres rectas dualéy, x(Q)), x(R) son concurrentes.

En P3(k) las rectas son autoduales (esto es, el dual de una recta esatimppor
lo que no ofrecen mucha informaai. Pero, por ejemplo, la afirmaci de que cuatro
puntos son coplanarios es equivalente a la de que sus plaales d¢e cortan en el mismo
punto. De igual forma tres puntos del espacio son colindE&imensbn de su suma es
1) siy slo si sus planos duales se cortan en una recta (la digredsisu intersecon es
3—1-1=1).

Veremos dos ejemplos concretos de aplicadiel principio de dualidad, que son
resultados geoatricos chsicos: los Teoremas de Pappus y Desargues. Asleitus-
traremos 6mo una buena eled@mn de un sistema de referencia puede reducir una de-
mostracbn a un simple &lculo. Lo iddneo es dejar que, una vez probados los teoremas,
los alumnos desarrollen constructivamente los enunciddales.

Teorema de Pappus.-SeanL y L' rectas deP" (k) tales quel. N L' = {O}. Escogemos
puntosA, B,C € L, A’, B',C" € L' todos distintos dé) y definimos

P=AB NAB, Q=AC'NnAC, R=BC' NBC.
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EntoncesP, ) y R estn alineados.

Demostracbn.—Dado que todas las variedadesaestientro del pland + L', pode-
mos suponer sin problemas que el espacio ambienfeed.’ = P?(k). Fijemos un
sistema de referencia, para lo cual necesitamos cuatrogpdsetforma que no haya tres
de ellos alineados. Una eleboitan sensata como otra cualquiera es

R ={A,B,A"; B},

ad que, identificando puntos y rectas con sus coordenadasagieogs respecto de
(aunque no son lo mismo), tenemos

L:xo=0,L :20—21=0,= O=[1:1:0]

A=1[1:0:0], B=1[0:1:0, C=[1:X:0/conXek)\{0}
A=[0:0:1], B'=[1:1:1], C'"=[p:p:1conpek\{0,1}

Asi, por clculo directo,

AB': Ty —x9 = 0 ..
A'B: g :0}:>P—[0.1.1]
AC" Ty —pry = 0 L
AC: Arg —a _ 0}:>Q—[u.>\u./\]
BC/ . Zo _NxQ — 0

B'C: Ao —xp —(A—1zy = 0} — R=[p:AMp—1)+1:1]

Y simplemente resta probar qie(), R estn alineados, lo cual es directo, porque

0 1 1
1 Al Al=0.
p A(p—1)+1 1

Q.E.D.

El Teorema de Pappus dual queda entonces como sigue (maotelas mismas no-
taciones para facilitar la compreaside la dualidad).

Teorema de Pappus dual.-SeanL y L' puntos deP™(k), O = L + L' la recta que los
une. Escogemos rectals B, C' pasando por; A’, B, C' pasando pol.’ todas distintas
deO y definimos las rectas

P=(ANB)+(A'NB), Q=(ANnC")+(ANC), R=(BNC")+(B'NnC).

Entonces las rectaB, ) y R son concurrentes.
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Figura 2.1: Teorema de Pappus

Figura 2.2: Teorema de Pappus dual
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Figura 2.3: Teorema de Desargues

Teorema de Desargues.Seanl, L/, L” tres rectas concurrentes ©@n TomamosA, B €
LA B e€L'y A" B" € L" todos distintos dé&. Consideramos amismo los puntos

P=AANBB, Q=AA"NBB", R=AA"NBDB"

EntoncesP, Q y R esén alineados.

Demostracbn.— La demostradin sigue los mismos pasos del Teorema de Pappus:
escoger un sistema de referencia adecuado, calcular ledec@alas de los punté3 Q y
Ry comprobar el enunciado. De nuevo todas las variedadas eshtenidas en el plano
que contiene &, L' y L”. Una elecadn posible, en este caso, es

R = {A, A/, A"; 0},
Yy entonces, como antes,

B=[1:a:a], B=[p:1:08], B"=[y:v:1], a,8,7v€ k\{0,1}.

Con estas coordenadas podemos calcular

gue son colineales, como se puede comprdciiente.Q.£.D.

Observacbn.—Mucho mas interesante que la prueba es que el alumno sea capaz de dar
esta otra versin.

Teorema de Desargues dual.Seanl, L', L” tres puntos alineados. Tomamds B
rectas pasando pdr, A’, B’ rectas pasando pdr y A”, B” rectas pasando pd’, todas
ellas distintas dé.L’. Consideramos asismo las rectas

P=(ANnA)+(BnB), Q=(ANnA"Y+(BnB"), R=(ANnA")+(B'nB").

EntoncesP, Q y R son concurrentes.
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Figura 2.4: Teorema de Desargues dual
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Tema 3

Homografias y afinidades

3.1 Aplicaciones proyectivas (1).

Definicion.—SeanZ; = (L) C P"(k)y Z = w(Ly) C P™(k) dos variedades proyec-
tivas. Entonces una aplicaci I : 7, — Z, se dice una aplica@nh proyectiva si existe
f € Hom(Ly, L,) inyectivo, verificando que, para todoc L, u # 0,

m(f(w) = F(r(w)-

En estas condicione$, se dice la aplicadin proyectiva asociada al homomorfismo
f,ysedenotd” = 7(f).

Observacibn.—Dicho de otro modo, una aplicdti proyectiva no es &s que trasladar a
las clases de equivalencia que son los puntos proyectivbsmiomorfismo de espacios
vectoriales. Claro que el paso a clases de equivalencia paede ciertos aspectos.

Proposicion.—SeanL;, L, como antesf, g € Hom(L,, L,). Entoncesr(f) = n(g) siy
solo si existel € k no nulo tal quef = Ag.

Demostracbn.—Si f = \g, llamamosF = =(f), G = 7(g) y es obvio que para
cualquieru € Ly,

F(r(w) = m(f(u) = m(Ag(w)) = 7(9(w)) = G(w(u)),
de dondeF' y G coinciden enr(L;) = Z;, luego son iguales.
Supongamos ahora qué = = (f) = n(g) = G. Fijemos un vector, € Ly,u # 0.

Entonces
m(g(w) = G(m(w) = F(r(w) = 7(f(w),

de donde ha de existk € k no nulo conf(u) = Ag(u). Resta probar qug no depende
deuw.

Tomemos entonces w € L, \ {0}. Sivy w fueran linealmente dependientes=
aw, y entonces

flw) =Mw) = af(w) =rag(w) = flow) = Ag(aw)
yad f(v) = Ag(v).
Asi pues, supongamos que/ w son linealmente independientes y escribamos

f) =Xg(v), f(w)=pg(w), flv+w)=rglv+w),



Geometria. Departamento de Algebra. http://alojamientos.us.es/da
o) B

y tratemos de probar que= i = v. Se tiene que

g\ + pw) = f(v+w) = vg(v+w) = g(vo + vw),
y entonceg\ — v)v + (¢ — v)w = 0. Por tanto hade ser= v = u. Q.£.D.
Observacbn.— Consideremos entoncesf) = F : Z; — Z,. Queremos ahora es-

tablecer una formamnoda para hallar la imagen de un puit@& Z;, de forma similar a
como halabamos la imagen de un vector por un homomorfismo.

Lo primero es fijar sistemas de referenciagny 7, que notaremo®, y R», con
bases normalizadas respectiyisy ,. Tomamos ahora un pun® = 7(u) € Z; y sea
() = F(P). En esta situadn, recordemos que

() Las coordenadas derespecto d&k,; son, salvo producto por un escalar, las coor-
denadas de respecto dés;.

(b) Las coordenadas dg respecto d&R, son, salvo producto por escalar, lasfde)
respecto dés;.

(c) Las coordenadas gdu) respecto dé8, sonMg, 5,(f)(u)y, -

1

Por tanto, si notamo&’)r, = [z : ... : x,], existeny, ..., ys tales qQueQ)r, = [vo :
i Ys] Y
o Yo
M31,82 (f) - :
Ly Ys

Esto, combinado con la proposia anterior, prueba el siguiente resultado.

Proposicion.—Dada una aplicabn proyectival’ : Z; — Z, y sistemas de referencia
proyectivosR i, R, de Z; y Z,, con bases normalizad&s, 1., se verifica que

MBI,B2(f)(P)%1 = (F(P))flzza
dondef es cualquier homomorfismo que verifiquef) = F'.

Observacbn.—La matrizA = Mp, 5,(f) parece una candidata razonable a ser la matriz
de la aplicaddn F' (respecto d&R; y R,). No obstante, notemos que cualquier matriz de
la forma)A, para\ # 0 tambén vale.

Definicion.— En las condiciones anteriores, la clase—matriz de la ajplingproyectiva
F respecto d&’, y R, es el conjunto de todas las matrices de la forma z,(f), con
7(f) = F, notadoMg, r,(F).

Observacibn.— Por los resultados de esta lemgj fijado un cierto homomorfismg y
considerada = Mjg, 5,(f), Se tiene que

Mg, 7, (F) = {AA | A € k\{0}}.

De la misma forma, pues, que vectores proporcionales darsetampunto proyec-
tivo, matrices proporcionales (esto es, homomorfismosquodgnales) dan la misma apli-
cacbn entre variedades proyectivas. En concreto, la i@haci

A~ B <= 3\ eck\{0}talqued = \B
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es de equivalencia e (n x m; k) y la clase-matri2\/z, z,(F’) no es nas que la clase
de equivalencia de las matricgfg, 5,(f), con las notaciones anteriores. Por ello taénbi
notaremos

Mz, »,(F) = [A], para cualquiel € Mz, r,(F).

3.2 Aplicaciones proyectivas (ll): Homografas.

Ampliaremos ahora nuestro estudio de las aplicacioneseptivgs con algunas
propiedades simples y el estudio de una clase concreta ma@phes muyitil: las
homografas, que son la contrapartida proyectiva de los isomorfismos

Observacbn.— Las aplicaciones proyectivas heredan las siguientes gatages obvias
de los homomorfismos de espacios vectoriales:

(a) La composi@n de aplicaciones proyectivas es una aplimagiroyectiva. En con-
creto, si tenemo$’ : 7, — Z, Yy G : Zy, — Z3 con sistemas de referencia
respectivosk |, R, Rs,

[MR1,R3 (G © F)] - [MR2,R3(G>] [MR17R2(F)] )
con la multiplicacdn de clases—matriz definida de la forma obvia.

(b) La restricobn de una aplicadbn proyectiva a una subvariedad lineal de la variedad
origen es una aplica@n proyectiva.

(c) La imagen por una aplicam proyectiva de una variedad lineal es una variedad
lineal.

(d) Laimagen por una aplicam proyectiva de un conjunto de puntos proyectivamente
dependientes es un conjunto proyectivamente dependiente.

(e) SIR}y R, son dos nuevos sistemas de referenci@en Z,,
MRIDRIQ (F) = [M(BQ7 BIQ)MBLBz(f)M( /17 Bl)} )

donde los conjuntos3,, B}, By, B, son bases normalizadas correspondientes a
Ri1, R}, Ra, RS,

() Sidim(Z;) = dim(Z,), dados sistemas de referen®la en”Z; y R, enZ, existe
unalnica aplicadn proyectiva deZ; en Z; que transform&; enR,. En parti-
cular, cuanddZ; = Z, y R; = R, Unicamente la identidad lleva cada punto del
sistema de referencia enmismo.

Definicion.—Una aplicacbn proyectivat’ : 7, — Z, se dice una homogriaf si F' =
7(f), con f un isomorfismo dé—espacios vectoriales.

Observacbn.—Obviamente, comd esUnico salvo producto por escalar no nulo, o todos
los homomorfismos a los que asasociadal” son isomorfismos, o no lo es ninguno.
Notemos tamt&n que ha de tenergém(7;) = dim(Zs).
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Ademas notemos qué' tambien es biyectiva. En efecto, la sobreyectividad se obtiene
de forma inmediata a partir de la dePara ver la inyectividad, supongamos due’) =
F(Q). Eso quiere decir que, $t = 7(u), Q = m(uv), existe un\ € k tal que

flw)=Af(v) =f(l) = u=X v = P=0Q.

Observacbn.—Otras conclusiones sencillas son las siguientes, con Emasinotaciones
gue en la definidn:

(a) Fijados sistemas de referend&, enZ; y R, enZ,, F' es homogrdh siy 9lo si

|A| # 0, paracualquie® € Mg, z,(F).

(b) La composidn de homograas es una homogiaf cuya clase matriz se puede ha-
llar con la Hbrmula que dimos al comienzo de la lgmtipara aplicaciones proyecti-
vas generales.

(c) La restriccdn de F' a una subvariedatl’; C Z; sigue siendo una homograf
si consideramogy, : W, — F (W), pues ser homomorfismo se conserva al
restringirse.

(d) La aplicacdbn inversa de&', que existe por sef biyectiva, tamk@n es una homo-
grafia, en este caso d& enZ;, notadal’~! y que verifica

Mp, %, (F™') = [A7'], para cualquierl € Mg, =, (F).

Ejemplo.— Podemos establecer una homograftreZ;, el dual una rect&; de P3(k),
y otra rectaZ, C P3(k) mediante la aplicadin que lleva cada plano que contiens,aen
su punto de intersedmi conZ, (notemos quelim(Z;) = 3 — 2 = 1 = dim(%y)).

3.3 Puntos fijos de homogrdas.

Observacbn.— Un caso particularmente interesante de las homtagafs el casd’ :

Z — Z, esto es, el correspondiente a los automorfismos de espasgitigiales. Si
dim(Z) = n, entonces/ se puede identificar cdR™ (k) y, por tanto, en adelante tratare-
mos casi en exclusiva con homogeafF : P"(k) — P"(k). Por lo visto erAlgebra
Lineal, las homograhs forman un grupo para la compoéitide aplicaciones.

Definicion.— Dada una homogr& ' : P"(k) — P"(k), diremos que una variedad
W c P"(k) es fija paraF’ si F(W) = W.

Observacbn.—De entre todas las subvariedades fijas que pueden aparages Bomo-
grafia, nos fijaremos especialmente en dos: los puntos y losp@mers. En concreto,
conviene tener muy en cuenta la diferencia entre hiperglpn@qguel que queda invari-
ante porF) e hiperplano de puntos fijos (aglcuyos puntos son todos invariantes poy
gue es una condian mucho nas restrictiva.

Proposicion.— Fijado f un automorfismo dé&"*! tal quen(f) = F, las condiciones
siguientes son equivalentes:
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(@) P = m(u) es un punto fijo dé".

(b) u es un autovector dgé.

Demostracbn.—SeaR un sistema de referencia @ (k), A = Mg(f) la matriz de
f respecto de una base normalizaddade

F(P)=P = [Ms(f)](P)r = (P)x,

para lo cual, s{iP)r = [a : ... : a,], €S necesario y suficiente que existe 0 verifi-
cando

Q.£.D.

Observacibn.— Fijado entonces un sistema de refererRig una base normalizada,
tomamosA = Mjg(f) y el calculo de los puntos fijos d& se reduce alaculo de au-
tovectores d¢ usandoA. Veamos algunas propiedades de los puntos fijo8,desando
lo ya conocido de los autovectores fle

Dado\ autovalor def, notaremosZ, = w(V)), esto es,
Zy ={P =m(u) € Z | uautovector no nulo asociado\a,

y lo denominaremos el conjunto de puntos fijos asociado a

Notemos que, comd), es un subespacio, gic V), au € V, para todon € k. De
hecho, un sistema de ecuacioned/lg, por tanto, de la variedad lineal proyecti¥qes,
como se vio erhlgebra Lineal,

Lo
(Al — A) : = O(na1)x1-

In

Proposicion.—En las condiciones anteriores, se verifican las siguiemtgsgriades:

(@) SiAy uson autovalores distintos de Z, N Z, = 0.

(b) SiWw < Pm"(k) es una variedad lineal proyectiva tal que todos sus puntos so
fijos, entonces todos ést asociados a uanico autovalor\ y su dimensdn es
estrictamente menor que la multiplicidad xle

Demostracbn.— Para probar (a)&o tenemos que darnos cuenta de queP s
m(u) € Z,N Z,, entonces, € V, NV, lo cual es obviamente imposible, ya que- 0.

Tampoco es complejo probar (b). Sitenemos dos puntd$ gmmovenientes de dos
autovalores distintog y p, pongamos® = 7(u) € Z, CWyQ =n(v) € Z, C W,y
suponemos$l = x(L), entonces. + v € L pero

flu+uv) = u+ po,

que no puede ser de la form&u + v) porque\ # Yy u 'y v son independientes. Por
tantor(u + v) = R € W no es un punto fijo, contradiciendo la bipsis.
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Para la segunda parte de (b) basta recordar que la mutlgdicie)\ es siempre mayor
o igual quedim(V,) = dim(Z,) + 1, y obtenemos el resultad@.£.D.

Observacibn.—Un primer corolario elemental de la proposicies que no cualquier con-
junto de variedades lineales proyectivas puede ser el ctanfle variedades de puntos
fijos de una homograd. Esto, sin embargo, no impide que, por ejemplo, un planaay u
recta secantes dP®(k) sean variedades fijas; pero, al menos uno de ambas no puede ser
de puntos fijos.

Observacbn.— Por supuesto, en todo el desarrollo anterioa @ésiplicita la elecabn de

A, ya que si escogemos otro homomorfisine 1. f al que esd asociadd’, A no es nece-
sariamente autovalor de En este caso el conjunto que hemos denominado anteriagment
Zy seiaZy,,.

3.4 Hiperplanos fijos de homografas.

Vamos a estudiar ahoré@mo calcular el conjunto de hiperplanos fijos de una homagraf
F = n(f) : P"(k) — P"(k). Para ello, consideraremos fijados en toda la @&cci
un sistema de referenci&, de P"(k) y una base normalizada de £"*'. Denotemos
A= Mp(f).

Proposicion.—La homograifa F' induce una aplicadbn
F*:P"(k) — P"(k)
H —— FY(H)

que es, d@smismo, una homograé. De hecho, si consideram@$ = {zy,xs, ..., 2, },
denominada base dual #fe entonced™ = «(f*), donde

Mp-(f*) = A",

Demostracbn.—Basta probar que, di € (k"*1)* es un subespacio de dimemsin
que verificar (L) = H, y viene definido en la bagg por una ecuaéin

Lo
L: apxo+ a1y + ... + apx, = (ag ... ay) : =0,

Tn
entonces ~!(L) viene definido, respecto d& por la ecuadin

Lo
L) (ag...a) Al | =0,

T

lo cual ya se prob enAlgebra Lineal. La igualdad anterior, escrita éminos de coor-
denadas respecto @ resulta



Geometria. Departamento de Algebra. http://alojamientos.us.es/da
o) B

lo que prueba el resultad@.£.D.
Definicion.—La homograifa anterior se denomina homogdeafiual asociada A.

Observacbn.— El problema de calcular los hiperplanos fijos Beequiere un enfoque
distinto del que usamos para éllculo de los puntos fijos, ya que hallar los hiperplanos
H tales quer'(H) = H no es, en principio sencillo. Pero, al gdébiyectiva

F(H)=H < H=F'(H).

Este simple cambio nos permite reducir el problema al estioden la lecén anterior.
Proposicion.—SeaF : P"(k) — P"(k) una homograt, H C P"(k) un hiperplano.
EntoncedH es fijo parat’ siy lo si H € P"(k)* es un punto fijo paré&™.

Demostracbn.—Trivial. Q.£.D.

Observacbn.—Dado que
M1 = Al = |(Mugr = AY| = [y — A,

tenemos qued y A’ tienen el mismo polinomio caractstico y, por tanto, los mismos
autovalores con las mismas multiplicidades. De hecho,rstdenosiV,, la variedad de
puntos fijos d&F™* asociada &, obtenemos que

dim(W,) = dim(ker(Al,.1 —A))—1 = n+1—-rg(A, 1 —A")—1
= n—rg(A,; —A) = dim(Z),)

Asi, por ejemplo, una homogiiafF : P3(k) — P3(k) que tenga una recta de puntos
fijos, ha de tener necesariamente una recta de hiperplao®$dijtendidos como puntos
deP3(k)*). Esto es, todos los hiperplanos que contienen a una detdmiecta han de
ser fijos paraF'.

Veamos otras propiedades de la variedad de hiperplanas fijos

Proposicion.—En las condiciones anteriores i y IV, son variedades de puntos fijos
de F'y F'* respectivamente, asociadas a autovalargs: distintos, entonces para todo
H € W/“ Z>\ C H.

Demostracbn.— Tomamos un punt@ € 7,, de forma queéP)r = [ag : ... : a,] Y
un hiperplanad < W, definido por la ecuadin byzy + ... + b,x, = 0 con respecto &.

Entonces
ao ao bo bo

Al = =X |, A o | =pu] ¢ |,
(079 (079 bn bn

de donde obtenemos
Aag ... an) | ¢ =pulag...an)| |,

y, al ser\ # u, ha de sebyag + ... + b,a,, = 0 como quelamos probarQ.£.D.
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En el casd: = C podemos demostrar resultaddsaras precisos.

Proposicion.—SeaF : P"(C) — P"(C) una homogra#. Entonces:

(a) Siempre existen, al menos, un punto y un hiperplano fija pa

(b) Toda variedad fija dé' con dimengn [ + 1 contiene alguna variedad fija de di-
menson .

(c) Toda variedad fija dé' con dimengin [ esh contenida en otra variedad fija de
dimenson/ + 1.

Demostracbn.— La propiedad (a) es consecuencia directa del teorema fuertam
del algebra: dado qué = C, f siempre tiene al menos un autovalor y, por tanto, un
autovector no nulo. Ashan de existir un punto y un hiperplano fijos.

Hagamos ahora (b). Seauna variedad fija de dimer@i/+ 1. Entonced, : Z —
Z es una homogré y, simplemente identificandé con P! (n), podemos aplicar (a).
Al existir un hiperplano fijo d&j, hemos probado lo que gliamos.

A pesar de gue (c) pueda parecer similar, necesitamos aédgadm maquinaria para
demostrarlo. Sedl” ahora una variedad fija de dimemsil. Entonces el conjunto de
hiperplanos que contienenl& ha de ser invariante pdr, ya que lo edV. Asi pues,
*x(W) es una variedad de dimebsin — 1 — [, fija paraF™*. Aplicando la propiedad (a) a
oy existe un hiperplané/* del espacio proyective(1¥) que es fijo pard; . Pero
un hiperplano de (W) es una variedad dé"(k)* de dimensinn — [ — 2, luego

dimx(H*)) = (n—1) — (n—1—2) =1 + 1,

y, al serH* C (W), esx(H*) D W. Ademas, comaH * es invariante par&™, «(H*) lo
ha de ser par&’. La variedad buscada es, por tant@/*). Q.€.D.

Observacbn.—Los resultados anteriores targhison alidos para una homogiaff’ de
un espacio proyectivo sobre un cuerpo arbitrario, siempreapdo la matriz sea diogani-
zable.

3.5 Proyecciones, secciones, homolag.

Vamos a estudiar tres ejemplos fundamentales de honmagyafjue nos permifin
plantear (y resolver) numerosos problemas (en las horgueltas a tal efecto).
Lamentablemente, por razones de tiempo, hemos de dejardtras familias interesantes
de aplicaciones proyectivas.

Definicion.—Dados un puntd® € P?(k) y una recta proyectiv&k C P?(k) verificando
P ¢ 7, definimos la proyecohn deZ sobrex(P) como

p:Z — *(P)
Q — Q-+ P=: (notacbn)QP

51



Geometria. Departamento de Algebra. http://alojamientos.us.es/da
o) B

En la misma situadin, definimos la secon dex(P) sobreZ como

s:x(P) — Z
R — RNZ

Observacibn.—Tantop comos son homograés.

Observacbn.—Las aplicacioneg y s son inversas la una de la otra, como es sencillo de
comprobar.

Definiciobn.—Una perspectividad es la composigide una proyecén con una secen.

Definicion.—Una homograt £ : P™(k) — P"(k) con un hiperplano de puntos fijos se
denomina una homoldg. El hiperplano en cueéti se denomina eje de la homoiag

Observacbn.— Notemos que, por las condiciones que deben cumplir lasdades de
puntos fijos, tal y como probamos en 3.3., no pueden exissirhgjzerplanos de puntos
fijos para una misma homograff'.

Podemos de hecho estudiar en detalle la confighimade puntos fijos de una ho-
mologa de manera as detallada.

Lema.—En una homolom, existe un punt® (necesariamentienico) tal que toda varie-
dad que lo contiene es fija.

Demostracibn.— Directa, por ser el dual de la existencia de un hiperplanoudé¢os
fijos. En efecto, la existencia de un hiperplano de puntos pigyaF’ implica la existencia
de un hiperplano de puntos fijos pdra Esto es, existe una variedad de diménsi — 1
tal que toda variedad contenida ehes fija. El principio de dualidad permite asegurar
gue existe una variedad de dimemsi (un punto) tal que toda variedagie lo contenga
esfija. Q.£.D.

Definicion.— SeaF' una homologa. El punto, pongamo®, cuya existencia asegura el
lema anterior se denomirgacentro def’. El hiperplanoH cuya existencia determina el
gueF sea homolom se denomina el eje de

SiO € H entonced’” se dia de centro y eje incidentes. En caso contrario sedkr
centro y eje no incidentes.

3.6 Homolodas planas.

Estudiemos con &s detalle algunas propiedades de las honiatodeP?(k), llamadas
homologdas planas.

Observacbn.—SeaF : P%(k) — P?(k) una homologa de centr@ y eje H. Tomemos
P un punto no fijo. Entonces la reatsP ha de ser fija, y, por tantB(P) € OP. Asi los
puntos{O, P, F(P)} han de estar alineados.

El razonamiento dual nos indica que, Bino es una recta fija dé’, entonces
{H,Z,F(Z)} son rectas concurrentes.
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Proposicion.—Una homologga planaF', de centraD y eje H queda uivocamente deter-
minada por un punt®, que no sea fijo, y su imagdn(P) € OP.

Demostracbn.— Si ' es de centro y eje no incidentes, podemos tomar puntos
A, B € H de tal forma qug O, A, B, P} formen un sistema de referencia. Por la uni-
cidad estudiada en 3.2. existe uimica homograé GG que transforma este sistema en
{0, A, B, F(P)}. Por tanto( es realmenté’, la homologa de centr@ y eje H.

En el caso incidente, el razonamiento es similar aunque @o p&s complejo.
Tomamos en primer lugap ¢ OP U H, y trazamos la rect& = P(). Para hallar
F(Z) necesitamos la imagen de dos puntos; podemos téinaorque conocemas(P)
y H N Z, que es fijo.

Al conocer F'(Z) podemos hallat'(Q) = F(Z) N OQ, ya queOQ es fija. Ahora
procedemos como antes: escogemas H, distinto deO y de PQ N H, y denominamos
G alalnica homograt que lleva{O, P, Q, A} en{O, F(P), F(Q), A}. G es entonces
una homologa de centra@. 9.£.D.

Corolario.— Una homologg planaF’, de centraD y eje H queda uivocamente determi-
nada por una rectd no fijay su imagerf’(Z) (concurrente coit! y 7).

Observacbn.— Con la demostrabn anterior podemos dar unétodo georatrico para
construir la imagen de un punto por una homadode la que conocemos el cenoel
eje H, un punto no fijoP y su imagen¥'(P).

En efecto, si) ¢ OP, podemos hallaf'(Q)) como hicimos en el caso incidente, ya
gue el razonamiento es independiente de la incidencia.

Si fuese) € OP tendiamos que efectuar dos procesoslagos: en primer lugar
escoger otro punt@’ ¢ OP 'y hallar F'(Q)") y, con posterioridad, hallafr (@) usando)’
y F(Q') enlugar dePy F(P).
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3.7 Afinidades (I).

Las afinidades son la veési afin de las homograds. Sin embargo, no toda homodaaf
puede ser compatible con la restrmtial espacio afi. Consideraremos en lo que sigue
la inmerson habitualy : A" (k) — P"(k) = Z.

Definicibn.—SeaF' : Z — Z una homograé. La aplicaddn F' se dié compatible corp
siF(H,) = H,. Dado queF' ha de ser biyectiva, es compatible ¢oriy slo si se tiene
queF(A"(k)) = A"(k). En este caso, la aplic@ti f = Fiany) : A"(k) — A"(k) se
dira la afinidad asociadaZa.

Observacbn.—Al igual que suceth con los sistemas de referencia, el concepto de matriz
de una afinidad resultaas simple que el de matriz de una homograya que siempre
suponemos la inmexan .

Observacbn.—Fijemos un sistema de referenciaaf
Ra=10,uy,...,u,}; conO = (ay,...,an), U = (T1iy .-y Tni) ;

gue tomaremos, por simplicidad, tanto para expresar lggnates como las iggenes.
Entonces, como vimos en 2.9., existe un sistema de referpnayectivo er’ determi-
nado porR,, a saber,

Rz = {[O]’ [Ql]v 000g [Qn]’ U}7

que es el que tiene por base normalizada
B(Ro) ={(1,a1,..c;an), (0,711, s Tn1) 5 ooy (0, 71y ooy Tr) -

Definicion.— Sea entonces’ una homogrdh deZ compatible conp, f = Fianx). De
las matrices que forman la clase—matrizfidedenominaremos matriz déa Mz, (f) €
Mz, (F) que verifica que el elemento que ocupa la posi¢i, 1) es1.

Observemos que una tal matriz siempre existe, daddgae € A" (k). La eleccon
de la matriz anterior trae muchas ventajas, como veremos.

Proposicion.—En las condiciones anteriores, Si

(P)r, = (b1, ---aﬁn)v (f(P))Ra = (V1 Mn)

entonces
1 1
B
M, (P, =M (D | | = | | =P,
/6” f)/n

Demostracbn.—Directa, ya que, por eledm, Mz (f) tiene la forma

1[0 .. 0
MRa(f): : : ., : )
* | ok *
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lo cual, unido a que
(porqueMyg, (f) € Mr,(F))y aque

(P)ry,=[1:01:..: 60, (F(P)ry,=1[1:7:. )]
prueban el resultad@®@.£.D.

Observacbn.—Dado que es posible encontrar un sistema de referenciaghrayde 7
contenido enA™(k), el resultado anterior muestra que, dada una afinfjaekiste una
Unica homograt compatible” verificandoF|a» () = f. Esto se notar[f| = F.

Ademas de servirnos para probar este hecho importante, la Méfrjzf) tiene otras
propiedades interesantes.

Proposicion.—SeanP, ), R, S € A" (k) tales que@ = RS = u € k. Entonces,

Mas ain, si denominamos a este vect?r(g), tenemos que la aplicamsi 7 es un
automorfismo dé™. De hecho, su matriz, respecto de la b&§R,,) = {u,, ..., u, } esla
submatriz deVi, (f) complementaria al elemento, 1) y se tiene tami&n que

7 (PQ) = F(P)F(Q).

Demostracbn.— La primera afirmadin es trivial tomando coordenadas respecto de
R,. Asl, si denotamos

(Plr, = (1,am),  (f(P)re = (B Bn);
@=r. = (o), (F@Dre = (01,-,0n);

tenemos que
(PQ)sry = RS)Bma = (V1 — Q1yeeey T — )
(f(P)f( @)y = (01— B1seey0n — Bn)

pero aderas
0 1 1 1 1
N I L O S VATY B B YARTY B
=6 ) \o) \4, o @
0
= Mg, (f) 71—:041 :
%—.an

lo que prueba el primer aserto. Por otro lado, si denotamigs la submatriz dé/x_ (f)
complementaria al elemento, 1), tenemos por lo anterior que

ey

Mn(@)%(m) = (f(P)ﬂQ))%(Ra)’
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lo que demuestra qu? es un endomorfismo de” verificandoMB(Ra)(?) = M.

Ademas, por sef’ biyectiva ha de sdiMz, (f)| = |Mi1| # 0, Iuego? es automorfismo.
Q.£.D.

Definicion.— El automorfismo f : k" — k™ se denomina homomorfismo vectorial
asociado & .

Observacibn.—La matrizMz, (f) tiene entonces la forma

1 | 0..0

MeD =1 (10, | Mgy (T)

3.8 Afinidades (I): Dilataciones.

Las afinidades, en tanto que son restricciones de homagraf espacio &f, heredan
todas las propiedades éstas (en la forma conveniente) en lo tocante a com@osici
imagenes de variedades, unicidad de aplicaciones, esauwtggrupo,...

En concreto, mantenemos la nomenclatura de variedadepdijasas afinidades: sea
F una homogrédh deP,, (k) compatible conp, f = Fia~q, la afinidad que determina.
Una variedad ah Y es fija paraf cuando lo es par#’, esto es, cuandé'(Y) = Y.
Sin embargo, esto no es, a priori, sencillo de calcular,tpwpseY no es una variedad
proyectiva.

Proposicion.—En las condiciones anterior&ses fija paraf siy solo siY es fija paraF.

Demostracibn.—Por un lado, st es fija paral”, dado quef,, tambén lo es, lo ser
Y N H, Y, por biyectividady =Y\ (? N Hoo).

Para ver la otra implicadh comenzamos por notar que

YCV = YV=f(Y)=FY)CF(®Y).

Por otro lado, st’ C Z, conZ una variedad lineal proyectiva, entonces
Y =FYY)c FY(2),
y por serF~! homografa hemos de tener
YCYCFY(Z) = Y=FY)CFY)CF(F'2)=2,

y, por serY la menor variedad proyectiva que contien¥ &a de ser forzosamenté =
F(Y). Q.E.D.

Definicion.—Dada una afinidagi = Fja~ () los puntos fijos d&" contenidos e\ (k)
se denominan puntos fijos gie Los puntos fijos dé” contenidos ert, son de la forma
[u], parau € k™ y se denominan direcciones fijas fle
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Observacbn.—En lo que resta de ledm nos fijaremos en un tipo concreto de afinidades:
las dilataciones, que son aijlas que provienen de homogies para las qué/,, no
solo es fijo sino de puntos fijos. Sea pugsina afinidad tal que para todp € H,.,
[f1(Q) = Q; esto es|f] es una homoldg de ejeH...

Por los resultados de 3.3. los puntoside han de estar asociados a mco auto-
valor \. Por tanto, fijado un sistema de referencia & tenemos que

1 0 ... 0

aq )\
MR(f): .

ay, A

En esta situadin se puede presentar una sitéacgeonttrica distinta, que corre pa-
ralela a la cagstica de las homoldgs.

Caso 1: A = 1. Supondremos qu@yy, ..., a,) # (0,...,0) porque si no, estamos ante la
identidad y no hay mucho que estudiar.

Al tener Mz (f) unUnico autovalor, y no ser la identidad, el conjunto de pufijos
de|[f] es exactamentH , y, por tanto, es una homol@gde centro incidente.

Para conocer el centro procedemos geimamente. La afinidad asociada, tomando
coordenadas respecto ®Be es

frA"(k) — A"(K)
(1, ey y) — (X1 + Qg Ty + Q)
. . o T ¢
y por ello f se denomina la traslam de vectofay, ..., v, ).
Es entonces elemental que:

(&) No hay puntos afines fijos.

(b) Sonfijas las variedades afinégjue verificanay, ..., o) € D(Y) (esto es sencillo
por doble inclusin).

Por tantoY” es fija pardf] siy 0losi[0: a; : ... : a,,] € Y N Hy,. Asi pues, el centro
de la homologa F' ha de ser, necesariamente; a; : ... : a,).

Caso 2: A # 1. Ahora Mx(f) posee dos autovalores: con multiplicidadn y 1 con
multiplicidad 1. Por ello, el conjunto de puntos fijos df es exactament&, = H,,
junto conZ; que es otro punto fuera dé,, y, por tanto,/f] es una homoldg de centro
no incidente.

Si hallamos el centr@® € A™(k) y consideramos un nuevo sistema de referencia
afin (que tami®n denotaremoR) dondeO sea el punto dA"(k), la afinidad asociada,
tomando coordenadas respectdRlees

foANk) — A"k
(X1, ey Tp) > (A1, .oy Ap)
En estas condicioneg se denomina la homotecia de centoy razdn A. Como

sabemos, son fijas precisamente las variedades afigee verificanO € Y. Observe-
mos que la homotecia queda caracterizada al conocer ebgelatiradn, ya queesta es
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equivalente a conocer un punto y su imagen, que era el daésarée para caracterizar
una homologg.

Observacbn.— El conjunto de las dilataciones forman un grupo con la corgjpms de
aplicaciones.
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Tema 4

El espacio eudldeo

4.1 Elespacio eugtieo.

Definicion.—Un espacio eudalieo es un espacioiaf(A™(R), (V;-),+), donde(V, -) es
un espacio vectorial elideo. Como de costumbre diremos simplemente JUER) es
un espacio eutdeo (—dimensional).

Definicion.—DadosP, ) en un espacio euideo A" (R) definimos la distancia entié y

(2 como
a(P,Q) = ||Pg|| = VP3- 7@

Observacbn.— La distancia definida es unaétnica topobgica; esto es, verifica las si-
guientes propiedades:

(@) d(P,Q) =0siydlosiP = Q.
(b) d(P,Q) =d(Q, P).
(c) d(P, R) < d(P,Q) +d(Q, R).

Todas las pruebas son directas a partir de los resultadalgebra Lineal relativos a
productos escalares. Apor ejemplo

A(P.R) =||P|| = |[PQ + QF|| > |[PQ|| + |[QF| = d(P. Q) + d(@. R),

y también podemos deducir que tendremos igualdad élys P, Q) y R estn alineados
y PQ - PR > 0.

Definicion.— Un sistema de referenciaiafR = {O; B} se dice sistema de referencia
métrico cuandd3 es una base ortonormal ¢, -).

Observacbn.— Asi pues, tomando coordenadas respecto de un sistema dencidere
meétrico (como haremos en lo sucesivo, sin ména@xpresa), el producto escalar de dos
vectores se puede calcular usanddiarfula tradicional.
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Observacbn.—Recordemos que un cambio del sistema de referericigRat {O; B} al
sistemaR’ = {O’; B'} viene determinado por una matriz de la forma

1 | 0.0

MRRY =1 (0)e | M(B.B) |

y verifica, para toda@) € A"(R),
M(R,R)[Q% = [Qlr,

donde[Q]r (respectivament&)]z/) son las coordenadas @& como punto proyectivo,
respecto del sistema de referenciaRig€R ) inducido porR; esto es, las coordenadas de
() respecto d& precedidas de un

Por tanto, un cambio de sistemas de referen@gioos enA”(R) implica un cam-
bio de bases ortonormales (&, -). Asi, como sabemos d&lgebra Lineal, la matriz
M (B, B') ha de ser ortogonal.

Observacbn.—Las otras dos propiedades debdulo que no hemos utilizado son:

(a) La desigualdad de Cauchy—Schwartz, que establece qagpda par de vectores
u,v eV,
vl < Jlulf o] = 1< = 2n <1
|l ] ]|

Por tanto, dados dos vectoresidecon el mismo origen, definimos ahgulo que
forman como elinico reala € [0, 7] verificando

cos(a) = - L9 PR
IPall ||

Con esta definiéin se verifica laérmula conocida del producto escalar

Pa. P =[] [P et

(b) Elteorema de Pagoras (versin vectorial) establece que
ulv <= |futolf’ =]lulf®+ |l
lo cual, tomando vectores= PQ, v = QF, nos da

d(P, R = ||PG + QR||" = ||P3||" + ||QB|]" = a(P,@)* + d@. R)*,

siy lo si P@ y Q_R> son ortogonalei:_ste es el Teorema de &jjoras tal y como
se suele expresar en el contexto vectorial.
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4.2 \ersbn sintetica del espacio eudtleo

El nombre de Teorema de Rgforas a la vergn vectorial est justificado, ya que los tres
puntos de un téngulo siempre se pueden escribir de la foftp® +uy P+ u+v, y SUS
lados vendan dados pot, v Y u + v, luego este resultado nos dice que dos de sus lados
son ortogonales si yodo si el cuadrado del 6dulo del otro lado es igual a la suma de los
cuadrados de estos dos.

Pero hasta ahora la distancia entre dos puntos, o la ortlidghae dos vectores, son
conceptos abstractos. Todawno hemos comprobado que efectivamente corresponden a
la distancia entre puntos y la perpendicularidad de segmeatd la geomeia clasica.
Curiosamente, esta correspondencia es consecuenciaadielcteorema de Rigoras
clasico.

Consideremos fijado un sistema de referendsrico, R = {O; {v;,v,}} en un es-
pacio euddeo sobreR de dimengin 2. Comov,; y v, SONn unitarios y ortogonales, los
representamos en el plano como dos vectores perpended@atamao 1, partiendo de
un mismo punto (que representadd. Una vez fijada la representéaai giéfica deR,
cualquier otro punto o vector del espacio édeb estaa tambén fijado: el puntda, b)
es el punto final del vectaru, + bv,, dondeaw, es un vector de tanfi@ |a| con la misma
direccbn queuv,, y el sentido determinado por el signo @dey el vectorbv, se define de
forma ardloga. El vector suma dey v est representado por la diagonal (que pasa por
O) del paralelogramo que pasa pgorcuyos lados adyacentes’asonu y v. ES en este
marco que debemos demostrar que hemos definido bien ladestartre dos puntos (el
tamdio de un vector), o la perpendicularidad de dos vectores.

Proposicion.—En un espacio euicleo como el anterior, el @dulo de un vector corres-
ponde al tam@o de su representdaxi grafica. Y dos vectores son ortogonales solossi
sus representacionesafjicas son perpendiculares.

Demostracbn.— Si un vectorv es igual aav,, sus coordenadas respectdason
(a,0), luego su mdulo es igual av|| = Va2 = |a|, que coincide con el tarfia de su
representadin griafica. Lo mismo ocurre con los vectores de la fotma Si portltimo se
tienev = av, + bv,, €ntonces sus coordenadas respectB den(a, b), luego su nddulo
seld va? + b2. Ahora bien, coma; y v, son perpendiculares, tangi lo sonav; y
bv,, luego sus representacionesfigas forman un reahgulo. Una de las diagonales
de este reéngulo es la representaai del vector, la otra (que mide lo mismo, al ser
un recéngulo) es la hipotenusa de uratrgulo recaingulo de catetosv, y bv,, luego el
teorema de Pégoras dsico nos dice que el taia de la representam dev es igual a
la raiz cuadrada del cuadrado del tdimadeav; mas el cuadrado del tarma debv,, es
decir,v/a? + b2. Por tanto, mdulo y tam&o son nociones equivalentes.

0]

>

2
O ﬂl affl

Una vez que sabemos que ebdulo de un vector coincide con su taioa veamos
gue ortogonalidad corresponde a perpendicularidad. Plaidan sabemos por el teorema
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de Pitigoras dh, que dos vectorasy v son ortogonales si Yoo Si
[l + 0| * = [|ul[* + [[2] .

Por otra parte, consideremos las representaciorsdeas deO, O + uy O + u + v.
Los lados de este &rngulo sonu, v y u + v. El teorema de Paigoras @sico (y su
generalizadn, el teorema del coseno) nos dice guev son perpendiculares si o si
los tamdios de sus lados satisfacgm| |> + ||v||> = ||u + v|[*. Por tanto, ortogonalidad y
perpendicularidad son nociones equivalens..D.

Por otra parte, recordemos que, en la geometucidea, se define el coseno de
un anguloa, como el cociente entre el cateto contiguo y la hipotenusandgiangulo
rectangulo que tenga a como angulo (recordemos que tratamasios con angulos
menores que ehngulo llano). Por otro lado, acabamos de dar wrenfila que rela-
ciona el coseno de wamgulo con el producto escalar. Veamos que es cierta,andiz el
teorema del coseno:

Proposicion.—Seanu y v vectores de un espacio vectorial édebV = R?, y seax el
angulo que forman sus representacion@dicas (respecto de la base habitual). Entonces
se tiene:
cos(a) = —— 2

el | ]|
Demostracbn.—Sabemos, por el teorema del coseno, que&@&iguloO (O + u) (O +

v), cuyos lados midefu||, ||u|| y ||lu — u||, satisface la ecuamn:

o =l * = [|ul* + o] * — 2 Jul| [|2l] cos(a),

luego
(v—u) (v—u)=(u-u)+ (v-v) = 2|ul|[Jv]] cos(a),

(v-u)+ (uw-u) —2(u-v) = (u-u)+ (v-v) = 2| [|z]] cos(a),
u-v = |[ul] [|v]] cos(a),
de donde se obtiene larimula enunciada@.£.D.

Observacbn.—Observemos gue de este resultado obtenemos una nueva d@ionste
la desigualdad de Cauchy-Schwartz en el plRipya que sabemos que para cualquier
anguloa, se tiene-1 < cos(a) < 1, luego| cos(«)| < 1. Es decir

|u - v

<1 = J|u-v <l
]| ]|

Ademas, asvemos que el cociente entre- v| y ||ul| ||u|| puede tomar todos los valores
entre0y 1.

Al igual que hemos hecho en el plano, se puede comprobar geleespacio de tres
dimensionesR?, las nociones de tarfia y mbdulo, de perpendicularidad y ortogonalidad
son equivalentes, asomo lo son las nocionesadica y aifn deangulo. Por tanto, a partir
de ahora trabajaremos en espaciosidaols, con sistemas de referenciatricos. A$,
podremos imaginar todos los ejemplos BA o R?, e incluso demostrar teoremas de
geometra clasica, usando estas nuevas herramientas de la gémanfietr
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4.3 Distancias (I): Perpendicular conuin.

Una vez que hemos definido la distancia entre dos puntoargrabs en esta lesi de
dar una generaliza@n (que no siempre poaiser exgkita). Antes una definién natural.

Definicion.—Seany;, Y> C A™(R) variedades lineales. Diremos qglige Y, son perpen-
diculares (notadd’ L Y3) cuandoD(Y;)* C D(Y,) 0 D(Y;) C D(Y;)*.

Definicion.—Seanyy, Y, C A"(R) variedades lineales. Definimos

d(V1,Ys) = nf {d(P,Q) | P €Y1, Q € Ya}.

Observacibn.—Es un hecho intuitivo que el camincas corto entre dos variedades para-
lelas (dos rectas eAA?(R), por ejemplo) viene dada por la distancia entre dos puntes qu
forman una recta perpendicular a ambas. Demos ahora sogmit® a este hecho.

Teorema (Perpendicular contin).— SeanY}, Y, variedades lineales afines disjuntas. Ex-
iste una variedad linealafY” verificando lo siguiente:

(@) dim(Y) > 1.
(b) Y es perpendicular & y aYs.
() YNY, ={PF}, parai = 1, 2.

(d) Toda variedad” que verifique las propiedades (a), (b) y (c) (para los mismaos
P,) verificaY’ C Y.

(&) d(¥1,Yz) = d(Py, Py).

A unatal variedad” se la denomina una perpendicular conaY; e Y.

Demostracbn.—Para que” verifique (b) y (c) es necesario quigY') sea ortogonal
aD(Y))yaD(Y,);y para que verifique (d) necesitamos gquénga la mayor dimensi
posible. Por tanto, la op@n natural pard)(Y') es

D(Y) = [D(Y1) + D(Yz)]" = D(Y1)* N D(Y>)*,

y ad tenemos que, recordando los resultados relativos a landiomede los subespacios
ortogonales,
dim(Y) = dim(D(Y)) =n — dim [D(Y7) + D(Y3)].

Ahora, usando el teorema de la dimémspara variedades afines
n = dim(A"(R)) > dim D(Y; + Y2) > dim (D(Y1) + D(Y3)),

por lo que nuestra definion deD(Y') asegura quéim(Y') > 1.

Para determinaY” necesitamos ahora un punto. Entonces tomemos dos puht@s:
Y1, Qs € Yy, y escribamog);Q; como

—

Q1Q2 =u+v = (u +u) +v, conue D(Y1)+ D(Yz2), u; € D(Y;), v € DY),
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dondeu y v soniinicos porqueD (V) = [D(Y;) + D(Y5)]*, pero losu; no lo son, a menos
queD(Y7) N D(Y,) = {0}. Tomamos entonces el punto

P1:Q1+ﬂ1€}/17

y definimosY = P, + D(Y).

Tenemos que comprobar qlieverifica las condiciones (c) y (e), ya que las @sm
surgen inmediatamente de nuestra deftmiciPara ver (c), notemos que, si definimos

Py =Qy—u, €Y5,
__ ,
tenemos qué’, P, = v € D(Y'), por lo queP, € Y. Ahora bien,
D(Y NY;) = D(Y) N D(Y) = {0},

por lo que se tiene qug N Y; ha de ser un punto, y, en consecuencia, tiene quE;ser

Poraltimo hemos de probar que laimima distancia entr; e Y, se alcanza precisa-
mente end(P;, ). Para ello, se&); € Yi,Q, € Y, puntos cualesquiera como arriba.
Escribimos entonces

R o
= |@F + Bas|| + | P

2
)

porque(Q, P, + P>Qy) L P, P, y podemos aplicar el Teorema de&joras. Entonces es
L. — —|2 —_—
claro que el rmimo se alcanza cuanc#@lPl + PQQQH = (, esto es, cuand®, P, =

0.05. Q.£.D.

Corolario.— Si D(Y;) N D(Y,) = {0} (esto se suele expresar diciendo dges Y, se
cruzan) entonces la perpendicular doneslnica.

Demostracbn.—Basta recuperar de la demosttatialnica elecdn que hemos he-
cho: la del puntaP;, que provera de la elecd@n de vectores, € D(Y;) Y u, € D(Y3)
en la descomposioh de Q;Q,. Pero, siD(Yy) N D(Y;) = {0}, entonces la suma
D(Y1) + D(Y3) es directa; y por tant@, y u, sonlnicos.Q.£.D.

Corolario.— Dadas dos variedades lineales afiieg Y5, se tiene que

dY1,Y,) =0 <= Y NY, #0.
Demostracbn.— Sblo hay que probar, obviamente, la implicatidirecta. Pero, si
d(Y1,Y2) = 0y tenemosy; N Y, = (), podemos construir una perpendicular éony

hallar puntosP; € Y, tales qued(Y3,Y;) = d(P, ) > 0, en contra de la hiptesis.
Q.ED.

4.4 Distancias (Il): Hiperplano mediador.

Una vez estudiado un procedimiento general para hallastarttiia entre dos variedades,
nos fijamos en los casosasinteresantes ge@tmicamente: los casos de distancia de un
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punto a un hiperplano y de distancia entre dos hiperplanosteRormente veremos un
primer ejemplo de lugar gedtrico que nos sérde gran utilidad en pximas lecciones:
el hiperplano mediador de dos puntos.

Definicion.—SeaP € A"(R), Y una variedad lineal tal qué ¢ Y. Entonces, st” es la
perpendicular coém aP eY, el puntoY N'Y’ se denomina el pie de la perpendicular a
Y trazada desd® o, equivalentemente, la proyeoniortogonal de” sobreY'.

Proposicion.—SeaP = (ay,...,a,) € A"(R), H un hiperplano deA”(R) dado por la
ecuacbn H : ag + a1x1 + ... + a,x,, = 0. Entonces

a(p, H) = 1 +“lj‘1 ot G|
vai+ ... +a?

Demostracbn.—Dado que la direcéin deH viene determinada por la ecuagi
D(H) : ayz1 + ... + apz, =0,
por lo que es obvio que
—_
D(H)* = ((ar, ..., an)),

ya quedim(D(H)*) = 1. Asi, la perpendicular cotm aP y H es precisamente la recta
L=P+ <(a1, s an)> .

Buscamos un punt@ € H N L paralo cual lo ras simple es tomar un punto arbitrario
enL
—_
P+ Xaq, ...,a,) = (a1 + Aaq, ..., + Aay,)
e imponemos que verifique la ecuatide /. Entonces es inmediato que

ag + a1 + ... + a,

A=—
a?+ ...+ a?

Por tanto tenemos

N lag + a1aq + ... + ayan|

d(P,Y):d(P,Q):H@H:|/\|H(a17-~-7an)H: \/m

Q.E£D.

Definicion.—Dado un hiperpland? : ay + a;x; + ... + a,z, = 0, un vector no nulo del
L= .,
subespacid(a, ..., a,)) se denomina vector normal & .

Corolario.— Sean dos hiperpland$ y H'. Entonces, s N H' = () podemos suponer
gue vienen dados por ecuaciones

H:oa+az +...+ayz, =0, H : 3+ aix+ ...+ apz, =0,

y, adenas,
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Demostracbn.— Del teorema de la dimerisi para variedades lineales afines es in-
mediato que
HNH =0 = D(H)= D(H),
por lo que podemos suponer qéH ) y D(H') vienen dadas por la misma ecuaty, en
consecuencia, existen ecuacionesidg ' que $lo difieren en elérmino independiente.

Ahora bien, si tomamos un punfd= (v, ...,v,) € H cualquiera, tenemos que

AP H) - 1B+ a1y + .. + an Yl _ 13— «qf

\ai+ ..+ a2 Jai+ .+ a2

ya quen+a;y,+...+a,7y, = 0. Portantal( P, H') no depende d€y es, en consecuencia,
d(H,H'). Q.£.D.

El Gltimo punto relativo a puntos, hiperplanos y distanciaslésperplano mediador.
Proposicion.—SeanP, ) € A"(R). Entonces el conjunto
Mpq = {R € A"(R) | d(P,R) = d(Q, R)}

es un hiperplano, denominado hiperplano mediadd? g&) (cuandon = 2, se denomi-
nara mediatriz deP y Q).

Demostracibn.—Vamos a dar la construd@m expicita deMp. Para ello, notemos

P = (Oél, ...,Oén>, Q = (/817 "‘Jﬁn)7

y consideramog el punto medio d€” y (). Es obvio entonces que € Mp(, ya que

\ ] 051+61 an—i_ﬁn
R (028, 2uti)

1
Veamos entonces qudpg = R + <@> . En efecto,

A€ Mpg = d(A,P)=d(4,Q)

= |[aP|| = ||aq|]

= |[4R+RP| = 4R + RY||

— (AR+RP)- (AR +RP) = (AR + RQ) - (AR + RQ)
« AR -RP=AR-RQ

& AR-RP=-AR-RP

e AR-RP =0

e

AR L RP = (1/2)QP,

lo que finaliza la prueba@.£.D.
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4.5 Movimientos.

Proseguimos el estudio general del espacioideaclintroduciendo los movimientos, que
son las afinidades que conservan las propiedadegleasl Al estudio preciso y detalla-
do de estas transformaciones dedicaremos las seccionensgg. Trabajaremos, como
antes, en un espacio eiggdo(A"(R), (V,-), +).

Definicion.—Un movimiento es una afinidafl: A"(R) — A"(R) que verifica que su
. . . . — . P .
isomorfismo vectorial asociadd,, es una isomeia (endomorfismo ortogonal).

El conjunto de los movimientos se denota(Md (R)).

Observacbn.—Recordemos que, dada una afinigael isomorfismo vectorialf viene

dado por (3.7.)
7 (PG) = F(P)F(Q).

y, dado un sistema de referenci@eR = {O; 5}, MB(7) es precisamente la submatriz
cuadrada de ordemcomplementaria al elemento, 1) de Mz (f).

Observacbn.—De las propiedades de los endomorfismos ortogonales sensiguedia-
tamente las siguientes propiedades:

(a) f es un movimiento si y&o si MB(?) es ortogonal, para cualquier base ortonor-
mal B de(V,-).

(b) Sif es un movimientof conserva lo@ngulos entre vectores con el mismo origen
4.1)

(c) f esun movimiento si y@o si es una afinidad que preserva las distancias. Esto es,
para cualesquier®, @ € A"(R), d(f(P), f(Q)) = d(P, Q).

(d) El conjunto de los movimientos es un grupo para la conegmside aplicaciones.

Observacbn.— Asi como los automorfismos se corresponden con los cambiossde ba
las homograhs con los cambios de sistemas de referencia proyectivwafilidades con
los cambios de sistemas de referencia afines, los movinsieotola contrapartida de los
cambios de sistema de referenciatricos.

Vamos a finalizar el tema viendo algunos ejemplos de movimseque desps sean
estudiados con &s detalle.

Ejemplo.— Recordemos que una traskaciera una afinidad que verificabar = Idy.
Claramente la matriz se@a I, en cualquier base, por tanto, las traslaciones son
movimientos.

Ejemplo.— Con respecto a las otras dilataciones, las homotecias,desoos queestas
se caracterizaban por el hecho de que su isomorfismo veasedeiado eraldy,, para
algn A # 0, 1. Nuevamente, la matriz del isomorfismo en cualquier baseXgr Asi,
una homotecia es un movimiento si §i@ si su rabn, \, es—1. Estas homotecias tan
particulares se denominan siniaf centrales de centro el punto fijo de la homotecia.
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Ejemplo.— Vamos a introducir un ejemplo nuevo de movimiento: las sifasthiper-
planares o hiperplanas. Para ello, fijamos un hiperplanque denominaremos eje de la
simetiia y definimos el movimiento como sigue:

og:A"(R) — A"(R)
P — oy(P)= P +2PQ,
donde( es el pie de la perpendicularfatrazada desd&. En particular() es el punto
medio dePy oy (P).

Para ver query es, en efecto, un movimiento, escojamos un vector no nu®
D(H)* (que es, de hecho, base ¢H)') y una basey, ...,v,_, de D(H). Si apli-
camos Gram-Schmidt, por separado, a ambas bases, y lassunlitememos una base
ortonormal

B={w,..,w,_q,x}.

Finalmente escojemos un punto cualqui@ra H para completar un sistema de referen-
ciaafin R = {O; B}. Respecto de este sistema de referenéia;,, = 0.

Escogemos entonces un punto cualquiera (identificamosatarae coordenadas res-
pecto deR y puntos)P = (a4, ..., a,). Entonces la perpendicularfadesdeP es

L: {:cl = A1y ooy Tp_1 = an,l},
y, por tanto,

ou(P) = (ay,...,an) +2(0,...,0, —a,) = (a1, ..., Gp-1, —ay) .

Por tanto tenemos que;, es la afinidad de matriz

110 ... 0 O

01
Mg(og) = | :

0 1

0 =1

Ademas es claro qué/s(ay) es ortonormal, por lo quey es un movimiento. Una
propiedad inmediata, bien de la defidioj bien de la expreSn matricial desy, es que
o2 =1d, esto es, que;;' = o. Otra propiedad elemental a deducir es @‘D(H) =
IdD(H)-

Desde el punto de vista proyectivo, la expoesanterior nos permite deducir que una
simetiia de ejeH induce enP”(R) una homolo@a de ejep(H) y centro, no incidente,

[u].
Podemos ampliar el estudio para incluir cualquier tipo deesia (por ejemplo,
simetiias axiales ed*(R)).

Ejemplo.— La aplicacon que, fijado un sistema de referencia, permuta dos® va-
riables, es evidentemente un movimiento. Es un buen ejergie el alumno trate de
expresarlo como producto de (tal vez una) simastr
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4.6 Elteorema de Cartan—Dieudonas.

Observacbn.— El teorema de Cartan—Dieuddannos permite una primera clasificaci
(geonttrica) de los movimientos. Este resultado es @ importante que se \&en este
tema; en particular es de los pocos que se pueden aplicalcmienalimenson.

Lema.—Seaf : A"(R) — A"(R) una aplicadn que preserve distancias. Sdeja
n + 1 puntos invariante§)s, ...., @, .1 no contenidos en un hiperplanp= Id.
Demostracbn.—En efecto, si existiese un puniotal quef(P) # P, entonces,

d(P, Qi) = d(f(P), f(@:)) = d(f(P), @),

de donde (4.3.Y01, ..., Q,+1 han de estar en el hiperplano mediadoritlg f(P). Esto
es imposible por hiptesis, luegy = Id. Q.£.D.

Teorema de Cartan-Dieudon@.— Sea f una aplicadn de A”(R) en § misma que
preserva distancias. Entoncéss un movimiento que es composicide, a lo sumo,
n + 1 simetiias hiperplanares.

Demostracbn.— Supongamos qu¢ no es la identidad, ya qu&Esta es composian,
como sabemos, de dos sima$ hiperplanares. Denotemos entonces

ry = maximo rumero de puntos fijos d¢afinmente independientes

Vamos a construir otra aplicami que preserve distancias pero coasnpuntos fijos
afinmente independientes qyie Para ello, tomemog un punto tal que (P) # Py sea
H el hiperplano mediador dé y f(P). Definimos entonceg = oy o f.

Primero observemos que@ies fijo paraf, entonces

d(P,Q) = d(f(P), f(Q)) =d(f(P),Q) = Q€ H,

como vimos antes. Por tantp tambén es fijo parary; y, en consecuencia paga Por
otra parte, es obvio de la defimdci queP es fijo parag. Por tanto, coma® ¢ H, es
afinmente independiente con cualquier subconjunto de pfijussle f. Esto prueba que
Tg > Ty

Ademas, por sely un movimiento,oy o f preserva distancias. Agpues, dada
una aplicadn que preserva distancias distinta de la identidad, pos@mastruir, com-
poniendo con una simédr hiperplanar, otra con & puntos fijos afimente independi-
entes.

Asi, aplicamos este proceso reiteradamente, y cuando @stera llegue a + 1, la
aplicacbn resultante ha de ser Id, y tendremos

ld=o0,0..0010f parat<n+1 = f=o010..00,

usando que toda sim@ires su propia inversa.

Asi, f es afinidad por ser compogici de afinidades y, al preservar distancias, es un
movimiento. Esto finaliza la demostraai Q.£.D.

Corolario.— Un movimiento distinto de la identidad con un hiperplano detps fijos es
una simetia hiperplana.
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Demostracbn.— Basta darse cuenta de que la demosbrasblo requiere una com-
posicibn para llegar a la identidad.£.D.

Notacion.— Como vamos a tener que usar a menudo el conjunto de puntosdijos d
movimientof, en adelante notaremos esta variedad linéal@dr D;.

Ejemplo.—Veamos, por ejemploamno describir una traslamn en producto de simé#s.
De paso esto nos perméiprobar que, a veces, no hacen falta tantas siasetomo cabia
esperar por la demostraci del teorema. De hecho, partimos de la peor situggosible,
puesto que las traslaciones no tienen puntos fijos.

Fijado un sistema de referencigétricoR = {O; B}, respecto del cual tomaremos
2 z. o L . Y E— -
coordenadas sin meraci expresa, la traslam de vectow = (ay, ..., a,,) Se puede definir
como

7, A"(R) — A"(R)

P — P+u
y, por tanto,
110 ... O
aq 1
Mg (ry) = .
ay, 1

Para seguir la demostréci del teorema, hemos de escoger un puhtoo fijo, (o sea
que cualquiera vale) y halldf, el hiperplano mediador déy f(P). Pero

—_—

Pf(P)=u = w1l D(H).

Asi, P es fijo parag = o o 7,, pero, paratod® € P+ D(H),

g9(R) = g(P)+ g (v), conv e D(H)
= P+ogom(v)=P+53() =R,

porque, como indicamos en 4.4.,
—
Tu = ldv, (UH)|D(H) = ldpm).
Por tantog es un movimiento con un hiperplanB,+ D(H), de puntos fijos y es, en

consecuencia, una simigtr Esto prueba que toda trasfaties producto de dos simiets
hiperplanas de ejes paralelos.

4.7 Movimientos y algunos conjuntos afines.

Vamos a dar algunas propiedades relativas a movimientosequrede mucho uso en las
clases de problemas: en particular introduciremos los eetpa y semirrectas, cuyo uso
seila fundamental a la hora de calcular movimientos que dejamiaes figuras.
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Definicion.—DadosP, () € A"(R) distintos denominamos segmento de extrefigse)
al conjunto -
PQ={P+APQ | Ae0,1]}.

Lema.—Las condiciones siguientes son equivalentes:

(@) R € PQ.
(b) Re PQyPR-RQ > 0.
(c) d(P,Q) =d(P,R)+d(R,Q).

Demostracbn.—El resultado se sigue casi inmediatamente de 4.1. y de laaléfin
anterior, haciendo (&= (b) < (c).

La Unica dificultad puede estar en (b} (a). Para ello, tomemas € PQ y notemos
A el escalar que verificR = P + A@. Entonces

PE-RQ = (APQ) - (1= NPQ) = A1 - Nd*(P,Q).

por lo que esta cantidad es no negativa Slp si A € [0,1]. Q.£.D.

Corolario.— Dados tres puntos alineados, uno de ellos siempaesgest] segmento cuyos
origenes son los otros dos.

Proposicion.—Seaf un movimiento. Entonces(PQ) = f(P)f(Q).

Demostracbn.— Es muy sencillo, por doble inclisi. Tomamosk € PQ Yy, en-
tonces,

d(f(P), [(Q)) =d(P,Q) = d(P,R)+d(R, Q)
= d(f(P), f(R)) + d(f(R), [(Q)),

y esto es equivalente a qiieR) € f(P)f(Q). Q.£.D.

Definicion.—DadosP, ) € A™(R) distintos denominamos semirrecta de origegue
pasa por) al conjunto
LP,Q:{P—F)\@ | A >0}

Lema.—Las condiciones siguientes son equivalentes:
(@) R € Lpg.
(b) R € PQYy, bienPR - RQ > 0, bienPQ - QF > 0.
(€) d(P,Q) =d(P,R) + d(R,Q) o biend(P, R) = d(P,Q) + d(Q, R).
Demostracbn.—Paralela al caso del segmento.

Proposicion.—Seaf un movimiento. Entonces(Lpo) = Lfp),f(q)-
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Demostracbn.— Aunque podemos adaptar la demostacilel caso del segmento,
vamos a usar otra para dar una @simas amplia de lasgtnicas que podemos usar tra-
bajando con movimientos. Tomamos primétos Lpg Y, entoncesPR = )\]@, con
A > 0, de donde

F(P)J(R) =T (PR) = XT (PQ) = \[(P)f(Q).

y esto es implica qué(R) € Lyp), s(0)-

Para ver la otra incluén, basta tomaR € Lyp) (o) y aplicar f~! que es tami&@n
un movimiento. Entonces, por lo que acabamos de prgbatR) € Lpg, luegoR €
f (Lpg), como queiamos probarQ.£.D.

Observacbn.— Generalizamos, pdiltimo, estos dos conceptos al casedimensional,
dando unos primeros ejemplos de conjuntos convexos.

Definicion.—DadosP, @y, ..., Q, € A" (k) tales queP ¢ @, + ... + @, se define el cono
afin de \ertice P y aristasL pg, como el conjunto

C(P;Q1,... Q) ={R =P+ MNPQi + ... + A PQ, | M, ..., A, > 0}

Cuandor = 2, C(P; @, Q2) se denomina una regi angular de &rtice P.

Proposicion.— Sea f un movimiento. Entonces f(C(P; @4, ....,Q,)) =

Demostracbn.—Adaptable &cilmente de la aloga para semirrecta®.£.D.

Observacbn.— Un conjunto7’ se dice convexo cuando, para cualesquier@ € T,
PQ c T. Los segmentos, las semirrectas, las variedades linefibes § los conos
afines son ejemplos de conjuntos convexos. En clase de prakleremos as ejemplos
(poligonos y poliedros, por ejemplo), ymo vaian por la acén de movimientos. En
concreto, dos resultados a tener en cuenta eniaestadon los siguientes:

Lema.—Seal’ ¢ A"(R). Entonces
S(T) ={f € Mo(A"(R)) | f(T) =T}

es un grupo para la compogiai de aplicaciones, denominado grupo de sirastiel’.
SiT" ¢ A"(R) verifica que existg € Mo(A"(R)) tal queg(7") = 7", entonces

{h e Mo(A™(R)) | M(T) =T} ={go f| f€ST)}={fog|[eST)}

Demostracbn.—El hecho de qué&(T') es un grupo es elemental, ya que la propiedad
asociativa se verifica, por ser un subconjunto d§ MdR)), Id € S(7) obviamente
y, si f € S(T), es elemental qu¢—' tambien. Por tanto,®o hay que verificar que la
composiocdbn de movimientos d&(7") est enS(7'), lo cual es tami&@n claro.

La segunda afirmagn es sencilla por doble incl@si. Por ejemplo, sk(T) = 17,
entonceg; ! o h(T) = T, luego existef € S(T) tal queg~! o h = f. Esto prueba que
h=go f,conf € S(T). Las otras inclusiones solm@amas simplesQ.£.D.
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4.8 Movimientos del plano.

Pasamos a estudiar ahora los movimig[\tos del plano. Usarpama ello tanto una ca-
ractefistica algebraica (los autovalores gdey sus multiplicidades) como una geétrica
(su variedad de puntos fijos). Sea entontesMo(A?*(R)).

- . s .
De Algebra Lineal sabemos que la matriz de respecto de una cierta base ortonor-
mal, es diagonal por cajas, siendo las posibles cajas

a

(1), (=1), (b _2>,cona2+b2:1,b7£0.

Asi pues, existe un sistema de referencinoo tal que la matriz d¢ es de una de
las siguientes formas:

1 00 1 0 0 1 0 O 1 0 0
a 1 01, a 1 0], a —1 0], a a —b |,
6 0 1 6 0 —1 6 0 -1 6 b a

que denotaremos respectivamente casos (a), (b), (c) y (d).

Separaremos el estudio dependiendo de la variedad de fijosoge f,
gue notaremo$); y que tiene por ecuaciones

a + x =
&) + Yy =y

Si D; # 0, las ecuaciones anteriores nos dicen que ha de ser3 = 0y, en

consecuencig = Id.
(a.2), SiD; = (), como ya hemos vistp = 7——.

(a, B)
Caso (b) | Separaremos el estudio nuevameiite.tiene ahora por ecuaciones

a + x = 11
& -y =y

(b.1)] SiD; # (0 ha de selv = 0. Entonces los puntos fijos son los de la recta
H :y=[3/2, porlo quef = oy, por lo visto en 4.6.

(b.2)] SiD; = 0 entonces notemos que+ 0y que

1 0 0 10 0 1 00
a1l 0 = 01 O (alO
g 0 -1 g 0 —1 0 01
1 00 1 0 0

= a 10 01 O

0 01 g 0 —1

Si denominamos. = («,0) y H : y = [3/2, lo anterior prueba qu¢ = 7, 0 oy =
o o 7,. Ademas se verifica que € D(H). Este movimiento se denomina simatcon
deslizamientoH{ se denomina el eje & el deslizamieto o el vector.
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Notese quéed es fija paraf (no de puntos fijos) y es lanica en estas condiciones.
Para ver esto notemos que todas las direcciones son fijag,paygaracy las tnicas
direcciones fijas sof(1,0)) y ((0,1)). Por lo tanto toda recta fija ha de ser del tipe v

O0x =2J.

Pero un punto cualquiera de= §, pongamos” = (4,0) vaenf(P) = (a + 9, 3),
por lo quef(P) no esh en la recta y ninguna recta de esa forma puede ser fija. Ror otr
partef(0,v) = (0,3 — ~y), por lo quey = v esfijasiy ®losis —y = v, estoes, siy
sblo si esH. Otra forma de calculafl es observando que el punto medio de cualquier
punto y su imagen estenH. Asi pues, escogiendo dos puntos (en general) y hallando
sus imagenes podemos hallAf.

La variedad de puntos fija8; tiene ahora por ecuaciones

o — :ZE}
3 -y =y’

de dondeD; = {(«/2, 5/2)}, punto que denotarema@s Como indicamos en 4.5.es la
simetiia central de centr®. Por ser un caso particular de homotecia, toda recta pasando
por P es fijo. Adenas, paratod® € A%(R), P es el punto medio d@ y f(Q).

Caso (d) | Las ecuaciones dB; son

a + ar — by = x
B+ br + ay = y |’

que es un sistema de Cramer ya que

=(a—12*+b0*=2a—2+#0, yaqueb #0, a # 1.

a—1 —b
b a—1

De dondeD; = {P}. Este tipo de movimientos se denomina un giro de centro
Py angulow. Veamos el porge de este nombre, yomo elangulo orientadav est
determinado por los valoresy b. Mas concretamente, veamos que para @do A?(R),

el angulo orientada formado por@ y Pf(Q) es independiente dg. En efecto;

PO-PfQ) = POQ-f(P)f(Q)

= @a|(5 ) ()]

= o7,

por lo que

cos(w) = ¢ H@L =a,
1Pal] [[Prl]
dado quel(P, Q) = d(P, f(Q)), al serP fijo.

Hay, por tanto, dos valores posibles paraetjulo (orientado) que forman los dos
vectores, sienda su coseno. Pero comg + > = 1, podremos siempre encontrar un
angulow tal que

cos(w) =a, sen(w) =b
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guedando agleterminado eangulo (orientado) que forman los vecto@ y Pf(Q).
Al angulow se le llamaangulo del giro. Entonces, la ecuacide un giro déngulow

ya

1 1 0 0 1
¥ | =] a cos(w) —senw) T
Yy’ B senw) cos(w) Yy

El signo delangulo de giro depende de la orientatdel sistema de referencia. Conc-
retamente, sk’ = {O’; B’} es otro sistema de referencigtrico, y respecto d#’ la

matriz de7 es
a b
( bl al ) Y

se verifica que/’ = ay b’ = b|M(B’, B)|. Por tanto, siw’ es elangulo0 < ' < 27 tal
quecos(w') = d’' y sen( W) = V', se tend que siR y R’ tienen la misma orientatn
entoncesy = w'. En otro casow’ = 27 — w. El caso particulaw = = es la simefa
central, ya estudiada en el caso (c).

Observacbn.—Para hallar las rectas fijas de los movimientos podemos pptaronsid-
erarlas hiperplanos fijos de una homogaad por calcular directamente las direcciones
fijas de f (que son los puntos fijos en el infinito df) y, a partir de ah buscar rectas
fijas. En cualquier caso, son un buen ejercicio para lasstis@roblemas.

Resumimos entonces lo estudiado en estadecen el siguiente cuadro. Usamos
la denominad@n clasica deelementos de un movimienpara designar a@lios objetos
geonetricos que lo caracterizan.
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Tipo de Autovalores | Puntos Elementos del
movimiento de 7 fijos movimiento
Identidad 1,1 A%(R) —

. e a—d
Traslacon 1,1 0 u= Pf(P)
de vector VP e A%(R)

Simetia 1,-1 H H = Dy
de ejeH
Simetiia con H es latnica
deslizamiento 1-1 0 recta fija
—_—
(eje H, vectoru) u=Pf(P),YPeH
Simetiia central -1,-1 P P =Dy
de centroP
Giro de centraP CentroP
y angulow a,a€ C\R P cos(w) = RN(a)
sernw) = ()

4.9 Movimientos del espacio ().

Comenzamos en esta legoiel repaso a la camtica de movimientos eA3(R), que
nos llevaé mas tiempo, por ser as larga, aunque noas complicada. Tomamags €
Mo(A3(R)).

Por los mismos resultados de usados anteriormente, saljeen s posibles matrices
de f, respecto de un cierto sistema de referendidrico con una base real ortonormal,

son

1000 1 00 O 10 0 0

a 1 00 a 1 0 0 a1l 0 0

6 01 0]’ 601 0]’ 60 -1 0|’

v 0 0 1 v 0 0 —1 v 0 0 -1
10 0 100 0 1 00 O
a —1 0 0 a 1 0 0 a —1 0 0
g 0 O 6 0 a —b |’ 6 0 a —b
v 0 0 v 0 b a v 0 b a

~
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Nos ocuparemos en esta lemtide los casos (a), (b) y (d); y dejaremos para la si-
guiente los restantes: (c), (e) y ().

No existen grandes diferencias entre este estudio y el delmlano. En
efecto,

a + T =z
Y + z = z

porlo queD; # () siy Hlo sia = = = 0, esto es, si y&@o si f = Id. En otro caso,
—_
f es latrasla@n de vecto(«, 3, ).

Caso (b) | Este caso tambn es paralelo al del caso plano. Ahora

a + x SN
Dy:q B + vy =y
Y = z = g

(b.1)] SiD; # 0, entoncesy = 5 =0y Dy : z = /2, por lo quef es la simetia
hiperplanar de ej@®;.

(b.2)| SiD; =0, entonces, como en el caso plano

1 00 O 100 O 1 000
a1 0 0 B 010 O a1 00
6 01 0 o 001 O 6 0 1 0
v 0 0 —1 v 0 0 —1 0 001
1 000 1 00 O
a1 00 010 O

B 6 0 1 0 o001 01}
0 0 01 v 0 0 —1

por lo que, si denotamal : z = v/2, u = (a, 3,0) (notemos que. € D(H)), obtene-
mos quef = oy 0T, = T, © OH.

Los elementos geo@tricos no son tan sencillos de hallar= P f(P) para cualquier
P € H peroH no es elunico plano fijo. La forma ras @&pida (y nos sirve de repaso)
probablemente sea calcular directamente los planos figya. élo vamos a considerar la
homografa inducida f| y consideraf f]*, cuya matriz, respecto del sistema de referencia
inducido es

A=M((f)) =

=2 QLo
OO = O
O~ O O
oo O
o o~ 2
O~ O ®
— o O

Ahora calculemos sus puntos fijos como homadgré3.3.). Tenemos dos autovalores:
1(v=3)y—1 (v =1). LavariedadZ; tiene por ecuaciones

*
)

(L=A) | + [ =051 = {Ole + b . /
. 3 = 0

T3
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por lo queZ; est generado pojl : 0 : 0 : 0]y [0 : —3 : « : 0]. Observemos que
(ar, B) # (0,0), de lo contrario estamos en el caso (b.1).i pses,”Z; es una recta de
planos fijos: concretamente los que tienen ecuaciones

Az + M(_ﬁxl + OA’L‘Q) =0, (/\7,11,) € R’ \ {(07 0)}’
esto es, pasando aliafly renombrando los pametros), todos los de la forma
Hy : fr—ay =\,

. e
0 sea, todos los perpendiculared & paralelos al vectofo, 3, 0).

Por lo que respectad*, tenemos

*

(=L—A)]| : = Oy1 = x] =0

por lo queZ*, es el puntdy : 0 : 0 : —2], que se corresponde con el plano proyectivo
~vxo — 2x3 = 0 que es precisamente la clausura proyectiva/de

Por tanto,H se caracteriza por ser el plano cuya clausura ésieb plano fijo asoci-
ado al autovalor-1 de|[f]*. Alternativamente,

1] ———
P = (20,90, 20) = f(P)=(xo+a,yo+8,—20+7) = P+§Pf(P)€H-

En particular(«/2, 3/2,v/2) € H.

Caso (d) | Este caso, como en el plano, se denomina una demegntral de centro
P. El centro queda determinado por set@ieico punto fijo def:

a — x = o B A
Dy:q B ) =y = P:<2»2>2>-
¥ -z = z

Como en el caso plan®, es el punto medio d@ y f(Q), para cualquie€) € A3(R)
y toda variedad pasando pBres fija, por self una homotecia.

4.10 Movimientos del espacio (ll).

Continuamos con la descrijdci de los movimientos d&3(R). Para no repetir en exceso,
seremos ahora as someros y dejaremosasdetalles alogos al alumno.

La variedadD; es no va@ siy $lo sia = 0.

Si hay puntos fijos, entonces
Dy :{y=0/2, z=1/2},

esto es, es una recta de puntos fijosi, Aado un puntd® = (xg, o, 20), tenemos que
f(P) = (0,3 — yo,7 — ), de donde deducimos:
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(a) El punto medio dé’y f(P) est enD;y.

—_— —

(b) ElvectorP f(P) es ortogonal (D) = ((1,0,0)).

Por tanto, dado un puntB, f se comporta, en el plan®+ D; como una simeta de
eje D;. Por tanto,f se denomina una simeraxial de ejeD;.

Si no hay puntos fijos, tenemos la descomposici

10 0 0 10 0 0 1000
al 0 0| (o1 0o of[la1o00
30 -1 of ~ |80 -1 o0 0010
v 0 0 —1 v 0 0 -1 0001
1000 10 0 0
a1 00 01 0 0
“loot1o0|[Bo0o -1 ol
0001/)\~y0 0 -1

por lo que f es composi@n (conmutativa) de una sim&raxial y una traslabn de
vector paralelo al eje de sim&r Como cabe espergf,se denomina simé# axial con
deslizamiento.

Como de costumbre, para hallar el eje podemos usar dos purdtesquiera y sus
imagenes; calculando los puntos medios. Una vez hecho estectel de trasladin es

2 . . . -,
Pf(P) para cualquief en el eje de simeia.

Dividimos el estudio como de costumbre, dependiendo detishe 0 no
puntos fijos.

(e.1)| La existencia de puntos fijos implica que= 0y, adenas, que

Jle-Dy - bz = -p
Df'{ by + (a—1)z = —v

por lo que tenemos una recta de puntos fijos (recordemos?queé?® = 1y quea # 1).
SitomamosP = (g, ¥, 20), €NtONCES

H =P+ D(Ds)* : x =y,

y, si tomamosRy = {Hﬂ D¢;(0,1,0), (0,0, 1)} tenemos un sistema de referencia
métrico enH que verifica (ejercicio sencillo)

10 0
Mz, (fir) = 0« b
a

En consecuencia, restringida/f, f se comporta como un giro de centon D, y
angulow tal quecos(w) = a 'y sern(w) = b. Por este motivg se denomina precisamente
un giro de ejeD; y angulow. Pero debemos hacer un comentario sobre el signo de

Recordemos que el signo daigulow depende de la orientasi del sistema de refer-
encia que tomemos ef. Alternativamente, podemos fijar un vector unitario gedera
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de la direcadn deD(Dy), digamosv. Observemos qued® hay dos posiblidades para
que difiereninicamente en el signo. ffadimos ahora dos vectores v, € D(H) tales
que{wv, v;,v,} formen una base ortonormal con la misma oried@acjue la base habit-
ual. Esto determina la orientéci de la bas¢v,,v,} en D(H). Por tanto, la direcéin de
v determina el signo deélngulow, y as diremos quef es un giro de ejé; y angulow
respecto de la direcmn v.

Para saber @ndo una base tiene la misma orienbacque la base habitual, basta
calcular el determinante de la matriz cuyas filas (o columsas los vectores de la base
estudiada, escritos con coordenadas respecto de la batghaBi el determinante es
positivo, la orientadn es la correcta.

(e.2)] En este caso podemos descomponer

100 O 1 00 O 1 000
a1 0 O B 010 O a1l 00
B 0a —=b| | B8 0 a —b 0 010
v 0 b v 0 b a 0 0 01
1 000 1 00 O

| a1 00 010 O

N 0010 6 0 a —b |’

0 0 01 v 0 b a

por lo quef es composidn de un giro de ejé& y una trasla@n de vectow, paralelo al
eje del giro, que adeas conmutany se denomina giro con deslizamiento o movimiento
helicoidal.

En esta ocaén, para calcular el eje notemos glXL) es el conjunto de autovec-
tores de? asociados al autovaldr. Asi pues, hallada (L), tomamosP = (z,y, 2)
e imponemos quéTP)) € D(L). De esta condién hallamosL. Posteriormente,
u = Pf(P), para cualquieP € L.

Caso (f) |Lavariedad de puntos fijd3; es en este caso la solani(Unica) del sistema

2z = «
Dy : (a—1y — bz = —f
by + (a—1)z = —v

y f admite la siguiente descomposini

1 00 O 1 00 0 1 000
a —1 0 0 B 010 O a —1 00
g 0 a —b n g 0 a —b 0 010
v 0 b v 0 b a 0O 00 1
1 000 100 O

B a —1 0 0 010 O

N 0 010 6 0 a —b

0 001 v 0 b a

Por tantof se descompone en una sinetplana de ejeé{ y un giro de ejeL que
verifican:
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(@ H L L.
(b) HN L = Dy.

El movimiento se denomina sim&rrotacional, y sus elementos son:

(1) El eje de simeta H: es un plano fijo (de hecho, esielico) que pasa pab; y su
direccibn es base del subespacio asociado a los autovalores cosrqhslae}> .

(2) El eje de giroL: pasa porD; y es perpendicular & (equivalentemenete su di-
reccbn esh asociada al autovalerl).

(3) Elangulo de girav: dado porcos(w) = a 'y ser{w) = b. El signo dew (es decir, el
signo deb) depende de la orientaxi que se le haya dado al vector director del eje
de giro.

Resumimos como en 4.8. lo estudiado en estadacgien la anterior en un cuadro.
No incluimos la descripdin de los elementos de cada movimiento, por estar ya incluida
en el desarrollo de las lecciones.
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Tipo de Autovalores Puntos Elementos del
movimiento de7 fijos movimiento
Identidad 1,1,1 A%(R) —
Traslacon 1,1,1 0 u, vector de trasladn
Simetiia 1,1,-1 H H, eje de simeta
hiperplanar
Simetiia con 1,1,-1 ] H, eje de simeta
deslizamiento u, vector de trasladn
Simetiia central -1,-1,-1 P P, centro de simeta
Simetiia axial 1-1,-1 L L, eje de simetn
Simetiia axial 1,-1,-1 ] L, eje de simeta
con deslizamientq u, vector de trasladn
Giro lL,a,ae C\R L L, eje de giro
w, angulo de giro
Movimiento lL,a,@e C\R 0 L,w; eje yangulo de giro
helicoidal u, vector de trasladn
Simetiia —l,a,a@€e C\R P L,w; eje yangulo de giro
rotacional H, eje de simeta

4.11 Semejanzas.

Para finalizar el tema, daremos unos cuantos resultadtisosla semejanzas: generales
en esta lecéin y mas espéicos para dimensiones bajas en la siguiente. Este tipo de
afinidades permite una gran cantidad de problemas: enydartios problemas ékicos
relativos a semejanza deangulos.

Definicion.— Una aplicaddn f : A"(R) — A"(R) es una semejanza si existe un
namero real\ > 0 verificando que, para cualesquidfal) € A"(R),

d(f(P), f(Q)) = M(P, Q).

En estas condicione$,se denomina la ré@mn de la semejanza.
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Ejemplos.—Ya hemos visto dos ejemplos de semejanzas: por un lado losmeoNos,
gue son las semejanzas dedaz. Pg[o en 3.8. tambn introdujimos las homotecias que
eran las afinidadesque verificabam: = Aldy, para\ € R\ {0, 1}. Por tanto, de forma
obvia, las homotecias son semejanzas derray,.

De hecho, como vamos a probar, toda semejanza se puede igedatos ejemplos.
Proposicion.— Sea f una semejanza de @z \. Entoncesf = g o h, dondeg €
Mo(A"(R)) y h es una homotecia de @z \.

Demostracbn.— Practicamente el enunciado contiene la prueba. Dadesonside-

ramosh cualquier homotecia de raa \. Notemos quehj = (1/A)ldy. Entonces, si
llamamosy = ! o f, tenemos que, para cualesqui&#) € A"(R),

A9(P).9(Q) = ||sPra@)|| =  |[FPIF@|
= JA((P).F(@) = d(P.Q).

Asi, por el teorema de Cartan—Dieud@)p es un movimiento. Esto finaliza la de-
mostracbn. Q.£.D.

Observacbn.—Es muy importante (o, mejor dicho, lo &¢hacer notar que la homotecia
se puede escoger con centro arbitrario.

Observacbn.— Este resultado nos permite obtener muchas propiedades derfejan-
zas. Destacamos primero algunas de los inmediatas:

(a) Las semejanzas son afinidades y, por tanto, biyectivegpugs, sif es una seme-
janza,f~! existe y, trivialmente, es tandn una semejanza.

(b) Por el apartado (a) deducimos sin mayor problema quengicto de las semejan-
zas es un grupo para la compositide aplicaciones.

(c) Las semejanzas consendamgulos (no orientados). En efecto, dado que ya lo sabe-
mos de los movimientos (4.5.)le hay que probarlo de las homotecias. Pero, dada
una homotecia y puntosP, @, R € A™(R), sidenotamos par el angulo formado

por h(PYR(Q) y h(P)R(E),
RPYWQ) - R(PYA(E) _ (A\PQ) - (APR)
nEm@)|| [rPnE| (APl [APE|
VPG PR PQ-PR
Al |[PQl| [|PR| - [lPal] |[PR

lo que prueba el resultado.

cos(v)

Y

Finalizamos la lecéin con un resultado, cuando menos curioso, relativo a lactsta
de la variedad de puntos fijos de una semejanza.

Proposicion.—Seaf una semejanza que no es un movimiento. Entonces exisinico
punto fijo, denominado centro de la semejanza.
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Demostracbn.—SeaA la matriz def respecto de un sistema de referencitnoo
R = {0O; B} fijado en lo que sigue. Entoncéses fijo paraf siy lo si A[P]" = [P]".
Denotanda® = (zy, ..., x,) tenemos

1Ljo .. 0 1 1

(o7 X1 - T
Mg (7) Ll

(079 T T

Esto implica que la variedad de puntos fijos tiene un sisteenecdaciones respecto
deR

X1 —

ors(7) 1) © |-

Tn, —0lp

Al ser un sistema de ecuaciones y: incognitas, tiene soludn Unica, salvo que
el determinante de la matriz de coeficientes sea nulo. Vegu®®sto no es posible y
habremos terminado. En efecto, sifaera,

0= ’MB (7) — In‘ < 1 es autovalor d?,

y esto equivale a la existencia de un vector no nue @ tal que

—

fw)=u = d(f(P), f(Q) =||[FP)F(Q)|| = llull = d(P, Q).

Asi pues, si el sistema no es de Cramer, esto implicafdiene rabn A = 1y es, por
tanto, un movimiento, en contra de lasdtigsis. Esto finaliza la prueb@.£.D.

4.12 Semejanzas en el plano y en el espacio.

Finalizamos con esta lec@ri el tema, dando unos resultados acerca de la estructuaa de |
semejanzas en el plano y en el espacio. Antes, algunas ema&scle cacter general.

Observacbn.— El producto de una homoteciapor una traslaén 7 es de nuevo una
homotecia, ya que .
hor= h o7 = (Ald)old = \ld.

De hecho, como vemos, es una homotecia cuy&mnramincide con la déh.
Analogamente podemos comprobar que el producto de una hamptacuna simeta
central (cuyo isomorfismo asociado-ekl) es de nuevo una homotecia.

Proposicion.—Toda semejanza d&?(R) que no sea un movimiento ni una homotecia se
puede escribir como:

(&) El producto de una homotecia por una simaeterificando:

(a.1) El producto es conmutativo.
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(a.2) El centro de la homotecia astn el eje de simétr y es, por tanto, el centro
de la semejanza.

Estas semejanzas se denominan simeton dilatadn.
(b) El producto de una homotecia por un giro verificando:

(b.1) El producto es conmutativo.

(b.2) El centro de la homotecia es el centro de giro y es, esemuencia, el centro
de la semejanza.

Estas semejanzas se denominan giros con dif@taci

Demostracbn.— Partamos def, una semejanza de @z \ y centroO. Entonces,
si h es cualquier semejanza de @az\, vimos la pasada leamn queg = h~! o f, con
g € Mo(A%(R)). Entonces los casos posibles son:

(1) g es unatraslabn. Como hemos visto anteges entonces una homotecia.

(2) g es unasimetac. Como podemos elegir con centro cualquiera, tomamos como
centroO. Entonces es doble, luego tiene que estar en el eje Bara ver que y
h conmutan basta tomar un sistema de referenég@ico R = {O; B}, con5 una
base tal qué/;(7) es diagonal. Entonces

100 10 0

Mgr(f) = Mr(h)Mzr(g9) = | 0 X 0 01 0
00 A 00 —1

10 0 100

- (o1 o 0 A 0

00 —1 00 A

Este caso cae, pues, en las condiciones descritas en (a).

(3) g es una simeta con deslizamiento o 0. Entoncesf = ho7 oo = h' o o, cCOMO
hemos visto antes. Asestamos tambn en las condiciones de (a).

(4) g es una simeta central. Entonceg es una homotecia.

(5) g es un giro, que denotaremggclaro). Nuevamente escogemos el centrofde
como centro dé:, y entonces) debe ser el centro del giro. La conmutatividad es
araloga al caso (2). Por tanto, estamos en las condicione9.d@.(hD.

Proposicion.—Toda semejanza d&?*(R) que no sea un movimiento ni una homotecia se

puede escribir como:

(a) El producto de una homotecia por una sifiaedixial verificando:

(a.1) El producto es conmutativo.

(a.2) El centro de la homotecia astn el eje de simétr y es, por tanto, el centro
de la semejanza.

85



,

Geometria. Departamento de Algebra. http://alojamientos.us.es/da
o) B

Estas semejanzas se denominan simetixiales con dilatamn.
(b) El producto de una homotecia por un giro verificando:

(b.1) El producto es conmutativo.
(b.2) Elcentro de la homotecia astn el eje de giroy es, en consecuencia, el centro
de la semejanza.

Estas semejanzas se denominan giros con diG@ataci
Demostracbn.— Partamos de nuevo dg una semejanza de @z )\ y centroO y
tomamosh, una semejanza de centtoy razon +1/), de forma que la composéam g, al

ser un movimiento directo (lo logramos escogiendo el sign@n puntos fijos, debe ser
la identidad, una simét axial o un giro.
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Temab

La geometria del triangulo

5.1 Elementos notables.

Una vez aprendidas las herramientas de la gedanafn, volveremos a estudiar los el-
ementos notables delangulo — baricentro, circuncentro, ortocentro, incentroircun-
ferencias circunscrita e inscrita — desde este punto d&. vist

Recordemos que el circuncentro de uangulo es el punt® de intersecdn de las
tres mediatrices. Al ser las mediatrices los hiperplanadiaieres de cada par dértices,
el puntoD esh a la misma distancia de los treariices, luego existe una circunferencia
centrada erD que pasa por los tregxtices, llamada circunferencia circunscrita.

Veamos ahora una caracterizatifin del baricentro.
Proposicion.— Si ABC' es un trangulo, existe uinico puntoG del plano, tal que

GA+GB+GC=T.
Demostracbn.—Si O es el origen de coordenadas, se tiene:

GA-GO+0A , GB-GO+0B ., GC-@0+0C

y, sumando las tres igualdades, resulta:

0 =3G0O+0A+ 0B +0C siy slo si O_Cf:mjLO-erO—d

y de agiise obtiene elinico puntaG = O + (OA + OB + OC)/3. Q..D.
Proposicion.—Si M 4 es el punto medio del ladBC, se verifica:

AG = 2G M,

y lo mismo para los otros lados.
Demostracibn.—Por la proposidin anterior se tiene:

AG =GB +GC

y entonces:

AG = GM, + MiB + GMa + MAC = 2G M.
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Q.ED.

Observacbn.— Esto prueba quel_cf = QXMZ/?) y ad, G est sobre la mediand M 4.
Analogamente sucede para las otras medianas, luego el @urg@! punto en el que se
cortan las medianas, es decirpefricentrodel triangulo. Por otra parte, usando coorde-
nadas cartesianas,$i= (a1, as), B = (b1, bs),C = (c1, ¢2), las coordenadas cartesianas
ded son:

a— <a1+b1+61 a2+b2—i—c2>
B 3 ’ 3 ‘

B 77, c

A continuacon demostraremos la existencia del ortocentro usando laeféa afin.

Proposicion.—Las alturas de un &inguloABC concurren en un punto llamado ortocen-
tro.

Demostracbn.—Si por cada @rtice se traza la paralela al lado opuesto, se obtiene un
nuevo tranguloA’ B’C’, y los \ertices del primero son los puntos medios de los lados del
segundo pues, por el teorema de Thales paralelo, se tienggpaplo,

AC"= BC = AB'.

Asi las alturas ded BC' son las mediatrices dd’B’C’, que concurren en el puntd.
Q.ED.

Corolario (Recta de Euler).—En un trangulo, el baricentro, el ortocentro y el circuncen-
tro esén alineados.

Demostracbn.—SeaD el circuncentro/{ el ortocentro y el baricentro ded BC, y
tracemos las paralelas a cada lado poedlize opuesto, como en la proposicianterior.
Los baricentros delBC'y A’B’C’ coinciden. Por consiguiente, la homotecia de centro
G y razon —2 transformad en A’, Ben B’y C' enC’. Como circuncentro se transforma
en circuncentro por esta homotecia, el circuncentrel@&’ va sobre el ortocentro. De
ah el resultado. Mtese quee?H> = —2GD. Q.£.D.

Otro elemento notable de unérigulo es eincentrg centro de la circunferencia in-
scrita, que vamos a describir a contindeciComenzaremos por describir dtishmente
la bisectriz de u@ngulo.

Lema.— Seanr, r; dos semirrectas de origen camA no contenidas en la misma recta,
ug, u; l0S vectores unitarios sobrg, v, respectivamente. El lugar geéirico de los
puntos de la re@in angular (cono &f) C'(A; A+ u,, A + u;) que equidistan de las rectas
gue contienen ay, r; es el rayo interior

t = A4+ {\ug +uy) | A >0},

al que se llama Ibisectriz de la regbn angular. Por abuso de lenguaje, diremos que el
rayot es la bisectriz dehngulo(rg, 7).
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Demostracbn.—SeaP = A + \u, + pu, un punto de la re@in angular. La perpen-
dicular porP a la recta que contienerg es

A+ Nug + pay + ((ug - uy)ug — uy),
y Su punto de corte com esPy = A + [\ + pu(ug - uy)]ug. Asi
PoP = p]—(up - u)ug + 1.
Haciendo lo propio con la otra recta obtenemos un puntoaimfjl tal que
W = AMug — (ug - up)yy .

Asi |P,D| = |P,D| siy $lo si\ = y, de donde el resultad@.€.D.

Teorema.— Las bisectrices de los trésgulos de un tangulo concurren en un punfo
interior al triangulo, que es centro de una circunferencia tangente aelw$amios, y que
se llama circunferencia inscrita en ehmgulo.

Demostracbn.— Evidentemente el corte de dos bisectrices nos da un punto que
equidista de los tres lados, por lo que la existencia dehincees obvia. Aders la
circunferencia centrada en el incentro con radio la distade éste a cualquiera de los
lados $lo puede cortar a dichos lados en un punto, precisamentd gga da la dis-
tancia (esto es, el pie de la perpendicular al lado desdecehiro). De esta forma, la
circunferencia es tangente a los tres lados.

5.2 Lacircunferencia de los nueve puntos.

Vamos a intentar en estdtima secadn poner de manifiesto la potencia de la georaetr
analtica, en concreto la geom@rafin, frente a los ratodos de la geomédr sinktica o
clasica. Demostraremos de forma sencilla un resultado cuyasteacon clasica es bas-
tante nds complicada, concretamente el que se conoce con el nomlareidunferencia
de los nueve punto&n este tema, consideraremos el plario &f = A%(R).

Observacibn.— Si tenemos fijado un sistema de referencia & = {O;v;,v,), y las
coordenadas del centro de una circunferenciacsea (a,b), entonces los puntos de la
circunferencia (C, r) son los punto$’ = (z, y) que satisfacen la ecuécid(C, P) = r,
es decir,\/(az —a)?+ (y — b)?2 = r. Como ambos lados de la ecuatison no negativos,
podemos considerar sus cuadrados, y decir lo siguiente:

Proposicion.—DadoC = (a,b) € A*(R)yr > 0, lacircunferenci&(C, r) es el conjunto
de puntogz, y) que satisfacen la ecuéaci

(x —a)*+ (y — b)* =r*.

Una consecuencia importante de la defimmicsingética de una circunferencia es la
siguiente:

Proposicion.—Si f es una semejanza de @az\, y C es una circunferencia de centroy
radior, entonces (C) es la circunferencia de centf@C') y radio A r.
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Demostracbn.—Es consecuencia directa de la defiaicide circunferencia, y del he-
cho que una semejanza de@a2 envia vectores de gdulor a vectores de Gdulo\ .
Q.E.D.

Otra de las propiedades que necesitamos, para facilita@elasstraciones afines de
los resultados, es la posiblidad de escoger un sistemaeatemefa adecuado.

Proposicion.— Dados dos puntos distintos cualesquié¥d) € A?(R), existen exacta-
mente dos semejanzas, una directa y otra inversa, quedraresf(0,0) enPy (1,0) en

Q.

Demostracbn.— Consideremos la circunferenaia= C(P, ||@||) y la rectar =
P+ <@)l. Claramente, su interseéai es un par de puntds?, R’} = CNr. Una
semejanza que llev®,0) en Py (1,0) en@, debe llevar la circunferenc&(0,0),1) en

Cy el ejey enr, luego debe llevaf0, 1) bien enR bien enR’. Cada posiblidad da lugar
a una semejanza, una directa y la otra inve@&.D.

Corolario.— Dados cuatro puntoB, ), Ry S deR?, existen exactamente dos semejan-
zas, una directa y otra inversa, queiam?” enRy ) enS.

Demostracbn.—Existen al menos dos, ya que podemos componer las inversas de
que en¥an (0,0), (1,0) en P, @ con las que erian(0,0), (1,0) enR, S. Al menos deben
resultar una semejanza directa y otra inversa. Pero siftaubigs de dos semejanzas
distintas, por ejemplo dos directas, la gadnos componer con la semejanza directa que
envia (0,0), (1,0) en P, @, y obtendramos nas de una semejanza directa que transforma
(0,0),(1,0) enR, S, lo cual sabemos que es imposibi2£.D.

Vamos a probar ya un resultadé@sico no demasiado complicado, de manera asom-
brosamente sencilla. Este resultado lo necesitareragsaielante.

Teorema.—SeanA, B € A%*(R), seaM el punto medio deiB, y sear = d(M, A) =
d(M, B). Entonces un punt6’ (distinto deA y B) pertenece a la circunferendi)/, r)
siy slo si elanguloC del trianguloABC' es recto.

Demostracbn.— Consideremosid, B 'y M como en el enunciado, y un puntd
cualquiera. Sabemos que existe una afiniflagie enva M en(0,0) y B en(1,0). Por
tanto, f envia A en(—1,0). Como las afinidades preservan circunferenciaagulos, el
puntoC' estaa en la circunferencié(M,r) siy slo si f(C') es& en la circunferencia
de centro(0,0) y radio 1. Por otra parte, ednguloC de ABC sef recto si y 6lo si el
énguloff@) de f(A)f(B)f(C) lo es. Por tanto, singrdida de generalidad, podemos
suponer quel = (—1,0), B = (1,0), y la circunferencia€ (M, r) es la circunferencia
C((0,0),1).

Entonces, el punt@' = (z,y) estad enC siy lo siz? + y> = 1.

Por otra parte, ehnguloC' sed recto siy 6lo si el vectorAC' es perpendicular al
vector BC. Es decir, si y 8lo si se tiene:

(z+Ly) - (z2—1,y)=0 & 2°-1+¢y*=0 & 2*+y*=1
Por tanto, las dos condiciones son equivaleni§.D.

Ya podemos enunciar y demostrar uno de los teorengsscomriosos sobre &mngulos,
cuya demostradin se simplifica mudsimo gracias a los atodos de la geomédr afin.
Recordemos que los puntos notables de @mtyulo son el circuncentrd (intersecadn
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de las tres mediatrices), el baricentrdintersecabn de las tres medianas), el ortocentro
O (intersecadn de las tres alturas) y el incentfq(intersecadn de las tres bisectrices).
Recordemos tamén que ebie de la altura correspondiente a u@rtice es su corte con
la recta determinada por el lado opuesto. Se tiene entonces:

Teorema de la circunferencia de los nueve puntosBado un trangulo cualquieral BC'
en A%(R), los puntos medios de los tres lados, los puntos medios detprentos que
van del ortocentro a los tre€ftices, y los pies de las tres alturasaaesén una misma
circunferencia.

Demostracbn.— LlamemosA’, B’ y C’ a los puntos medios de los ladesb y ¢
respectivamente. Se&a el ortocentro deABC, y llamemosA”, B” y C” a los puntos
medios de los segment6s4, OB y OC respectivamente. Finalmente, setty By C"”
los pies de las alturas correspondientes aéoscesA, By C, respectivamente. Debemos
probar que estos nueve puntosa@sén la misma circunferencia. 8d concretamente, si
llamamos- al radio de la circunferencia circunscrita (es decit d(D, A) = d(D, B) =
d(D,C) dondeD es el circuncentro), y denotamasal punto medio del segmenéD,
demostraremos que los nueve puntos citados pertenecernreuiaferenciaC de centro
Ny radior/2.

Consideremos en primer lugar la homotéeciale centra) y razon1/2. Por definicon
setieneh’(A) = A", W' (B) = B"y h'(C) = C"y k(D) = N. Ademas, al escalar las
distancias pot /2, k" transforma circunferencias en circunferencias con laditradio,

y se tiene:h”(C(D,r)) = C(h(D),r/2) = C(N,r/2) = C. Es decir,h” transforma la
circunferencia circunscrita @h ComoA, By C esn en la circunferencia circunscrita,
se tiened”, B”,C" € C.

Consideremos ahora la homotediade centroGG (el baricentro) y ra@n —1/2.
Veamos que)’ tambén transforma la circunferencia circunscrita&nComo?’ trans-
forma los radios de las circunferencias multiphidolos pott /2, s0lo hay que probar que
(D) = N. Sabemos por definion queh/'(D) = G — 1/2 GD, Pero, por el teorema de
la recta de Euler, sabemos cm—éﬁ =2/3 0D, luego se tiene:

W(D) =G~ 5 TD =0 +0G ~ (0D - 00)

2 1

—0+20D- -

i 3 2

Asi, h'(C(D,r)) = C(N,r/2) = C, es decirp’ transforma la circunferencia circunscrita
encC.

(;0D)=0+ 0D =N.

Recordemos ahora que el baricenffoes la intersecoin de las tres medianas, es
decir, de los segmenta$A’, BB’y C'C'. Ademas, halamos probado qué(G, A) =
2 d(G,A"), y lo mismo ocurre con los otros dognices. Esto implica qué’(A) =
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A, N(B) = B'y h'(C) = C'. Aligual que antes, comel, B y C pertenecen a la
circunferencia circunscrita, se sigue gile B’ y C’ pertenecen €.

Por tanto, los seis punto§, B, C’, A”, B”,C"” estn en la misma circunferencig,
de centroN. Es nés, podemos llevad’ en A” por la afinidadf = »” o (1/)7!, que
es una homotecia de @z —1, es decir, una simé# central. Aderas, comof(N) =
R"((W)~1(N)) = h"(D) = N, se sigue qu¢ es la simefia central de centrd/, luego A’
y A” son diametralmente opuestos@&nY lo mismo ocurre corB’y B”,y conC’y C".

Porultimo, recordemos qué™, By C" son los pies de las alturas correspondientes
aA, By C. Como las alturas son perpendiculares a los lados opuekérgydoA’ A A
es unangulo recto. Pero comd’ y A” son los extremos de unatnetro de, el teorema
demostrado anteriormente nos dice gifetambin esé enC, y lo mismo ocurre coB3”
y conC". Por tanto, los nueve puntos @sten la misma circunferencia, cuyo centro es
el punto mediaV entre el ortocentro y el circuncentro, y cuyo radio es la dhital de la
circunferencia circunscrita@.£.D.
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