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Tema 3. Espacios vectoriales

3.1. Espacios vectoriales: Definion y ejemplos.

Seguiremos, en lo sucesivo, denotandokpan cuerpo arbitrario, que para nosotros puede
suponerse que €3, R, C.

Definicion.— Seak un cuerpo,0 y 1 los elementos neutros de la suma y el producto,
respectivamente. Un espacio vectorial sohriambéen denominadé—espacio vectorial,
es un conjuntd’ con dos operaciones: una interna, denominada suma y netadatra
externa, dé: x V enV, denominada producto por escalares y denotgddgor simple
yuxtaposicbn), verificando:

(@) (V,+) es un grupo abeliano.
(b) El producto por escalares verifica, para cualesquigree V, o, G € k,
(0.1) a(u+v) = au+ av.
(b.2) (a+ pB)u = au + Pu.
(b.3) (aB)u = o Bu).
(b.4) 1u = u.
Los elementos d& se denominan vectores y los decomo de costumbre, escalares.

Notacion.—Usaremos las notaciones siguientes, dadb—espacio vectoridl’:

(@) Los elemento$” se denotan con letras subrayadase V.

(b) Dadov € V el inverso aditivo esinico y ha de ser igual necesariamente-a)v.
Se notad —v. Asi mismo, taml&n notaremos + (—v) = u — v.

(c) El elemento neutro de la suma ¥rse denotax 0.

Proposicion.—Seal” un k—espacio vectorialy, v € V, «, 5 € k. Se verifican las siguien-
tes propiedades:

(@) a0 =0, 0u = 0.
(b) a(u—v) =au—av, (a — B)u = au — Bu.

(©) (—a)u = —(aw), a(—u) = —(aw).
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(d) au =0 implicaquea =006u = 0.

Demostracbn.—Todas las demostraciones son elementalédoyrequieren el uso de
las propiedades axiamticas dek y V. Hagamos por ejemplo el primer apartado de (a).
Para ello tomemos un € V cualquiera, y urx € k£ no nulo (el casa = 0 es el segundo
apartado). Entonces

1 1 1
z+tald=a—z+al=a (x+0> =« <x> =,
(0% (0%
por lo quea0 = 0.
Para finalizar haremos el segundo caso de (c). Para ello dadost y u € V,
consideramos
au+ a(—u) = a(u + (—u) = a(u —u) = al = 0,

lo cual prueba que(—u) es el inverso aditivo deu, esto es;—(au).

Las restantes pruebas son buenos ejercicios para que tosadse habiten a usar
las propiedades de forma rigurosa, sin apoyarse en losres@dos que egh acostum-
brados.Q.£.D.

Ejemplos.—Notemos que, para dar un espacio vectorial, es necesariolaroente dar

un conjunto, sino las dos operaciones. Veremos a contidmiabgunos ejemplos proce-
dentes de diversos campos de las materas, aunque no daremos las demostraciones,
por apartarse del temario de esta asignatura.

(@) El ejemplo fundamental serel espacio nuarico n—dimensional definido como
sigue: el conjunto base es

k" ={(a1,...,a,) | a; € k},
y las dos operaciones son:
(al, T, &n) + (bl, .30 bn) = (Cll + bl, vy Qi + bn),

alay, ..., a,) = (aay, ..., aay).

Con estas operaciones comprobar las propiedades de espeatndal es elemen-
tal. Este ejemplo incluye los casosasconocidos (gicos?) hasta ahora por los
alumnosR?y R3.

(b) Supongamos que tenemos dos cuefpas K, de tal forma que, dados dos ele-
mentos cualesquiera énsu suma y su producto son iguales si se consideran como
elementos dé& y si se consideran como elementos/de Entoncesk es unk—
espacio vectorial con las operaciones:

e Dadoso, 5 € K,a+ feslasumaei.

e Dadosa € k C Ky € K, el producto por escalaress es el producto en
K.

(c) ElconjuntoM(m x n; k) es unk—espacio vectorial con las operaciones usuales de
sumay producto por escalares, como vimos en ladec2i2.
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(d) SeaAX' = 0,; un sistema de ecuaciones lineales hoemagp enn variables.
Consideremos el conjunto de solucioes- k™, dotadas con las mismas opera-
ciones de suma y producto por escalares que definimé¥& ekntonced. es a su
vez unk—espacio vectorial.

(e) El conjuntok[X], con la suma de polinomios y el producto por escalares usual,
es unk—espacio vectorial. De hecho, comals se consideran los productos de
escalares por polinomios, el conjunto

k[X]r = {p(X) € k[X] | graddp) < r} U {0}
tambén es urk—espacio vectorial.

(f) El conjunto de funciones continuas (diferenciablespiian—integrables,...) en un
abierto(a, b) C R es unR—-espacio vectorial.

(g) Una ecuadn diferencial lineal homagnea es una exprési de la forma
ao(@)y™ + ar(z)y" ™V + ..+ an_1(2)y + an(x)y = 0,

dondeay(z), a;(z), ..., a,(z) son funciones continuas &, y es una fun@n deR
enR a determinar e/,v", ...,y" ',y son sus derivadas sucesivas. Usando las
propiedades de la derivada @sif ver que el conjunto de soluciones de la eciaci
diferencial es umR—espacio vectorial.

(h) El conjuntoV = {0} es unk—espacio vectorial para cualquier Es el menor que
existe, ya que por s€¢¥/, +) grupo debe existir elemento neutro de la suma.

() De manera similar al ejemplo (e), consideremo&riablesr,, ..., z,, y el conjunto

W ={f(z1,....,2n) =121 + ... + apz,, | a; € k}

Este conjunto es un espacio vectorial con la sumay el progumtescalares habi-
tuales. Por motivos que luego veremos, se denomina el esphaai dek™.

3.2. Dependencia e independencia lineal.

Definicion.—Seal” un k—espacio vectorial. Diremos que= V' es combinadn lineal de
vy,...,0,, € V siexisten escalares, ..., o, € k verificando

V=10 + ... + @0,

Ejemplos.—Algunos ejemplos elementales son:

(a) El vector0 es combinadn lineal de cualquier conjunto de vectores. De forma
similar, un vecton € V' siempre es combinam lineal de cualquier conjunto de
vectores que contengava
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(b) Cuandol/ = k", consideramos el conjuntg,, ...,e, } dondee; es el vector que
tiene todas sus componentégxcepto lai—€sima, que es uh. Entonces, dado
(a1, ...,a,) €V,

(a1, ...,a,) = are; + ... + ane,,

por lo que todo elemento dé es combinadin lineal dee,, ..., ¢,,.

(c) SeaV = M(m x n; k)y seaE;; la matriz que tiene todos sus elemerii@xcepto
el (i, j), que esl. Entonces, aogamente, para cualquidr= (a;;) € V,

Definicion.—SeaS = {vy, ...,v,,} C V. Diremos queS es un conjunto linealmente de-
pendiente (o que los vectores ..., v,, son linealmente dependientes) si existen escalares
a1, ..., a, € k no todos nulos tales que

a1, + ... + apy,, = 0.

Esto es,S es linealmente dependiente(sies combinadn lineal no trivial de los
elementos dé.

En caso contraria$ se dice linealmente independiente. Estags,.., v,, son lineal-
mente independientes cuando

a0+ oo, =0 = oy =...=a,; =0.

Ejemplos.—Veamos ejemplos de dependencia e independencia lineal.

() Si0 € S, S ha de ser linealmente dependiente.

(b) Si S es un conjunto linealmente dependiente, cualquier comj(imito) 7" que lo
contenga tamkén es linealmente dependiente. Del mismo modo, cualguieosd
junto de un conjunto linealmente independiente es lineaten@dependiente.

(c) En particular, el conjunto vaez es linealmente independiente.

(d) Dado un vector # 0, el conjunto{v} es linealmente independiente.

Proposicion.—Seas = {v,, ..., v,,} C V. Entonces:

(@) S es linealmente dependiente sigissi existe un tal quev; depende linealmente
degh "'722'—1’22’—&—17 coey Uppy -

(b) S es linealmente independiente si§le si nindin v; depende linealmente de los
restantes vectores de



Algebra Lineal y Geometrfa. Departamento de Algebra. http://www.departamento.us.es/da

Demostracbn.— Es claro que probar (a) prueba (b) y viceversa, pues uno esla n
gacbn del otro: demostraremos entonces (a). En primer lugasnglipmos queS es
linealmente dependiente: por tanto existen..., a,, € k no todos nulos tales que

a0, + ... + apy,, = 0.

Si suponemos que; # 0, entonces la igualdad anterior se puede traducir en

v; = (qvy + oo+ Q10 + Vi F e+ ),

(2

por lo quey, es combinadn lineal de los restantes.

Ahora supondremos que aigv,; es combinadin lineal de los restantes vectores de
S,
Y; = 61@1 + ...+ 6j_1yj_1 + ﬂj+1ﬂj+1 + ...+ ﬂmﬂm.

La expresdn anterior se traduce en

0= 0wy + - + 851051 — ¥ + Bjrljpr + - + B,

por lo qued es combinadn lineal no trivial de los vectores dg ya que el coeficiente de
v; esnonulo.Q.£.D.

Observacibn.—Consideremos el ejempld = k", y searw, v, ..., v,,, dados por
v= (o1, n) 5 = (Buis s Bri) -

Entonces, por las propiedades del rango estudiadas erctasres 2.6. y 2.8., sabe-
mos quev es combinadn lineal dev, ..., v,,, Si y $lo si

Bir - Bim i o Bim 1
rg : : =rg : : ;
ﬁnl ces ﬁnm ﬁnl ﬁnm O

Aplicando esta misma propiedad veces deducimos entonces ajg, ..., v,,} €s
linealmente independiente si §le si

511 ﬁln
. . = m,

rg : :
ﬂlm ﬂnm

lo que prueba, en particular, que un conjunto desrden vectores no puede ser lineal-
mente independiente étrt.

3.3. Sistemas generadores. Bases.

Definicion.— Seal” un k—espacio vectorials C V' un subconjunto no necesariamente
finito. Diremos quesS es un sistema generador Wesi todov € V' es combinadin lineal
de un subconjunto finito dg.
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Si existe un sistema generador finitd,se dice de dimengn finita. En ese caso, la
definicion de sistema generador se puede simplificar para decif giiito, es sistema
generador si y@o si todo vector dé&” es combinadin lineal de los vectores de

Ejemplos.—Veamos algunos de los ejemplos que hemos estudiado hastacaleoson
de dimengn finita.

(@) Elespacid” = k™ es de dimenséin finita, ya que todo vector es combinatiineal
de{e;,...,e,}.

(b) El espacid/ = M(m x n; k) tambén es de dimengn finita, ya que toda matriz
es combinadn de las matrices’;;, que sonnn en total.

(c) ElcuerpaC comoR—espacio vectorial es de dimebsifinita, ya que todo complejo
es de la formav + 1, cona, 8 € R, por lo que el conjuntd1,:} es un sistema
generador d€.

(d) El k—espacio vectoriak[X], es de dimensin finita, ya que todo polinomio
de grado menor o igual que se puede escribir como combindweilineal de
{1,X, X2, .., X"},

(e) Elk—espacid/ = {0} admite como sistema generadof a (), y a{0}.

(f) El espacio dual dé" admite como sistema de generadorésa..., z, }.

Observacbn.—Si S1, S, son dos subconjuntos finitos dietales queS; es sistema gene-
rador y todo vector d€, es combinadn lineal de vectores dg,, S; también es sistema
generador: basta escribir un vector cualquier como coroliindineal de elementos de
Sy y sustituiréstos por las correspondientes combinaciones linealdsmetos de; .

Definicion.—Un conjuntoB C V' se dice una base si es un sistema de generadores lineal-
mente independiente.

Ejemplos.—Todos los ejemplos anteriores son bases de sus respedpas@s vectoria-
les, salvo{0} en (e). Para dar otro ejemplo de sistema generador que n@asedasta
ampliar alguno de los conjuntos anteriores casmectores. Demos un ejemplo menos
elemental.

Una base dé&[X] es el conjunto (infinito) 1, X, X2, ...}, porque todo polinomio es
combinacbn lineal (finita) de estos vectores y son linealmente indeigates por que
una combinadin lineal finita de ellos igualada @debe tener todos sus coeficientes
forzosamente.

Daremos a continua@n un resultado esencial, que combina los dos concepiss m
importantes estudiados hasta ahora: independencia lnsigtema generador. Antes
probaremos algunos resultados auxiliares.

Lema |.— Seany,, ..., v,, linealmente independientes,c V. Siwv no es combinadin
lineal dev,, ...,v,,, entonces, v,, ..., v, son linealmente independientes.

Demostracbn.— Por reducdn al absurdo, si, v, ..., v,, fueran linealmente depen-
dientes hallaamosg, o, ..., a,, € k no todos nulos tales que

pu + aqvy + ... + app, = 0.

8
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Ahora bien, si3 # 0 tendiamos que es combinadin lineal de log;, contradiciendo
las hipdtesis. Por tanto ha de sér= 0, pero eso implica que existe una combidaci
lineal de losy, igualada &), con no todos los coeficientes nulos.iAs, ..., v,, son lin-
ealmente dependientes y llegamos taémba contradicéin. Esto prueba el resultado.
Q.ED.

Lema Il.— SeanT’ C S C V conjuntos finitos de tal forma quE es linealmente inde-
pendiente yS es sistema generador. Entonces extstbase dé/ tal queT € B C S.

Demostracbn.— Consiste en aplicar reiteradamente el lema |, de la sigufentea:
llamemos
T={uy, .., u.} C{uy,..,4u,0;,...,u,} = S.

Empecemos tomandg, = {u,,...,u,} e iremos &adiendo vectores d¢\ 7' o no,
siguiendo el siguiente proceso.

Miremos primero siv; es combinadn lineal de los elementos d&, (por ahora,
By, = T). Sino es combinadn lineal lo @adimos aB, y, si lo es, no lo Aadimos.
En cualquier caso, repetimos el proceso con;, ..., v,. Cuando hayamos realizado las
s comprobaciones yfgdido los vectores que sean, defininfos ;.

El resultado es obviamente un conjutit@ue verifical’ C B C .S, por construcd@n.
Ademas, por el lema I5 es linealmente independiente, ya diyese mantiene linealmente
independiente en todos los pasos del proceso. Resta v&r egisistema generador te
Para ello notemos que todos los elemento$ den combinadn lineal de los elementos
de B, bien porque eénh en3 bien porque, si no edh enl3, es porque son combin&ci
lineal de vectores dB. Como hemos indicado, esto implica g8es sistema generador.
Q.ED.

Proposicion.—Seal” un k—espacio vectorial de dime#si finita. Entonce$” admite una
base finita (esto es, con una cantidad finita de elementds).awh:

(a) Todo sistema generador finito contiene una base.

(b) Todo conjunto finito linealmente independiente se pwadpliar a una base finita.

Demostracbn.—Claramente (ap (b) implican la existencia de una basé @se nos
limitaremos a probar ambas afirmaciones.

Para probar (a): dado un sistema generador fifjjiioasta entonces aplicar el lema I
ala situaddn () C S para obtener una base finita contenidaben

Para probar (b): dado un conjunto linealmente indepergli€ntconsideramos un
sistema generador finito cualquiera (debe existir poi’sde dimensbn finita) S y apli-
camos el lema Il a la situam 7" C T'U S, que es sistema generador por contenér a
Q.ED.

3.4. Teorema de la base.

Esta lecabn se dedica fundamentalmente a probar el teorema de larbasétado fun-
damental para todo lo que sigue, que taanbiequiere resultados auxiliares. De ahora

9
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en adelante, salvo expresa mé@mcen sentido contrarid, representar un k—espacio
vectorial de dimenéin finita.

Lema | (Lema del intercambio).— Seaa € V un vector distinto dé& que es com-
binacibn lineal dev,,...,v,,. Entonces existe uhtal quev, es combinadin lineal de
Uy, "'7Qi—17QaQi+17"'aQn'

Demostracbn.—Comoa # 0, en la expresin
a = U + ... + U,

debe existir, forzosamente, un # 0. Entonces

—1
v =— (1vg + oo+ 10 — @+ QiU + Ly,
3

lo que prueba el resultad@.£.D.

Lema Il.— SeanB = {u,,...,u,,} una base d& y A = {v,,...,v,} un conjunto lineal-
mente independiente. Entonces. m.

Demostracbn.— Por el lema del intercambio, comg es combinadn lineal de los
elementos d&, podemos intercambiarlo con uno de los elementoS,g@gngamos con
u;. Obtenemos entonces un nuevo conjuiio= {v,,us, ..., u,,}, que es de nuevo
sistema generador como lo &fa porque todo elemento d& es combinadin lineal de
los elementos dB;.

Por tanto, come, es combinadin lineal de los elementos @&, podemos intercam-
biarlo por un elemento dB;. AUn mas, podemos tomar para intercambiar un vector de
B; que no sea;.

En efecto, si nos fijamos en la demostéacdel lema del intercambio, veremos que
podemos tomar cualquier vector B¢ que tenga coeficiente no nulo en la exprasie
v, como combinadin lineal. Si elunico vector disponible fuerg,, tendiamos

Uy = 1V,

con lo queA seiia linealmente dependiente, contradiciendo laéteigis. Por tanto pode-
mos tomar uno de log,;, : = 2,...,n. Por comodidad de notdm, supondremos que
tomamow, y definimos

By = {217227Q3O-~7@m}7

gue sigue siendo sistema generador, pat@yas razones qus .

Pasamos entonces al caso@g#ro, suponiendo que tenemos un sistema generador
Bi = {Ql, ...,Qi,ﬂi_i_l, ,Qm} .

Por el lema del intercambio, comg, ; es combinadin lineal de los vectores dg,
podemos intercambiarlo con uno de esos vectores. Peropsidiera ser intercambiado
por uno de losy;, j =i + 1,...,m, Sefa porque

Vi1 = V) + ... + Q0

por lo queA seiia linealmente dependiente, en contra de laétefs. Aspues podemos
intercambiam;, . ; con uno de los:; y supondremos que es, ;. Asi definimos

Bi—i-l - {QD vy Ui, Ui o, 7Qm} )

10
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gue sigue siendo sistema generador.

Podremos seguir de esta forma hasta llegariaimo entrem y . Supongamos que
r > m Y lleguemos a un absurdo para probar el resultado. En efgeto; m podemos
construir un sistema generador

B’m = {le 7Qm} )

y alin existian vectores end que, forzosamente, dependerde los que esh ens,,. Asl,
A es linealmente dependiente, contradiciendo ladtbgis.Q.£.D.

Corolario.— SeaV un k—espacio vectorial, no necesariamente de dindenBnita. Si
existe un conjunto infinito linealmente independiente, ojuotos linealmente indepen-
dientes finitos pero arbitrariamente grandéso es de dimenén finita.

Demostracbn.— En efecto, la proposion de la lecdn anterior, junto con el lema
gue acabamos de probar, implica que erkdaspacio vectorial de dimeasi finita, los
conjuntos linealmente independientes tienen un cardowhdo por el cardinal de una
base finita arbitraria@.£.D.

Observacbn.—El k—espacio vectoridt| X | no es de dimenén finita. Por tanto, tampoco
lo es el espacio de funciones continuas (derivables, iabdes,...).

Teorema de la base.-SeaV/ un k—espacio vectorial de dimeiasi finita. Entonces todas
las bases d& tienen el mismo mero de elementos.

Demostracbn.—Sean’3; y B, dos bases distintas d& con cardinales respectives
y ny. Entonces, por sd8; linealmente independiente; < n, y por serl3; linealmente
independiente, < n;. Asli ny = ny. Q.£.D.

3.5. Dimenson. Coordenadas.

Esta lecadbn esh dedicada por entero a explotar consecuencias del teorer@abdse:
entre ellas los conceptos fundamentales de dirbanscoordenadas.

Definiciobn.—Seal” un k—espacio vectorial (de dimesi finita). El rumero de elementos
de una base cualquiera tese denomina dimensn deV/, denotadalim (V).

Ejemplos.—En los ejemplos usuales, tenemos las siguientes dimessione

(@) dim(k") = n.
(b) dim({0}) = 0.
(c) dim(k[X],) =r+ 1.

(d) dim(M(m x n;k)) = mn.

(e) La dimengin del espacio dual d&" esn.

Proposicion.—Seal” un k—espacio vectorialim (V') = n.

11
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(a) Todo conjunto de vectores linealmente independiente es una base.
(b) Todo conjunto de &s den vectores es linealmente dependiente.

(c) Todo sistema de generadores @ovectores es una base.

(d) Todo sistema de generadores tiene, al menwsctores.

(e) SilV es otrok—espacio vectorial)/ C V, W es de dimenéin finita ydim(1W') <
dim(V).

(f) Si W c V son dosk—espacios vectoriales con la misma diménsV = .

Demostracbn.—Es obvio que (a) y (b) son equivalentes,@smo (c) y (d). Haremos
por ejemplo (a), ya que (c) es@ngo. En efecto, s es un conjunto de vectores
linealmente independiente, se puede extender a una basea tGdabase ha de tener
elementosA es necesariamente una base.

Veamos ahora (e). S’ C V, tomamos una basg de /7. Aunque no podemos
decir nada acerca de si genera o no tddasi podemos asegurar ques un conjunto
linealmente independiente dé ya que esto@o depende del conjunto y de no del
espacio vectorial en el que ashmerso el conjunto. AsB puede extenderse a una base
B’ deV. Por tanto, comd’ ha de ser finitall” es de dimenséin finita y

dim(W) = 4(B) < #(B) = dim(V).

Veamos poiltimo (f). En efecto, siV C V, tomamos como antes una bdsde W/
y la extendemos a una ba8éde V. Dado quelim(WW) = dim(V'), ha de se3 = B'Yy,
por tanto,3 genera/, de donddV = V. Q.£.D.

Observacbn.—El concepto de coordenadas respecto de una base es uno dsliospor-
tantes: es particularmente esencial que el alumno distinga vectores y coordenadas; si
es necesario ponien@mfasis en los ejemplos distintos depara acentuar la diferencia.

Proposicion.— SeaB = {u,,...,u,} una base dé&’, v € V. Entonces existen unos
escalaresinicosay, ..., a,, € k tales que

v =oUuy t ..o,

Demostracbn.—La existencia dey, ..., a,, est garantizada por el hecho de dsies
sistema generador dé. Para probar la unicidad supondremos guse puede expresar
de dos formas distintas como combir@clineal de los elementos d&

V= Uy F ...+ o, = By + ..+ B,
Entonces ha de ser

Q == (al - 51)@1 + ...+ (Oén - ﬁn)um

de donde, al sef linealmente independiente,
O‘l_ﬂlz-‘-:an_ﬁn:()?

12
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estoesqy;, = g; parai = 1,....,n. Q.£.D.

Definicion.—En la situaddn de la proposiéin, lan—upla(a, ..., a,,) € k™ se denominan
coordenadas decon respecto &, y se denotdv)z.

En (numerosas) ocasiones abusaremos de la batgctonsideraremos las coorde-
nadas indistintamente come-upla(as, ..., a,,) y como matriz de ordehx n, (o ... a,).

Proposicibn.—Seal” unk—espacio vectorial3 = {u, ..., u,,} unabase d&’; v, vy, ..., v,,
vectores dé/. Son equivalentes:

(@) v es combinadn lineal devy, ..., v,),.

(b) (v)s es combinadin lineal d&(v, )z, ..., (v,,)5-

Demostracibn.—Denominemos
(Q)B = (ala ceey Oén) ) (yz)B = (ﬁilv ceey /an) ) 1= 17 ceey T

Entonces si tenemos

m
=D Vil
=1

m n

Z%‘ Z ﬁij@j = Z(%ﬂij)@ja
j=1

S

i=1 %,J

por lo que, por la unicidad de las coordenadas,

(1,0, ) = <Z Yili1, -5 Z%ﬂm) = Z%’ (Bit, - Bin) »
i=1 i=1 i=1

y la otra implicacdn es aaloga.Q.£.D.

Corolario.— Dados vectores, vy, ...,v, € V' y escalares, ..., a;, € k,
p

V= zp:laivi — (V)= Z@i@z‘)lﬁ

7 =1

Observacbn.—A partir de este corolario es directo ver que la dependencidependen-
cia lineal de un conjunto de vectores o el hecho de ser o rensasgenerador se pueden
ver a partir de las coordenadas respecto de una base cualquie

3.6. Cambios de base.

En esta secoin trabajaremos caki* como espacio de coordenadas dé:xespacio vecto-
rial arbitrarioV de dimensdnn. Como ilustraddn primordial de la diferencia conceptual
entre vectores y coordenadas, estudiaremos a fondo lérkatre coordenadas respecto
de distintas bases.

Observacbn.—En el casd’ = k", un conjunto de: vectoresS = {vy, ..., v,,} dados por
v; = (ah-, ey CLm)

13
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es una base si yoto si
a1 A1p

£ 0.

Ap1 ... QApp
Veamos por geé.

Para empeza$ es sistema generador porque todo vectoV' des combinadin lineal
de sus elementos, como se puede apidamente por el criterio dado en 3.2.: ning
vector que Badamos a la matri@:;;) puede hacer crecer el rango.

Ademas son linealmente independientes, porque el rango de t&rgaé forman es
n 'y, Si retiramos una fila, el rango disminuye obviamentel, Asguno de los vectores
depende linealmente de los restantes y el conjunto ha deeainhente independiente.

Esta observadn, llevada al caso general, arroja el siguiente resultado.

Proposicion.—Seal” un k—espacio vectorial de dimesin, B una base cualquiera dé
Yy uq, ..., u,, UN conjunto de vectores tales que

(gj)lg = (A1, ey Anj) -

Entonces{u,, ..., u, } son base d& siy lo sidet(a;;) # 0.

Demostracbn.— El resultado se sigue de combinar la obse®aanterior con la
Ultima de lalecdn 3.5.9.£.D.

Vamos a tratar ahora un tema distinto: $&an k—espacio vectorial de dimelsin,
B={uy,...,u,}yB ={v,...,v,} dos bases d&. Estudiaremos la rela@mn que existe
entre las coordenadas de un mismo vector respectoydge 5.

Proposicion.—En las condiciones anteriores, sea 1/ con

(Q)B = (alv ...,Oén), (Q)B/ = (517 -~-7ﬁn)7

y sean
(QZ-)B' = (C1z‘7 ey Cni) )

las coordenadas de los vectoredtespecto dés’. Entonces

€11 .- Cip aq 61

Cn1 e Cnn ap ﬂn

Demostracbn.— Basta aplicar la definidon de coordenadas respectoffly 5’ y la
unicidad deéstadiltimas. En concreto, tenemos que

n n n n n
D TR 9O D S B ol o P
i=1 i=1 1 1

= j=1 \i=
por lo que la coordenada-€sima de respecto dé8’ es precisamente

a1Cj1 + ...+ ApCijn = ﬁj?

14
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de donde se tiene el enunciad®.£.D.

Definicion.— En las condiciones del enunciado, la maffiz) se denomina matriz de
cambio de base dé a B’ y se denota porM (5B, B'), esto es

M(B,B')(v)p = (v)p-

Observacbn.—La matriz M (B, B’) esunica verificando la condién de la proposiéin.
En efecto, para questa se cumpla sobre los vectoresddes inmediato comprobar que
las columnas de la matriz han de ser las coordenadas de inerdtes de3 respecto de
B

Observacbn.— Notemos que, como e/ (B, 5') aparecen, por columnas, las coorde-
nadas de una base respecto de otra, la matriz ha de serhle/ein particular, por el
resultado anterior y la unicidad que acabamos de enuneitigre que

M(B,B)' = M(B,B).

3.7. Subespacios (I): Definién y ejemplos.

Definiciobn.— Seal” un k—espacio vectorial, no necesariamente de dindenfnita. Un
subconjuntol. € V' se denomina un subespacio vectorial si es, a su vek;-aspacio
vectorial con las mismas operaciones definidag en

Ejemplo.— Si consideramo$) C R, vemos quel) es un subespacio d& como Q-
espacio vectorial, pero no coni-espacio vectorial pues con la suma y el producto por
escalares reald no es espacio vectorial.

Proposicion.—Seal C V, L # (). Son equivalentes:

(&) L es un subespacio vectorial te

(b) Dadosu,v € LYy a, 3 € k cualesquiera, se tiene que + [fv € L.

Demostracbn.— Haremos por separado las dos implicaciones, ya que sonia&senc
mente distintas en su estrategia.

(a) = (b)|Esta implicaddbn es sencilla: comé esk—espacio vectorial, el producto
de un escalar por un vector deha de estar ef, asd como la suma de vectores depor
lo que se tiene (b).

(b) = (a)| Entre elementos dé tenemos definida una suma, por ser a su vez ele-
mentos dé/. La hipotesis (b), para = § = 1, asegura que esta suma es una op@naci
interna. A$ mismo, el producto de un vector depor un escalar arbitrario es de nuevo un
vector del, tomando en (b) el casd = 0. Por tanto, tenemos definidos £runa sumay
un producto por escalares.

Casi todas las propiedades que debe verificpara selk—espacio vectorial se veri-
fican inmediatamente porque se verifican en todddlo hay que verificar que € Ly

15
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que, dada: € L, —u € L. Pero la primera afirma@n se tiene porelcaso= 5 =0y
la segunda por el caso= —1, 5 = 0. Q.£.D.

Corolario.— Si L es subespacio vectorial, cualquier combibadineal de elementos de
L debe estar en.

Ejemplos.—Veamos algunos ejemplos en los casos conocidos.

(a) Dado cualquiek—espacio vectoridl’, el propioV'y {0} son siempre subespacios
vectoriales dé” (denominados impropios o triviales).

(b) SeaAX' = 0,,x; un sistema homdmeo den ecuaciones lineales enincognitas,
L el conjunto de sus soluciones. Entondess un subespacio vectorial d&. En
efecto, si tomamos dos solucionesy v, y dos escalares, § € k,

A(au+ Bv)' = adu’ + BAV = 0y

(c) Las matrices diagonales, las triangulares superiotas tyiangulares inferiores de
ordenm x n, son subespacios vectoriales.8€m x n; k).

(d) Las funciones derivables & son un subespacio de las funciones continuak.en

Observacbn.—Un ejemplo esencial es el siguiente: dadditespacio vectoridl” y un
subconjunto de vectore$ definimos el subespacio generado gocomo

{z € V' | z es combinadn lineal de un subconjunto finito dé&} ,
denotadd.(A) 6 (A). SiA = {v,,...,v,,}, tambEen se nota&x L (v, ..., v,,) 0 (v, ..., 0,,)-
Proposicion.—Seal” un k—espacio vectorial de dime®si finita, A C V. Entonced.(A)
es el menor subespacio vectorialldeue contiene al.

Demostracbn.— Veamos primero que.(A) es subespacio vectorial: para ello
tomemosu, v € L(A)Yy «, 5 € k. Por definicon existen vectores,, ..., u,, vy, ...,v, € A
y escalaresq, ..., V., 01, ..., 05 € k tales que

T S

=) v, v=Y 0,
=1 =3l
Pero entonces ; .
au+fu=>Y ayu + Y B,
=1 =1

esto es, es combindxi lineal de una cantidad finita de vectoresAd@or lo quenu+5v €
L(A).

Ahora hemos de probar qug A) es el menor subespacio que contien, gara lo
gue tomaremos un subespadiatal que A C Ly veremos que.(A) C L. Esto es
sencillo, ya que, si € L(A), existena,, ...,a, € Ay oy, ..., € k tales que

v =aoaay + ...+ oq,.

Pero, comay, € A C L, v es combinadin lineal de elementos dey, por tanto, est
enL. Q.ED.

Corolario.— En las condiciones anteriores:
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(a) A siempre es sistema generadoridel). En particular,L(A) = V siy Slo si A
es sistema generador te

(b) SiA C B, entonced.(A) C L(B).

(c) L(0) = {0}
(d) SiA es un subespacio vectoridl(A) = A.

Demostracbn.—Todas las pruebas son triviales a partir de la proposic.£.D.

3.8. Subespacios (Il): Sistemas de ecuaciones.

Hemos visto que el conjunto de soluciones de un sistema @&eieces es un subespacio
dek™y que, de algn modo, lo mismo da trabajar con krespacio vectorial de dimesi

n que conk™ como espacio de coordenadas respecto de una base fijada V&nemos

el otro lado de la cuesth probando que, fijada una base para tomar coordenadas, todo
subespacio se puede expresar como el conjunto de soludenessistema de ecuaciones
lineales.

Proposicion.— SeaAX! = 0,,.; un sistema den ecuaciones com incognitas, ho-
mogeneo, definido sobrk; L el subespacio vectorial d&" formado por las soluciones.
Entonces

dim(L) =n —rg(A).

Demostracbn.—Tomemos un menor de orden maximal, pongaman A y supon-
gamos que eatformado por las: primeras filas y columnas. Entonces, como en la
prueba del teorema de Ro@EH-Bbenius, consideramos el sistema equivalente de Cramer
formado por lash primeras ecuaciones en, ..., z,, consideranda;, ..., z,, COMO
palametros. Ag todo vector dd. es de la forma

n n n
v o= Z dax;, Z dio Ty, .. 4 Z dinTiy Thils ooy Tn
i=h+1 i=h+1 i=h+1
n
= Y zi(du,....,d,0,...,0,1,0,...,0),
i=h+1
con ell en la posicbni—esima. Denotemos

i = (dil, ...,dih,07 ...,O, 1,0, ceny O) s

parai = h+1,...,n.
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Lo anterior implica qud. = L(z1, ..., z,). Pero ader@s como

dhs11 dpy2n - dp
Api12 dpyop - dpo
dhi1n dpg22 oo dp B
S 0 ... 0 =n—h,
0 1 ... 0
0 0 ... 1

los z; son linealmente independientes y, por tanto, basé.dbe aqu, dim(L) = n —
rg(4). Q.£.D.

Observacbn.— Como es habitual, lo anterior se puede trasladar a cualgu&Espacio
vectorial de dimen$in n, una vez que hemos fijado una bdspara tomar coordenadas
con respecto a ella. Ahora veremos que, de hecho, esta famefiir subespacios se
puede utilizar en cualquier caso.

Proposicion.— Seal’ un k—espacio vectorial de dimedsin, L C V un subespacio
vectorial,5 una base d&. Entonces existe un sistema de ecuaciones hémemgl X' =
01 tal que

vE L <= (v)sessoludndeAX’ = 0,,.;.

Demostracbn.—Al ser L un k—espacio vectorial de dimeasi finita, podemos tomar
una base, ..., u, de L, con coordenadas respectolfieadas por

(Qi)B = (Cli7 .. B Cm).

Entonces un vector de coordenadasay@as(v)s = (x1, ..., x,) est enL siy Dlo
si es combinadin lineal de log.,;, lo cual se traduce en que

Cii @g-c CiB Ci1 ... Cig X1
gl : | =19 S
Cnl -+ Cps Cpl - Cps Tp

lo cual, a su vez, se traduce, usando por ejemplo&bdo del orlado, en que una serie
de determinantes, con una fila de indeterminadas, sean@o#sso es, en definitiva, un
sistema de ecuaciones lineales hogrup.

Observemos que, si tomamos una basé.de = dim(L) , la matriz de order x
n (c;;) tiene un menor no nulo de ordeny, por tanto, aparecen exactamente- s
ecuaciones, correspondientes arlas s formas posibles de orlar un menor de ordesm
una matriz(s + 1) x n,cons + 1 < n. Q.£.D.

Definicion.—En la situaddn de la proposiéin, el sistemal X’ = 0,,,.; S&€ denomina un
sistema de ecuaciones iriptas del.. Cuando rgA) = m el sistema se dir(linealmente)
independiente.

Proposicion.—Seal C V un subespacio vectorial, = dim(V), s = dim(L) y AX* =
0.,x1 UN sistema de ecuaciones ingitias del respecto de una base fijaaEntonces

n=s+rg(A).
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Demostracbn.—Todos los ingredientes de la prueba ya se han visto: un vestoen
L siy slo si sus coordenadas verifican el sistema y esto sucedek gislichas coor-
denadas son combinaci lineal den — rg(A) vectores de&" linealmente independientes
y que son soluciones del sistema. Los vectore® dpie tienen estas soluciones como
coordenadas son, entonces, una bask.de

Notemos que es un buen ejercicio para el alumno ver si es dapdistinguir, en esta
prueba, cando hablamos de coordenadas &mio de vectoreQ.£.D.

Observacbn.— Es crucial observar que, al basarse en las coordenadasstamaide
ecuaciones imjptitas del depende de la eledm previa de una base y un cambio de
base trae consigo obviamente un cambio del sistema de eneaci

Proposicion.—Seal” un k—espacio vectorial de dimelsin, By B’ dos bases d¥, L un
subespacio definido, respectoffi@or un sistema de ecuaciones ieias AX* = 0,,, ;.
Entonces un sistema de ecuaciones iaifals del respecto dé’ viene dado por

AM(B',B) X" = 01
Demostracbn.— El sistema anterior sarun sistema de ecuaciones incfihs deL

respecto de&3’ si verifica quev € L siy $lo si(v)s es soludbn del sistema. Pero esto
altimo sucede si y@o si

Omx1 = AM(B', B)(v) = A(v)3,

lo cual sucede si y&do siv € L. Esto prueba el resultad@.£.D.

3.9. Operaciones (I): Teorema de la dimenén.

En toda esta lecoin consideraremos us-espacio vectoridl’ de dimensinn.

Proposicion.— Sea{L;};c; una familia de subespacios vectorialeside Entonces el
conjunto
L=()L
i€l
es un subespacio vectorial.

Demostracbn.—Aplicando la caracterizagh de subespacios es mcil: tomamos
u, v pertenencientes & (en consecuencia a todos Ibg y «, 3 € k. Por ser todos log;
subespacios, tenemos que + Sv est en todos log; y, por tanto, erl.. Q.£.D.

Observacbn.— Como intersec@n de conjuntos que es, la interséetide subespacios
verifica las propiedades asociativa y conmutativa.

Observacbn.— Notemos, sin embargo que no siempre labunde subespacios es un
subespacio. Sitomamos, por ejemplo, los subespaciBs definidos por

Ly:2=0, Ly:x=0,

observaremos qu&, 0, 0), (0,0,1) € L;UL,, pero susuma no &sen ninguno de ambos,
por lo que no esten la unbn. Esto, como es costumbre en maitinas, definiendo una
nueva operadin que resulte lo &s parecida posible a la suma.
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Definicion.—Sean{ L; };c; una familia de subespacios @fe Entonces se define el subes-
pacio suma de la familia; como

ZLZ-:<UL1->.

el el
Equivalentemente, gi= {1, ...,n}, notaremos_,c; L; = Ly + ... + L,,.

Observacbn.— Obviamente}",.; L; es un subespacio, porque lo hemos definido como
tal. Adenas es trivial que, por ser el menor subespacio que contieaaiadn de los

L;, ha de ser el menor subespacio que contiene a todds .|dssi, la suma es, en cierto
modo, la operaéin mas pbxima posible a la udin.

Observacibn.—Por la forma de definirla, es obvio que la suma de subespagidica las
propiedades asociativa y conmutativa.

Proposicion.—En las condiciones anteriores, dados subespdgios,, L3, se verifica:

(@) Ly + Ly = {u; +uy | uw; € L;} (por supuesto, el enunciado&@ogo es @lido para
n sumandos).

(b) (Leyes de simplificadin) L; = Ly + (L1 N Ly) = Ly N (L1 + La).

(C) (Ley mOdUlar) S'Ll C Lg, Ll + (LQ N Lg) = (Ll + LQ) N L3

Demostracbn.—Probemos (a) y, para ello, denotemos moraeeamente

M = {u; +uy | u; € Li}.

Si tomamos un vector cualquiera €, pongamos han de existit, € Ly, us € Loy
verificandov = u; + u,. Pero, por sel.,, L, C L, + Ly y serL; + L, subespacio, se
tiene quev € L + Ls.

Para ver la otra incluéh tomaremos un vector cualquier fle + L, = (L; U Ly),
pongamosw. Como vimos entonces en 3.7, ha de ser combinawn lineal de una
cantidad finita de vectores dg U L, esto es

w =14y + ... + apa, + B1by + ... + B.b,

dondeg; € L1,b; € Lo, parai =1,...,ryj = 1,...,s. Entonces llamandg, = " o;a; €
L1y u, =3 B3;b; € Lo, tenemos el resultado.

Dejaremos (b), que es el enunciadasrsimple, como ejercicio, y probaremos una
de las inclusiones de (c), pues las dos son parecidas. Sej@oiplo, tomamog €
Ls N (Ly + Ly), eso quiere decir que

u € Ly y,adends, Ja, € Lq,a, € Ly tales quew = a; + as.

Entoncesi, = u — a; € L3 (recordemos que, € L; C Ls), por lo queu se puede
escribir como suma de dos vectores:€ L,y a, € Lo N Lz. Esto finaliza la inclugin.
Q.ED.

20



Algebra Lineal y Geometrfa. Departamento de Algebra. http://www.departamento.us.es/da

Sin duda alguna el resultado esencial que relaciona sunersenadn de subespacios
es el teorema de la dimebsi, que tendr a§ mismo sus variantes ge@tnicas.

Teorema de la dimensbn.—SeanL, L, subespacios d&. Entonces

dim(Ly 4+ Lo) = dim(Ly) + dim(Lg) — dim(Ly N Ly).

Demostracon.—Seal3 = {a,...,a,} una base dé, N L,. Como conjunto lineal-
mente independiente €n y L, puede ampliarse a sendas bases respectivas

By ={ay,...,a,b,...0,}, Ba={ay,....a,c, ....c.}.

Por definicon de dimengin basta entonces probar que
S=B1UBy ={ay,....,a,.by,....b,,¢1, ..., ¢, }

es base dé.; + L,. Es claro que es sistema generador, pues todo vectbr del, es
combinacdn lineal de vectores de, (que son a su vez combinaailineal de vectores de
B:) y de vectores dé, (armalogo). Veamos entonces gdees linealmente independiente.
Para ello consideremos

T

p q

Z oa; + Z ijj + Z e =0,
i=1 j=1 =1

y denotemos para abreviar los tres sumatorios de la izquaenthou, v, w, pertenecientes

respectivamente B; N Ly, L1 Y L.

Entonces, coma. + v = —uw, este vector edtenL; N L, y, por tanto, podemos

escribirlo como
p q p
Z Q;a; + Z ﬁj,j = Z 0ia;,
i=1 j=1 i=1

de donde (o, — d6;)a; + - B;b; = 0y, al ser3; base, esto implica que, — d; = 3; = 0
paratodoi = 1,...,py j = 1,...,q. Asl, u +w = 0, por serB3, base, obtenemos
finalmenten; =y, =0parai=1,...,pyl=1,...,r. Q.£.D.

Corolario.— Dados subespacids, ..., L; deV/, se tiene que

dim(Ly + ... + Ly) < dim(Ly) + ... + dim(Ly).

Demostracbn.—Ejercicio sencillo por inducéin ent. Q.£.D.

3.10. Operaciones (I1): Glculos. Suma directa.

Observacbn.— SeanlL; y L, subespacios de uk—espacio vectorial’ de dimensin
finita. A la hora de efectuaatculos expicitos de suma e interseéci hemos de partir de
datos diferentes: como hemos visto en la demogtradel teorema de la dimeasi, si
tenemos

Li=L(uy,...;uy), Lo=L(vy,...,u),

) =8
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es sencillo verificar que

Ll + L2 =L (glu vy Ug, Uy, "'7Qt) .

El caso de:m sumandos es atbgo. No obstante, hemos de ser cuidadosos en el sentido
de que, an en el caso de que los sistemas generadores escogidosaseand sistema
generador hallado al unirlo no tiene poreggerlo. Un ejemplo elemental puede ser tomar
L, =V'y Ly # {0} con sistemas generadores cualesquiera.

En caso de que queramos calcular la interéetdos sistemas generadoresidey Lo
no son de mucha utilidad ya géstos representan la faceta constructiva del problema (se
usan para crear vectores por combipadineal) mientras que la intersetnirepresenta
una operadn restrictiva. Por ello, es muchaasitil usar dos sistemas de ecuaciones que
definan respectivamentela y a L,. En efecto, ya que un vector estanl, siy slo si
verifica el primer sistema, y albgamente paré,, es inmediato ver que un vector @shn
LN Ly siy Olo si verifica ambos sistemas de ecuacione$, Ussistema de ecuaciones
de L, N L, se obtiene reuniendo ambos sistemas.

De la misma forma que en el caso de la suma, el escoger sistEm@Esuaciones
independientes no garantiza que el sistema obtenido patalsecodn sea de ecuaciones
independientes. El mismo ejemplo que pusimos anteriorgnte para este caso.

Veamos ahora una situéci particular que tiene numerosas aplicaciones.

Definicibn.—Seanl, Ly, Lo, ..., L,, subespacios vectoriales e Decimos qud. es suma
directadel,, ..., L,, (0 queL, ..., L, estin en suma directa) notado

n

1=1

si se verifican las dos condiciones siguientes:
@ L=L+..+L,.
(b) L; N (Z#i Lj) = {0} para cualquief.

En particular,L = Ly & Ly SiL = Ly + Loy Ly N Ly = {0}. Este caso es el que
aparecea con nas frecuencia.
Observacibn.—De la definicon y del teorema de la dimeisi se sigue que:

(@) SiLy,..., L, estn en suma directa, tan@n lo eshn cualquier subconjunto de ellos.

(b) dim(L; & ... & L,,) = dim(Ly) + ... + dim(L,,). (Induccbn enn trivial)

Proposicion.—Seal. = L, + ... + L,,. Las condiciones siguientes son equivalentes:
@L=L&..6L,.
(b) Paratodw € L existenUnicosu, € L1, ...,u, € L, tales ques = uy + ... + u,,.

(c) Para cualesquietd,, ..., B, bases respectivas ds, ..., L,,, B; U ... U BB, es base
delL.
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Demostracbn.—Como hemos de probar que cualquiera de los enunciados ingsica
otros dos, haremos la prueba siguiendo el esquemaap) — (c) = (a).

(&)= (b)| La existencia eétgarantizada por el hecho de que= L, + ... + L,,.

Para ver la unicidad, si tenemos= v, + ... + u, = v} + ... + u,, conw,;, u; € L,
tendiamos

w —uy = (U + ... +u,) — (Uy+ ... +u,) € LN (Z%) = {0},

j>1
por lo queu, = u. Para un cualquiera se procede @ngamente.

(b) = (c)| El hecho de qué#, U ...3, es sistema generador &@sfarantizado porque
L =1+ ..+ L, Hemos de probar que es linealmente independiente y, para el
tomamos una combinam lineal

T1 T'n
Q = ZO&MQU =+ ...+ Zcznlgm, Con@ji S Bj = {le, "'7Qj7”j} 9 Oéji € k.
i=1 i=1

Pero en la expresn anterior escribimo8 € L como suma de un vector de cabla
Sin embargo, otra forma equivalente de expresarlbed + ... + 0. Por la unicidad de
esta forma de expreasi (que es la hiptesis (b)) hemos de tener necesariamente

T1 Tn
Q - ZO&M@M = ... = Z&Tbigni?
i=1 =1

y, al ser lasB3; bases, tenemos que, para cualesquietal,...,n; i = 1,...,7j; oj; = 0
como queramos probar.

()= (a)|Seans, ..., B, bases respectivas dg, ..., L,,, verificandoselim(L;) =
r;. Sl es necesario, multiplicaremos algunos vectores de Bagdar escalares no nulos
para garantizar qu; N B; = () en cualquier caso. Entonces

dim (LZ- ny. Lj) = dim(L;) 4+ dim (Z Lj) —dim(L).

J# J#i

Pero, por (c)B; U ...B,, esbase dé y, obviamente3, UB;_; U..UB, 1 U...UB,
lo esde}’; ., L;, por ser linealmente independiente.iAs

dim (LiﬂZLj) =ri+y r;—> 1;,=0,

j#i J#i j=1
lo que prueba (a)Q.£.D.

Definiciobn.— Dados subespacids C L, diremos que.’ es un subespacio complemen-
tario deL enL, cuandoL, = L & L'.

Observacibn.—Por los resultados anteriores, una forma de calcular urspab® com-
plementario dd. en L, consiste en tomar una bag®,, de L y ampliarla a una basé de

Ly. Entonces los vectores @\ 5, forman una base de un subespacio complementario.
En particular, salvo qué sea un subespacio trivial dg, no existe urinico subespacio
complementario.

23



Algebra Lineal y Geometrfa. Departamento de Algebra. http://www.departamento.us.es/da

Ejercicios del tema 3

Ejercicio 1.— Se consideran los vectores siguientesRleéspacio vectoridR?:

{(37 2)7 (47 _1)7 (57 _2)}

¢.Son o no son linealmente dependientes?
Misma pregunta para los vectores siguienteRde

{(9,-3,7), (1,8,8), (5,—5,1)}
Y para los vectores siguientes Ré:
{(2,-1,5,7), (3,1,5,-2), (1,1,1,—4)}

Ejercicio 2.— SeaP(x) un polinomio de grada con coeficientes reales. Demostrar
que P(x) y susn primeras derivadas?'(z), P"(z), ..., P™(x) son linealmente in-
dependientes en &—espacio vectoriaR[z], (Idea: Fijar una base dB[z], y tomar
coordenadas).
Ejercicio 3.— En elR—espacio vectoridR*:

(a) Determinar\ tal que los tres vectores

a = (37 17 _47 6)7 b - (]-7 1747 4)7 c= (17 07 _47 >\)7
sean dependientes.
(b) Se consideran los vectores linealmente independientes
a=1(2,-2,3,1), b=(-1,4,—-6,-2).

Completar la familia{a, b} hasta una base d&’.

Ejercicio 4.— Determinar razonadamente la dimé&mside cada uno de |IdR—espacios
vectoriales de matrices con coeficientes reales y ondem siguientes:

e El espacio de todas estas matrices.

El espacio de las matrices diagonales.

El espacio de la matrices triangulares superiores.

El espacio de las matrices stnicas.

El espacio de las matrices antigtricas.

Ejercicio 5.—- Seas = {(1,0,1,3),(0,1,—1,0),(1,0,1,2),(—1,0,0,1)}. Probar que es
una base d&®*. Calcular las coordenadas de los siguientes vectores tespeéa base
B.

91:<1707170)7 Uy = (1717171)7 23:(17_17271)'
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Ejercicio 6.— Seal’ un K-espacio vectorial, y se8l C V. Demostrar los siguientes
enunciados.

1. SiS es un sistema linealmente dependiente V', entoncesS U {v} es lineal-
mente dependiente.

2. SiS es un sistema linealmente independiente ¢ S, entoncesS\{v} es lineal-
mente independiente.

3. Si S es un sistema de generadores ¥ V, entoncesS U {v} es un sistema de
generadores.

4. SiS es un sistema de generadores ¢ V' \ S, entoncesS U {v} es linealmente
dependiente.

5. Si S es un sistema linealmente independiente ¥ S, entoncesS\{v} no es
sistema de generadores.

6. Siuna base d¥ esh contenida dentro de otra, entonces son iguales.

Ejercicio 7.— SeaV un Q-espacio vectorial de dime®lsi 4, y consideramo® =
{wy, ug, us, uy b y B = {u/y,u5, 45,4, } dos bases d¥ relacionadas por:

lll = 221 + uy, — Us
llz = 2@1 +  us3 + 2@4
uy = w + uy —  ug
vy = - + 2u; + 3y

1. Se consideran los vectores cuyas coordenadas respdatbase= se dan:
ag = (1,2,0,1), by = (3,—1,2,1), cg = (0,1,-2,3), dg = (1,2, 1,2).
Determinar sus coordenadas respects’de
2. Se consideran los vectores cuyas coordenadas respdatbat®s’ se dan:
zp = (0,1,1,—1); gy = (2,1,0,1); zp = (—1,2,0,6).

Determinar sus coordenadas respectZde

Ejercicio 8.— A cada numero red asociamos la familia de dos vectores:

B(0) = {(cos(0),sen?)), (—sen?),cos(f))}.
e Demostrar que siempre es una baseRle¢spacio vectoridR?.
e Paraa y 5 nUmeros reales, hallar la matriz de cambio de basé(d¢ a 5(53).

e ;Cuales son las coordenadas del ve¢tior) en la basé3(7/3)?
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Ejercicio 9.—Sea) € R. SeaV/ () el subconjunto d& formado por los imerosz + 0,
conzx,y € Q.

e Demostrar qué’(#) es un subespacio vectorial d@+espacio vectoridR.
e ¢Que dimensbn tieneV/ (2)? ¢ Q& dimensbn tieneV/ (1/2)?

e Indicar la regla que da la dimeisi deV/ (¢), dependiendo del valor de

Ejercicio 10.—SeanV, W dosk—espacios vectoriales. Consideramos el producto carte-
sianoV x W'y, sobre sus elementos, las operaciones siguientes:

(v, w) + (U, W) = v+, w+w)

a(u, v) = (au, aw)
Demostrar que estas operaciones definen, sBbre I/, una estructura dé—espacio
vectorial. Si tenemos quém (V') = n, dim(IW') = m, hallar la dimengin deV" x W.

Ejercicio 11.—En elR—espacio vectoridR? se consideran los tres vectores:
Q = (1? 27 07 1)7b = (27 37 07 3)7Q = (37 27 17 2)

Seal el subespacio vectorial &* que generan. Hallar un sistema de ecuaciones lineales
gue defind’, es decir tal qué” sea su conjunto de soluciones. &Ces la dimengin de
V?

Ejercicio 12.— En el R—espacio vectoriaR* consideramos los subespacios vectoriales
siguientes ; definido por una familia de generadores, los otros por uersside ecua-
ciones impicitas):

- R B o — x4 = 0
Vi={((1,1,2,1),(2,2,0,2),(—-1,—1,6,—1)) Vg{ 6ry + 3 — 0
I + i) =0
V- T — X =p() Vi - Ty + x93 + 223 — x4 = 0
3 z3 + 6z4 = 0 Y0 3z, 4 3w, 4 223 + x4 = 0
Tr1 — i) =0

e Hallar la dimengin y una base dg&i, V5, V3 y V4.

e Hallar una base o un sistema de ecuacionesiait@é para cada uno de los sube-
spacios siguientes:

Vi+Ve, Vi+(VanVs), (Vi+Ve)NVs.

Ejercicio 13.—En elR—espacio vectoriaM (n; R), sedl’* el subespacio vectorial de las
matrices triangulares superiores]'y el subespacio vectorial de las matrices triangulares
inferiores. Hallar la dimenén deT* + 7.
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Ejercicio 14.—En el R—espacio vectoriaM = M(n;R) de las matrices cuadradas de
ordenn con coeficientes reales, consideremis| subespacio vectorial de las matrices
antisinericas, yS, el subespacio vectorial de las matricesé&tincas. Demostrar que

M=So A

Ejercicio 15.— Seal” el R—espacio vectorial de los polinomid¥x) con coeficientes
reales y grado @ximo 3. Hallar un complementario del subespaldiodefinido por:

W ={PeV|P0)=P1) =0}

27



