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Tema 2: Matrices. Sistemas de
ecuaciones lineales.

2.1. Definiciones. Matrices especiales.

Seak un cuerpo cualquiera (puede €rR o Q).

Definicibn.—Una matrizm x n definida sobre el cuerpg dondem,n € N, es una tabla
de mn elementos dé& dispuestos em: filas y n columnas. A la expre8n (sin operar)
m x n se la denomina orden de la matriz.

Una tal matrizA se denota de alguna de las siguientes maneras:

a1l a2 ... Qip

A 21 929 A9y,
- : : : = (i) 1<i<m, 1<j<n = (@i5)

Am1 Am2 ... Amn

usandose estaltima notacbn lo cuandan y n se conozcan sin amhigdad. Aspues,
un elemento geérico de la matrizA se denotax pora,;, queriendo esto decir que este
elemento ocupa la posar (4, j): fila ¢, columnaj.

El conjunto de todas las matrices de ordenx n definidas sobré se denota por
Mopsn (k) 0 bien porM(m x n; k).

Definicion.— Dadas dos matriced y B, definidas sobré, se did queA = B cuando
ambas tengan el mismo orden, pongamos n, y adenas,

a;; = b;;, paracualesquiera<i <m, 1< j <n.

Definicion.—SeaA € M(m x n; k) una matriz.

(a) Ladiagonal del son los elementos de la formg, paral < i < min{m,n}.

(b) A se dice cuadrada cuando= n. El conjunto de las matrices cuadradas de orden
n x n, definidas sobré, se denota habitualmente pbt(n; k).

(c) Una matriz cuadrada se dice diagonad,si= 0 cuando: # j, esto es, todos los
elementos distintos de(si es que hay) se encuentran en la diagonal.

!La teoiia de matrices definidas sobre anillos, si bien es muy irdatesy posee grandes campos de
aplicacbn, queda fuera de los objetivos de los primeros cursos ypmsecuencia, no la trataremos aqu
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(d) Una matriz se dice triangular superior (respectivaménferior) cuandaz;; = 0
cuanda > j (respectivamente< j), esto es, cuando todos los elementos situados
por debajo de la diagonal principal son nulos.

Ejemplo.— De todas las matrices diagonales de ordefa mas importante es sin duda
la denominada matriz identidad, usualmente denofadadefinida como la matriz dia-
gonal donde todos los elementos de la diagonall§@guivalentemente, como la matriz
I,, = (e;;) definida pore;; = 0;;, la delta de Kronecker (o de Dirac), que valeuando
coinciden sus stihdices y0 en otro caso).

La matriz cuadrada de ordemue tiend) en todos sus elementos se denomina matriz
nula y se denotarpor0,,. Asi mismo, notaremos,,,..,, a la matrizm x n con todos sus
elementos nulos.

Definicion.— Dada una matrizA € M(m x n; k), se define la matriz traspuesta de
notadaA’, como la matriz deV(n x m; k) cuyo elementd:, j) es el elementdj, i) de
A. Esto esA! es el resultado de cambiar, dnfilas por columnas y columnas por filas,
respetando el orden. De esto, es obvio gdflg’ = A.

Asi mismo, cuandd: = C, denotaremos pod, denominada matriz conjugada de
A, la matriz deM(m x n; C) cuyo elementds, j) es el conjugado de;;. La matriz
traspuesta conjugada dese denotal* = (A)! = A € M(n x m;C).

Una matrizA se dice sirgtrica cuandod = A’, esto es cuande;; = aj; para cua-
lesquierai, j. Por otro lado,A se dice antisiratrica cuanda;; = —a;; para todo(i, j)
(en particularg;; = 0 para toda).

Una matriz (definida sobr€) se dice herrtica o hermitiana cuandd = A*.

Observacibn.— Como es obvio, sd € M (n; C) verifica queA = A, entoncesd €
M(n;R). De la misma forma, las matrices que son a la ve2sias y hermitianas han
de ser reales.

Observacbn.— Obviamente una matriz sitrica, antisinetrica o hermitiana ha de ser
cuadrada. Aalogamente, una matriz antigdtnica y diagonal ha de ser forzosamebje

Para finalizar, definiremos algunos conceptos que tamdgparecen eamgebra matri-
cial y que seainitiles en adelante.

Definicion.—Sead € M(m x n; k).

(@) Cuandom = 1 (respectivamentes = 1) A se di@ una matriz—fila (matriz—
columna).

(b) Una submatriz del es una matriz formada por la interseatide un subconjunto
de filas y un subconjunto de columnasAierespetando el orden.

(c) Cuando una submatriz @dbrmada por filas consecutivas y columnas consecutivas,
se denominax un bloque ded.

Observacbn.—Los blogues del correspondientes a las filas y columnasAd@gnas pre-
cisamente las submatrices—fila y submatrices—columng den usados con frecuencia.
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Asi, cuando escribamos, por ejemplo
A= (C(A)|C(A)s]|...|C(A)y),

estaremos indicando qU& A); es la submatriz—columna deformada por todas las filas
y la columnai—esima deA. La notacon correspondiente por filas &er

F(A)
o |

PO,

2.2. Operaciones: Suma, producto, producto por es-
calares.

Definicion.—Dadas dos matriced, B € M(m x n; k) definimos la matriz suma déy
B comoC = (¢;j) = A+ B € M(m x n; k) dada por

Cij = CLZ'j —+ bzy

Proposicibn.—La suma de matrices dota\d (m x n; k) de estructura de grupo abeliano.

Demostracbn.—Las cuatro propiedades son elementales de probar: el eiemeumn
tro es0,,«, Y €l opuesto ded, notada— A, es agella en la que el elementa, j) es
precisamente-a;;. Q.£.D.

Definicion.— Dada una matrizA € M(m x n;k) y un elementor € k se define el
producto dex por A comoB = (b;;) = aA € M(m x n; k) dada por

bij = OéCLZ'j.
Los elementos de un cuer@go cuando operan con elementos de otro conjunto, se

denominan a menudo escalares. Por ello el anterior prodacoele denominar producto
por escalares, para diferenciarlo del producto de matguoesiespés veremos.

Proposicion.—El producto por escalares verifica las siguientes propesiathdasl, B
M(m xn;k)ya, B € k):

(@) (o + B)A = aA + (A (distributividad del producto respecto de la suma de es-
calares).

(b) a(A+ B) = oA + aB (distributividad del producto respecto de la suma de matri-
ces).

(€) (aB)A = a(BA).
(d) 1A= Ay0A =0,
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Definimos ahora el producto de matrices, que es, con diferelecoperadn mas
complicada, tanto por sus propiedades como por la ddfmien . Incorporaremos
tambien la notaddn de sumatorios, que ya debe resultar familiar.

Definicion.— Dadas dos matriced € M(m x n;k)y B € M(n x p; k) se define el
producto ded por B comoC' = (¢;;) = AB dada por

Cij a’llblj + a12b2] + ...+ a'm nj — Z allblj

Notemos que, si escribimosen submatrices—fila ¥ en submatrices—columna,

A=|1777 |, B=(CBL[C(B):]..[C(B)),

entonces el elemento, j) de AB es precisamente(A),C'(B);,.

Proposicion.—Se verifican las siguientes propiedades:

(a) DadasA € M(m x n;k), B € M(n x p;k)y C € M(p x ¢;k), se tiene que
A(BC) = (AB)C.

(b) DadasA € M(m x n;k), B,C € M(n x p;k)y D € M(p x q; k), se tiene que

A(B+C)=AB+ AC, (B+C)D=BD+CD.

(c) DadaA € M(m x n; k), AL, = I,,A = A.

(d) DadasA € M(m x n;k), B € M(n x p;k)y a € k, se tiene quéaA)B =
a(AB) = A(aB).

Demostracbn.—Casi todas las propiedades son similares y no demasiado ejasypl
salvo por el hecho de que la notagipuede ser enrevesada. De esta forma, haremos la

prueba de (a) y dejaremos las den{sobre todo (b) y (d)) como un interesante ejercicio.
Denominemos

D = A(BC), E=(AB)C,
ambas de ordem x q.

El elementad;; viene dado por

n;p

Za,h elementqh, j) de BC'| Zam <thlcl]> = Y ambuay,

h=1 h=1;1=1
mientras que el elementg; viene dado por

p

n b;n
= Z E|ementqZ l) deAB Clj Z <Z aihbhl> Clj = Z aihbhlclj,

=1 =1 \h=1 I=1; h=1

bS]

con lo que probamos el resultadd.£.D.
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Observacbn.— El producto de matrices no es conmutativo: de hecho, eslpagiie ni
tan siquiera se puedan considerar los dos productos p®sikle concretoAB y BA
solo tiene sentido st € M(m x n;k)y B € M(n x m;k), pero no tiene por quser
AB = BA, como se puede comprobar con casi cualquier ejemplo.

En particular, sid, B € M(n; k), en cuyo caso tienen sentiddB y B A, tampoco se
verificaAB = BA, en general.

Observacibn.— De la definicon de producto se sigu@dilmente que el producto y la
suma de matrices diagonales (respectivamente triangusangeriores/inferiores) es de
nuevo diagonal (triangular superior/inferior).

Proposicion.—Dadas matricesl y B, y un escalan € k, se verifica:

(@) SiA,Be M(m xn;k),(A+ B)! = A" + B".
(b) SiAe M(m xn;k)y Be M(n xp;k), (AB)' = B'A.
(€) (aA)! = aA'.
Demostracibn.—Sblo apuntaremos la prueba de (b), que esaa difcil: denotamos

C = (AB)'y D = B'A'. Entonces el elemenig; es el elementdj, i) de AB, esto es,
el producto de'(A); por C(B);. Por otro ladod;; es el productd(B*);C/(A"),, esto es,

Z bliaﬂ = F(A)JC(B)“
=1

lo que prueba el resultad@.£.D.

Corolario.— Dadas matrices complejasy B, y un escalar € C, se verifica:

(@) SiA,Be M(m xn;k),A+ B=A+ By (A+ B)*=A*+ B
(b) SiAe M(mxn;k)y Be M(nxp;k), AB=A-By(AB)* = B*A*.
() aA=a Ay (aA)* = aA*.

2.3. Determinantes (1).

El concepto de determinante es uno de lésmomplejos dellgebra matricial: optamos
aqgu por la definicon mas tradicional basada en el desarrollo indicado por pegiuntes,
gque ya se han introducido.

Definicion.—SeaA € M(n; k). Denominamos determinante de notado|A| o det(A)
al escalar dado por lafmula

’A‘ _ Z (_1)nt(0)a10(1)a20(2)...ang(n),

O'GSn

dondent (o) indica el mimero de inversiones de la permutacs.

7
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Observacbn.— Como el sumatorio estindicado por los elementos d&,, haba n!
sumandos en el desarrollo completo|dé

Cada uno de estos sumandos, salvo signo, es el produgteldmentos de la matriz,
tomados de forma que no hay dos en la misma fila, ni dos en laam@slamna.

Ejemplo.— Consideremos una matriz gaicaA € M(2; k),
A= ainl a2 .
Qg1 G22
En S, tenemos dos permutaciones posibles que llamaremnyos concretamente

1 2 (12
120 T2 1|

y que verificamt(o) = 0, nt(7) = 1. Asi pues, el desarrollo del| queda

o =

|A| = (=1)%a11a9z + (—1)'a12a21 = a11a95 — a12a91.

Ejemplo.—Veamos ahora el caso de matriGes 3; tomamos

11 Q12 13
A= A1 Q22 (23
a31 32 as3

En S5 hay seis permutaciones, en concreto

[1 23 J1 23 [1 23
1=11 93" 271923 1" BT|31 2|

1 2 3 1 2 3 1 2 3
= 77_2:21377—3:1327

3 2 1
donde lags; tienennt(o;) pary lasr; tienent(r;) impar.

El desarrollo es entonces el siguiente:
‘A’ = Q11022033 + 12023031 + Q13021032 — Q13022021 — 012021033 — 11023032,
gue coincide con ladrmula conocida de los determinanges 3.

De las muchas propiedades de los determinantes, vamogsigaestlamente algunas
en esta lecéin, las que lo caracterizan en cierto modo.

Proposicion.—SeaA € M(n; k). EntoncegA| = |A|.

Demostracibn.— Escribimos, como es costumhre= (a;;) y un sumando, de los!
de que consta el desarrollo del determinantel aes

MO_ _ (_1)1’Lt(0')a1r1 aQT'z ...anrny

dondes viene dada por
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Comoo es una permutagn de{1,2,...,n}, podemos reordenar los factores de
usando el segundo sinalice de cada factor,

Ma - (—l)m(”)akllakﬂ...aknn.

Dondek; es precisamente el elemento{de?, ..., n} que verificao(k;) = i. Esto es,
la permutadn
1 2 ... n
ki ko ... ky

es, precisamente, ! que tambén es un elemento dg,.

En el desarrollo del determinante dé = (b;;) nos encontramos con el sumando
correspondiente a la permutagic !, que es

NU—l = (—1)”16(0’71)171]@1b2k2...bnkn = (—1)”t("71)ak11ak22...aknn,

con lo que cada sumandd, de|A| es, salvo signo, igual que un sumandgp-: de|A*|.
Por tanto para probar el resultadisresta demostrar que

(_1)nt(0') _ (_1)nt(0'_1) |

Antes de entrar a probar el resultado, tomemos un ejempf de

cuyo rumero de inversiones e$(c) = 8. El inverso der viene dado por
4 |1 23456
 T|53216 4|

que verificant(c~!) = 8. Esto no es, como veremos, casual y, de hecho, este ejemplo
esh previsto para que podamos seguir s@i@ otro similar) el razonamiento.

En efecto, cada invei@n deo corresponde a un paf, j) de{1,....n} x {1,...,n}
tal quei < jyo(i) = r;, > o(j) = r;. Pero esto tambn corresponde a un par
(rjymi) € {1,...,n} x {1,...,n} tal quer; < r;y o~ '(r;) = j > o~ '(r;) = i. Por tanto,
cada inversin deos lleva aparejada una invedsi dec—!, con lo quent(o) < nt(c™').
Como esto es cierto para cualquieraplicando el mismo resultadasa’ se tiene lo que
queremosQ.£.D.

Corolario.— Si A € M(n; C), entoncesA*| = |A| = |A].

Demostracbn.—Basta tener en cuenta que la defiaicde determinante como suma
de productos de elementos de y las propiedades elementales de la conjugacie
nimeros complejosR.£.D.

Observacbn.— A partir de este enunciado, todos los resultados relativegaluacbn
de determinantes (esto es del tipo, “el determinante n@'ydrel determinante vale
0”,...) y relativos a propiedades u operaciones por colurspasgualmente aidos para
propiedades u operaciones por filas, y viceversa.
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Vamos a estudiar ahora otras de las propiedades sobresalientes de los determi-
nantes; dando, en casi todos los casos, las demostraciawesag. Ain as, es obvio el
hecho de que el alumno debe limitarse a entender bien (quse poce) las pruebas y a
aplicar los enunciados a la evaluatide determinantes de diversa complejidad.

Definicibn.—Dada una matriz—fila (respectivamente columaAapongamos
A=(ajay...a,),
diremos que es combindxi lineal de las matrices—fila (column&)y C', dadas por
B=({b1by..b,), C=(c1¢o..0),
cuando existan, § € k tales qued = aB + (C, esto es,

a; = ab; + B¢;, paratoda =1, ..., n.

Analogamente diremos qud es combinad@n lineal de matrices—fila3;, ..., B,
cuando existan escalares, ..., a, € k tales que

A=o1B1+ ... + a,.B,.

Proposicion.—SeaA € M(n; k) verificando que'(A); es combinadin lineal de matri-
cesfilaBy, ..., B,;
F(A)Z — alBl + ...+ OérBr.

En estas condiciones el determinanteddes
|A] = aq|Aq| + ... + | As,

donde cadal; es la matriz resultante de cambiar,£ta fila F'(A); por la matriz—filaB;.

Demostracbn.—Sblo haremos la demostraci parar = 2, porque el caso general se
obtiene aplicando reiteradamente este caso. Este razemanse usarvarias veces en el
futuro y tal vez merezca la pena detenerse un instané. éfn efecto, supongamos que
sblo hemos probado el caso= 2. Entonces

C(A), C(A),
Al =] C(A); |=| a1Bi + @By + ...+ a,B, |,
C(A)n C(A)n

C(A) C(A)

|A| = B, + | By + ... + . B,

¢ (:A)n ¢ (1:4)11

10
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Aplicando de nuevo el caso probadai&imo determinante,
C(A) C(Ah C(A)

|A| = Bl —+ Qo BQ + OégB3 + ...+ O[TBT s

C(A)n C(A)n C(A)n
y, enr aplicaciones sucesivas,
|A] = aq A + ... + | Asl.
Probemos entonces el caso= 2. Para ello simplificaremos la notéci y supon-
dremos
con
B:(bzlbzn), C’z(cil...cm),

donde usamos una notanialgo extréa, para facilitar la situaéh deB y C' como filas
i—esimas ded; y As.

Desarrollamos el determinante deusando la notadin habitual,
|A| = Z (—1)"t(0)a1”...am...amn

O'GSn

= Z (—1)”t(")a1rl... (b, + Bcir,) -y,

O’GSn

= 3 (=1)"Day,, ... (abir,) o, + > (=1)"Day,, . (Beir,) -,
0€Sh 0ESh

= afAi| + B4y,

dondeA; (resp. A,) es la matriz resultante dé al cambiarF'(A); por B (resp. C).
Q.£.D.

Corolario.— Si multiplicamos todos los elementos de una filaddgor un elemente € k&,
el determinante de la matriz resultantex¢d|.

Demostracbn.— Es el resultado anterior para= 1 (la demostradin se adapta tri-
vialmente).Q.£.D.

Proposicion.—SeaA € M(n; k), y denominemos3 la matriz resultante de intercambiar
dos filas ded. EntoncesB| = —|A]|.

Demostracibn.—Supongamos que las filas que se permutan/goh); y £'(A); (con
i < j)y denotemos, como es usudl= (a;;), B = (b;;). Entonces:

|B| = Z <_1)nt(0)b1r1---biri---bjrj“'bnrn
0ESK

= Z(—1)"t(")a1rl...am...airj...am,n
O'GSn

— nt(o
= Z (—1) ( )alm...airj...ajri...amn
gESy

11
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Fijéemonos ahora en la permutdeiindicada en los siibdices de los sumandos: no es
o, Sino otra permutadn, llamémoslar, que concide con en todo, salvo porque

(i) =0(j) =r;, 7(j)=00)=r.

Tratemos de relacionar las inversionessdeon las der. Obviamente, pard, ...,7 —
1,7+ 1,...,n las inversiones que tienen lugar por ambas permutaciomesxsatamente
las mismas. Sitomamas< k£ < j, entonces las inversiones que contamos eor o y
7 son distintas en dos casos:

(@) Sir; < r, < r;, ent aparece una invei@n (porquer (k) = r, > 7(j) = ;) que
no aparet@ eno. Pero, de hecho, tanta aparece otrar(i) = r; > 7(k) = 3).

(b) Sir; < r, < rj, se da el caso si@trico.

Asi las cosas, la diferencia entre las inversiones que corst@mo y las der van
siempre de dos en dos, a excépcde un solo caso: si > r; enc hay una inversin
(¢ < j,0(i) > o(j)) que no aparece en Por contra, si; < r;, enT aparece una
inversbn que no aparece en En cualquier circunstancia

(1)) = (=1) - (=1,

de donde

B = Z—(—1)”t(7)alrl...airj...am...anrn
TeSn

= _|A|7

porque, cuande recorre todas las biyecciones fg, = tambén lo hace. Esto se puede
probar directamente o bien observando gue vo, dondev es la pemutaén que in-
tercambia; con j, dejando todos los deis elementos dé€l, ..., n} iguales. Entonces,
cuandar varia por todas las biyecciones 8g, 7 lo hace por las de- S,, = S,, (ver 1.5.).
Q.ED.

Proposicion.—El determinante dé, vale1l.

Demostracbn.— Es inmediata, dado que lanica permutaéin que no arroja un
sumando nulo en el desarrollo e&) = i, para todo: = 1,...,n, que no tiene inver-
siones. Entonces

L= (-1)°1-1-..-1=1.

Q.ED.

Observacbn.— Puede probarse (aunque no lo haremos)aque las tres propiedades
estudiadas en esta leoni (denominadas habitualmente, por este orden, multiideeh
alternancia y normalidad) caracterizan el determinanteocaplicacbn deM (n; k) enk.

2.4. Determinantes (lI).

Continuamos con las propiedadédssizas del determinante, incluyendo una prueba, que
raras veces se expone en clase con total rigor, de que ehuedete del producto de

12
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dos matrices es el producto de los determinantes de ambesesatAunque es obliga-
torio que los alumnos conozcan este resultado, se pudede ppt sustituir la prueba
por algunos ejemplos—dimensionales, determinantes de Vandermonde o algurass ot
ejemplos que puedan resultailes en el futuro.

Proposicion.—El determinante de una matriz con dos filas iguale& es

Demostracbn.— En efecto, siA € M(n; k) tiene dos filas iguales, al permutarlas
obtenemos la misma matri4. Pero, por alternancia, eso implicd| = —|A|, de donde
|A| =0. Q.£.D.

Proposicion.—Si una matriz tiene una fila proporcional a otra, su determaas).

Demostracbon.—SeaA € M(n;k) tal que F'(A); = aF'(A); para ciertoa € k.
Entonces

F(A) F(A) F(A)
F(A); ozF(:AL F(A);
A= : |=| { [|=eaf i [=0,
F(A); F(A); F(A);
F(;l)n F(;l)n F(j4>n

por la alternancia del determinant@.£.D.

Corolario.— Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es
Demostracbn.—Inmediata.Q.£.D.

Proposicion.— Si en una matriz una fila es combin@eilineal de otras, el determinante
es0.

Demostracbn.—Supongamos que, en la matdze M (n; k), tenemos

.F(z‘l)z = OélF(A)jl -+ OZQF(A)j2 R OZTF(A)jr.

Entonces el determinante dé se puede descomponer, por multilinealidad, como
suma der determinantes, cada uno de ellos con dos filas proporc®iyalen conse-
cuencia, nulos. A§A| = 0. Q.£.D.

Proposicion.—Dada una matrizA € M(n; k), si sumamos a una fila dé una combi-
nacbn lineal de otras filas dd, obtenemos una matriz que verifica A| = | B|.

Demostracbn.—Supongamos quB se obtiene del haciendo

F(B); =F(A)i+ a1 F(A)j, +aF(A);, + ... + o, F(A);,,

13
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y todas las des filas deB coinciden con las dd. Entonces

F(A)
Bl = | F(A)+ aF(A), + .+ apF(A),
RO,
F(A), F(A)
— | P 4| aiF(A), + .+ an F(A);, | = |A]40=|A].
F(A), F(EA)n

Q.E.D.
Proposicion.—SeanA, B € M(n; k). EntoncesAB| = |A| - |B|.

Demostracbn.—Esta prueba es bastante compleja, y es muy probable queegitdoc
opte por no hacerla en clase; de todos modos la haremos pmeseéste el caso.

SeaD = AB. Entonces, por definioh del producto,

n
di; = aqgby,
=1

por lo que
F(D); => ayF(B),, parai =1,...,n.
=l

Asi pues tenemos que

aq] F(B)l
F(D), llzl 1 1
Dl = | = -
F(D), S 4, F(B),,
In=1
- n F(B)ll
= Z Z aiy,---Qpy, . )
h=1 Iy=1 F(B)l

usando (reiteradamente) la multilinealidad del deterntmaAhora bien, por alternancia,
sabemos que si lofy, ..., 1, } no son todos distintos dos a dos, el sumando correspon-
diente e9), al tener el determinante del sumando dos filas iguales.

Nos quedamos, pues, con los sumandos no nulos. Para unoges@sitandos, defi-
nimoso € S, poro(j) = Il; paraj = 1,...,n. Notemos quer es un permutadin bien
definida, para todos los sumandos no nulo$/dey, redprocamente, toda permutéoi
de S, va a aparecer de esta forma enlmgumando de la exprési anterior.

14
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En uno de nuestros sumandos, observemos que
F(B)h

L= ()"BL

F(B),

n

Esto puede probarse de manera similar a la prueba det§ue= nt(c~'). Entonces

n n F<B)11
DI = 2 2 awetu | = D Quo(1)no(y(—1)")| B
ll:l el F(B)ln UGSH
= |B| Y. Gio(1)--tnom)(=1)" = |A|-|B].

UES’IL
Q.ED.

Observacbn.— Algunas otras propiedades que se deducen de las ya estidigde se
prueban de forma @foga, y que pueden aparecer como corolarios o como ef@s¢no
aparecer en absoluto e ir péanidolas segn surjan) son las siguientes: datl& M (n; k),

(@) |aA| = ™A, paratodax € k.
(b) |A"| = |A|", paratoda- € N.

(c) Si A es triangular superior (inferior)A| es el producto de sus elementos diago-
nales.

Estudiamos ahora uné&tndo de alculo de determinantes a mano: el desarrollo de un
determinante por adjuntos de una fila (columna).

Definicion.—SeaA € M(n; k), a;; un elemento del. La submatriz ded resultante de
eliminar £'(A); y C(A);, se denomina submatriz complementariazge/ se denota/;;.
Su determinante se llama menor complementarie; d&ue notaremos;;. El escalar

Ay = (1) ay
se denomina adjunto dg;.
Observacbn.— Los adjuntos se puede usar para calculariekpmente los determi-

nantes, en especial si se usan junto con las propiedadéselstsianteriormente. Probe-
mos primero el resultado esencial de esta tatci

Proposicion.—SeaA € M(n; k) y escojamos una fila (columna) cualquiéréA);. En-
tonces
ainAi + aigAip + ...+ ap Ay = A

esto es, el determinante dd| se puede hallar calculando el desarrollo de una fila
(columna) por sus adjuntos.

Demostracbn.—El desarrollo deA| era

Al = 3 (=1)" a0 Gig(iy--Ono(n),

gESy

15
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por lo que los sumandos que contienen ayrescogido de antemano se agrupan en

Q5 Z ala(l) Qi —16(i—1)Ai+10(i+1)-+-Ana(n) = aijBij-
o(i)=j

Obviamente el objetivo es probar qidg = A;; = (—1)"ay;.

Dado que en cada sumando|dé hay exactamente un elemento de cada filay de cada
columna, en cada sumando g hay precisamente un elemento de cada filaldex-
cepto deF'(A);) y de cada columna (excepto d€A),). Por tanto, salvo eventualmente
el signo en cada sumands;; es el determinante d¥,;.

Veamos, para un sumando concretai)ela relacbn entre el signo con que aparece
arriba (esto eg,—1)"(?)) y el signo con el que aparece en el desarrollo del deterrt@nan
deMZ‘j.

Dadoo € S, cono (i) = j,

1 2 .. i—=1 1% 141 ... n

g = 4
n T2 ... Ti—-1 ] Tit1 R

)

denominaremos’ la biyeccon entre{1, ....,i—1,i+1,...,n}y{l,...i—1,7+1,...,n}
definida poro’(l) = o(l). En estas condiciones si indicamos las filasidg por
1,2,...,t — 1,i + 1,...,n y las columnas pot,2,....,.7 — 1,5 + 1,...,n, tenemos que
(—=1)"=") es el coeficiente con que apareGg)...a;—1o(i—1)dit1o(i+1)--Ano(n) €N| M|,

N.B.: Para hacerlo usando permutacionesSgle;, debetamos denotar par’ a la
permutaddn deS,,_; definida por

o (1) si 1<i<i—1, 1<o(l)<j—1
) — o(l) — si 1<I<i—-1, j+1<o(l)<n
"W=1 o(- ) si itl<li<n 1<o()<j—1
o(l—1)— si i+1<I1<n, j+41<o()<n

0 seap’ consiste simplemente en boriastel conjunto original yj del conjunto imagen.
Cuandos recorres,,, o’ recorresS,,_;.

Ahora bien, al eliminar (i) = j, el nUmero de inversiones @¢ se ve alterado como
sigue:

nt(o)=nt(oc) —H{rn>jll=1,..,i—1}+8{rn<jll=i+1,..,n}.

Si llamamoss al segundo sumando en la expoesianterior, entonces el tercer
sumando es claramentg— 1) — (i — 1 — s) = j — i + s, por lo que

nt(c") =nt(oc) — (s+j—i+s),

de donde
(_1)nt(o',) _ (_1)nt(0')—23—j+i _ (_1)nt(o)+i+j'

De esta forma hemos probado que el coeficiente den|A| es

Z(_1>nt(U,)+i+jala(1)-'-a'ifla(ifl)ai+1o(i+l)-'-a'na(n) = (_1)i+inj-

a./
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Q.ED.

Observacbn.—Este resultado, junto con las propiedades del determifespecialmente

el hecho de que sea invariante al sumar a una fila una combmkceal de otras) se
usa frecuentemente para élaulo expicito, aplicando este desarrollo una vez que se
han hecho en una fila todos los elementos cero, salvo uno. pEstaite convertir un
determinante de ordenen uno de orden — 1.

Lema.—DadaA € M(n; k), escojamos dos filas distintag A); y F'(A);. Entonces
&ilAjl + aiQAjZ —+ ...+ amAjn = O,
esto es, el desarrollo de una fila por los adjuntos de otraegse0.

Demostracbn.— Tenemos que evaluar la suma anterior (supongamosj), donde
un sumando arbitrario es

ap ... Q11 ai4+1 - - Qip
;1 e G501 Qi l+1 - Qi
—_ J+l
agAji = (—1)"ay
aj—1,1 - Aj—11-1 Aj-10+1 -+ Aj_1n
Ajr1,1 oo Aip1i—1 Aj41i41 - Aj4in
Qn1 QAn 11 A 141 Qnn

y usando el desarrollo visto anteriormente, pero a la ilygredemos escribir

a1 ayj—1 ay a141 Ain
a1 N .| a; Qi1 o Qip
az’lAjl = ay aj—11 - Qj—11-1 GQj—10 Qj—11+1 --- Gj—1n
0 0 1 0 0
@jt1,1 e GitLi-1 Git1l G414l - Gt
Qn1 Q-1 Q] n, 141 QAnp
ai e Q11 any a17+1 cee Qip
;1 R 27] Ail+1 - Qin
= | @j-11 - Qj-10-1 Q11 Q1041 - Gj-1p
0 0 ;g 0 0
Aj+1,1 -0 Gip10-1 0 G410 Q41041 - Gipam
Qn1 Qn -1 Q] n, 141 Qpp

De esta forma cuando realizamos la suma, usando la mudilifzel del determinante,
obtenemos el determinante desustituyendo la fila—€sima por la—&sima. Al tener dos
filas repetidas, el determinante (esto es, la suma que qasrevaluar) val@. 9.£.D.
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2.5. Matriz inversa.

Definicion.—SeaA € M(n; k). Diremos queA es regular si exist®& € M (n; k) verifi-
cando
AB =BA=1,.

En este casdy se denomina la matriz inversa dey se denotad—!. Las matrices no
regulares se denominan singulares.

Observacbn.—Notemos en primer lugar que la matriz inversaAjede existir, edinica
(lo cual justifica que se la denote™). En efecto, siB y C' son matrices inversas dg
tendremos

AB=1, — I,B=(CAB=C(AB)=CI, — B=1,B=CI,=C.
Observacbn.— Pasamos ahora a la vertientégtica, esto es: @no reconocer si una
matriz es regular y, en caso afirmativoneo hallarA—1.

Definicion.—SeaA € M(n; k). Se denomina matriz adjunta dea la matriz adj cuyo
elementds, j) esA,;, el adjunto del element@, j) de A.

Proposicion.—SeaA € M(n; k). Entonces
A(adjA) = (adjA)'A = |A|L,.
Demostracbn.—Si notamos como de costumbre

A= (a;), adjA=(A;),

entonces " " "
Z ay; A Z ayAg; ... Z a1 Ang
i=1 i=1 i=1
. Z ag; Ay Z agiAzi ... Z Qi Api
A(adJA)t = | i=1 i=1 i=1 )
Z anpAty Z AniAgi ... Z i An
i=1 i=1 i=1
esto es,
Al 0 .. 0
_ 0 |4 .. 0
AladjA)Y =| . .. .
0 0 .. |A

usando las propiedades de los adjuntos. La otra igualdathéma. 9.£.D.

Con este resultado ya podemos probar el enunciado que resdosgldos problemas
antes citados.

Teorema de la matriz inversa.—SeaA € M (n; k). EntoncesA es regular si y@o
si|A| # 0. En este caso,

Al adjA)".

:W(
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Demostracbn.— Es nuestra primera prueba de una cor@diaiecesaria y suficiente,
ad que la haremos paso a paso para acentuar el procedimi¢suol@s

Primero supondremos qu& es regular, y tendremos que probar ¢dé # 0. Pero
esto es trivial porque, como existe!,

A- At =1,
de dondgA|-|A~!| = 1, por lo quelA| # 0. Adenas hemos probado qiid| ' = |A™1.
Ahora supondremos qué| # 0. Entonces, por la proposarn anterior
(adjA)' - A= A (adjA) = |A| - I,

de donde, usando las propiedades del producto por escalares

(@(ade)t) A=A (@(ade)? s
Q.ED.

Corolario.— El conjunto
GL(n; k) = {A € M(n; k) | |A] # 0}

denominado grupo lineal de orderes, en efecto, un grupo con la opeéacproducto.

Demostracbn.—La propiedad asociativa se verifica en tolit(n; k) y el elemento
neutro del productol,, esé en el conjunto, por lo queéd® hay que probar que existe
elemento inverso. Pero esto es sencillo usando el teoret@acan0.£.D.

Ob<rvese que este grupo no es, en general, abeliano.

2.6. Rango.

Definicion.—SeaA € M(m x n; k). Un menor de orden de A es el determinante de
una submatriz cuadrada dede ordenr.

El rango deA, notado indistintamente fg) o rangdA), es el mayor € N tal que
existe un menor de orderde A distinto de0. Dicho de otro modo, es el orden del mayor
menor no nulo ded.

Observacbn.—De las propiedades estudiadas en 2.4. se deduce inmedid¢aque, Si
todos los menores de order- 1 son nulos, tamli@n lo son los de orden+-2 y, por tanto,
los de cualquier orden mayor quede donde rgA) < r.

Proposicion.—SeaA € M(m x n; k). Se verifica:

(a) Siintercambiamos dos filas (columnas)Aleobtenemos una matriz con el mismo
rango.

(b) Si eliminamos ded una fila (columna) de ceros, obtenemos una matriz con el
mismo rango.
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(c) Sisumamos a una fila (columna).deina combinadin lineal de otras filas (colum-
nas), obtenemos una matriz del mismo rango.

(d) Si eliminamos ded una fila (columna) que es combinaxilineal de otras filas
(columnas), obtenemos una matriz con el mismo rango.

Demostracbn.—Las propiedades (a) y (b) son elementales ya que, si denorogia
a la matriz resultante de intercambiar dos filas o de eliminarfila de ceros, todo menor
no nulo deA puede formarse eR, y viceversa, por lo que el resultado es inmediato.

Probemos la propiedad (c). Para ello, comenzaremos reulaced problema al caso
basico en el que la operaci efectuada sea sumar, a una fila, otra multiplicada por un
escalar. En efecto, probado esto, sumar una comldindicieal arbitraria se traduce en
aplicar el caso @sico cuantas veces sean necesarias.

Una vez constatado esto, podemos t@nbeducir el problema al caso

F(B); = F(A)1 + aF(A)y, F(B); = F(A),;, parai = 2,...,n;

’

ya que, de no ser apodemos permutar las filas afectadas (lo cual ntavalrrango,
por (a)). Ahora probaremos que(r) > rg(B) y con esto habremos finalizado, pués
tambien se puede obtener deusando una combinai lineal de filas y, en consecuencia,
la misma demostragh que vamos a realizar prueba queRy > rg(A).

Supongamos entonces quéAg = r Yy, por tanto, todos los menores de orden 1
son cero. Tomemos entonces un mehbcualquiera de orden+ 1 de B y probemos que
es0. Para ello, notemos en primer lugar quésino involucra af'(B); se puede hallar
exactamente el mismo menor &n por lo queM = 0. Asi mismo si involucra tanto
a F'(B), como aF(B),, tambén se puede hallar el mismo menor &nconvirtiendo
F(B); enF(A); usandoF'(B), = F(A)s. Asi pues, elunico caso a tratar es cuandb
involucra aF'(B), pero no aF'(B),.

Podemos permutar las filas y columnas involucradas de majerdas filas sean
F(B)1,F(B)s, ..., F(B),+2 Yy las columnas’(B)y, ..., C(B),1, Slo por simplificar no-
tacion. Pero entonces

a11 + Qagy G2 + Qage ... A1yl Qlopy
as1 32 A3r+1
M =
Ar421 Ar422 Qr4-2 141
a1 12 A1r41 Az 22 A2r41
a3y @32 .o A3r 41 a3y 32 e A3r41
= . + (0% . Y

Ary21 Grq22 -0 OQry2p041 Ary21 Qry22 oo Opg2041

por lo queM es combinadn de dos menores de orden- 1 de A, de dondeV/ = 0.
El apartado (d) es combindxi directa de los apartados (¢) y (I9.£.D.

Corolario.— DadaA € M(n; C), rg(A) = rg(A*) = rg(A).
Proposicion.— SeaA € M(m x n;k), P € GL(m;k), @ € GL(n;k). Entonces
rg(PA) = rg(AQ) = rg(A).
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Demostracbn.—Haremos 8lo el caso rgPA) < rg(A), porque la otra desigualdad
se tiene multiplicando a izquierda pBr! y el caso rgA) = rg(QA) es similar.

Procediendo como el apartado (c) de la propoésicanterior, podemos suponer
rg(A) = r — 1 (para facilitar la notaéin) y tomar, sin prdida de generalidady/, el
menor formado por las primeras filas y columnas dBA. Si protaramosM = 0,
tendiamos el resultado. Pero, si notamos,

A= (ai]')izl,...,m;jzl,‘..,n’ P = (pij)z‘,jzl,...,m’
tenemos que
211 puan 2%y Pudiy
M — . .

11 Prian 211 Priaiy
y este menor, por la multilinealidad del determinante, puestribirse como combinaci
lineal de menores de orderle A, separando primero en sumas de determinantes (usando
la multilinealidad por filas, no por columnas) y extrayen@splés coeficienteg,; de
cada determinante (tand@wi por filas).

Dado que el proceso completo es sumamente engorroso, acsents en los detalles,
pero haremos un ejemplo suponiende= m = 2 para ilustrar la complejidad de dar
explicitamente) como suma de menores de Asi, en ese caso

P11a11 + P12G21
P21a11 + P22a21

M

P11011
P21011 + P22a21

P12G21
P21a11 + P22a2i

P11012 + P12G22
P21012 + P22022

P11012
D21G12 + P22

P12G22
P21Q12 + Pa2a22

_ P11ai1 P11ai2 P11@11 P11ai2 P12@21  P12G22
P21G11 P210d12 P22G21  P22G22 P21G11 P21012
P12G21  P12G22
P22G21  P22a22

p11p22 My + prapa1 Mo,
dondelM; y M, son menores de ord@de A. Q.£.D.

Observacbn.— No hemos dado(a un nétodo para calcular el rango,as alb de los
dos evidentes que se desprende de la debimicbien ir hallando todos los menores de
un orden dado hasta que aparezca uno no nulo y, en ese momem®enzar con los
del orden siguiente; bien comenzar con los menores de ordgmmo e ir bajando hasta
encontrar uno no nulo.

Como muestra de la inefectividad de estos procedimientase fp@ner un ejemplo,
ni tan siquiera nur@rico: consideremos una matriz cuadrada de osderango3s.

Si comenzamos haciendo menores de orden bajo y vamos asteodiin en el caso
de que tengamos suerte y hallemos pronto un menor de 8raenulo, nadie nos quita de
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tener que calcular todos los menores de orteasta cerciorarnos de que todos son nulos.
Eso implica25 determinantes de orden Si optamos por hacer primero el determinante
de la matriz y luego ir buscando menores de menor rango agatts25 determinantes
de ordent debemos idadir a nuestra lista de tareas un determinante de érden

A continuacon desarrollaremos unétodo nas efectivo para elatculo a mano del
rango de una matriz, conocido como ettwdo de orlado. En el ejemplo anterior, bastan
cuatro determinantes de ordépara garantizar que el rango de la matrides

El método del orlado se basa en el resultado siguiente:
Proposicion.—SeaA € M(m x n; k), verificando que:
(a) Existe una submatriz cuadrafiae orden- con|S| # 0.
(b) Toda submatriz cuadrada de ordes 1 que contenga & tiene determinante.

En estas condiciones(id) = r.

Demostracbn.— Podemos suponer como en la l@tianterior ques est formada
por lasr primeras filas y columnas. Escribimos entondgsor blogues de la forma

(S | M
A= (i)
y consideramos la matriz cuadrada de ordedada por bloques
o ]r ‘ Orx(m—r)
AF < —MyS7| L, )
cuya inversa es (ejercicio sencillo)

— 10 O x (m—r
'Y ( o5 [XW(H ) ) = (i) »

aplicando la definidn.

Entonces la matriz3 = PA tiene el mismo rango qué, pero B tiene la siguiente
forma, sin nas que aplicar la definioh de producto

S | M )
B = p
( 0(m—7‘)><7“ ‘ M?,,
conMy = — My S~ M,y + Ms.

Ahora bien, supongamos que hay una submatriz de arden en B que contiene
a Sy con determinante distinto de Permutando, supondremos que es la formada por
lasr + 1 primeras filas y columnas. Esto implica, en particular gue,.; # 0, ya que
b1, =0parai =1,...,7.

Entonces, hacemoB~!B = Ay es elemental (aunque algo largo de probar con
detalle: lo dejamos al juicio del docente) ver que la subm#&brmada por las- + 1
primeras filas y columnas dé es precisamente

b1r+1

b'r'r—l—l

Ar41,1 oo Apgipr ‘ Qr41,r+1
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donde se verifica .
ar+1,j :qu+171blj, j: 1,...,7’—|—1
=1

pero, al set,.1, =0paral >r+ 1,y ¢-11,+1 = 1, enrealidad

.
Ary1,5 = qu—i—l,lblj +br1y, J=1,..,7+1
=1

y, paral, j < r se tiene qué;; = a;; ¥ b1 ; = 0, por lo que

T
Ary1,5 = ZQTJrl,lalj J=1.,r
=1
T
Qr41p4+1 = Z Gr41,107 r+1 + br—i—l,r—f—l

=1

Si ahora realizamos la operéni
F(g)rﬂ - Z QH—LlF(g)l?
=1

obtenemos una matriz de determinaittey forma

blr—i—l

brr+1
0 .. 0 ‘ br+17r+1

De todo esto deducimos que, 81,41 # 0, podemos hallar tamén enA una
submatriz de orden+ 1 que contiene & y de determinante distinto de Por reduc@n
al absurdo se deduce qué B) = r y, por tanto, taml@n rg A) = r. Q.£.D.

Observacbn.— El método del orlado para ebfculo del rango de una matrix se basa
en el resultado anterior de la manera obvia: dddammenzamos buscando un menor de
ordenl distinto de0. Silo hay, rgA) > 1, sino, rd A) = 0 y hemos terminado.

En caso de no haber terminado, buscamos un menor de Dg@a submatriz con-
tenga la del menor de ordémo nulo hallado anteriormente. Si encontramos tal menor,
rg(A) > 2, sino, por la proposién, rg A) = 1y hemos terminado.

Asi, cuando tengamos (g) > i porque hemos hallado una submatriz de ordgn
menor no nulo, buscamos una submatriz de oideh que contenga a la anterior (lo cual
recorta mucho latlsqueda) y de determinante no nulo. Sila hallamédyg> i + 1y
seguimos, si no, gl) = i y hemos finalizado.
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2.7. Sistemas de ecuaciones lineales: Sistemas de Cramer.

Definiciobn.— Un sistema den ecuaciones lineales enincognitas, pongamos, ..., r,,
definido sobre un cuerpgoes un conjunto de expresiones

a11T1 + 122 + ... + A1 Ty = b1
a1 + axTs + .. + apr, = b
Am1T1 + QmaTos + ... + QunXn = bm

dondeq;;, b, € kparatoda =1,...,n,5 =1,...,m.

En notacbn matricial el sistema anterior se expresa

ay; a2 ... Qaip Iy by
21 A2 ... Q2p o) by
- )
Am1  Am2 - Qmp Tn bm
0, abreviadamente,
AX' = B

La matrizA € M(m x n; k) se denomina matriz de coeficientes del sistema y la
matriz
(A]B") = (C(A)]...|C(A)| B")

se denomina matriz ampliada del sistematése que hemos usadé/ en lugar de
(C(B");), abusando un poco de la notam).

Una solucbn del sistema es una asigr@tide valores
X1 = 01, Tg = A9, ..., Tn = Oy,

conq; € k paratoda = 1, ..., n; de tal forma que se verifica

Abreviadamente tamén se dia que(ay, ..., a,,) €s una soluéin del sistema.

Dos sistemas se dicen equivalentes cuando tienen exadwla@mismas soluciones;
esto es, toda solumn de uno lo es de otro, y viceversa.

Observacbn.—El caso nas simple (y, en cierto sentido,(@lico) de sistemas equivalentes
es aqel en el que Aadimos o sustraemos a un sistema ecuaciones formadasr alpart
las del sistema mediante combinaciones lineales.

Observacibn.— Notemos que la existencia de una sobuncia, ..., a,,) €s equivalente a
que
a1 C(A)y + axC(A)y + ... + 0, C(A), = B

Definicion.— Atendiendo a la existencia y a la cantidad de solucionessikiemas de
ecuaciones lineales pueden clasificarse como:
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(a) Sistemas incompatibles: Agllos que no tienen soluciones.

(b) Sistemas compatibles: Aglios que admiten solucioneSstos, a su vez, se dividen
en:
(b.1) Sistemas compatibles determinados: @&bps que admiten unadinica
solucbn.

(b.2) Sistemas compatibles indeterminados: @&ps que admiten as de una
solucbn.

Definicion.— Un sistema de ecuaciones lineales se dice hémeg cuando la matri3
tiene todos sus elementos nulos.

Observacbn.—Los sistemas hom@meos han sido de gran importanciadigtamente y
tambén lo sean en esta asignatura. Como es obvio, todo sistema Hamoges compa-
tible.

Definicion.— Un sistema de ecuaciones lineales se dice de Cramer si tiamesm®lo
nimero de ecuaciones que dedgaitas y verifica queA| # 0.

Teorema.—Un sistema de Cramer es siempre compatible determinado.

Demostracibn.—Si escribimos el sistema en notagimatricial AX* = B*, dado que
|A| # 0, podemos escribir

A7'AX = A7'B — [ X'=X'=A"1DB,
lo cual demuestra el resultado, por la unicidadidé.

Corolario.— Un sistema de Cramer hom@&mgeo tiene coma@nica soluadn

T1=Tog=..=x,=0.

Observacbn.— Para resolver un sistema de ecuaciones hay mucktsdos distintos,
y, si bien un estudio detallado de la complejidad de cada sit#ofeera por completo
de los objetivos de la asignatura,p®demos recalcar que elatodo que a continuam
probaremos para los sistemas de Cramer, si bien es claraimerteejable para sistemas
de mas del incognitas, puede resultar de ayuda para sistemas con pocasams donde
Nno queramos pararnos a buscar combinaciones que eliminables.

Regla de Cramer.—Sea un sistema de ecuaciones de Cramer, notado matricialment

AX' = B'.

Entonces la solubin Unica del sistema viene dada por

v — riu det (C(A) || C(A)it | B[ C(A)ig | .| C(A) ),

parai = 1,...,n. Esto es, el valor de cadg es el cociente de dos determinantes, el
determinante del como denominador y, como numerador, el determinante de tidzma
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obtenida al sustituir, ed, la columna de los coeficientes dgpor la de &rminos inde-
pendientes.

Demostracbn.— Si recobramos de la prueba anterior la sdlncdel sistema de
Cramer,

Xt — A—lBt
podemos escribir lo siguiente
1
Xt = —(adjA)'B’
Al
B i A12 AQQ AnZ bg
4] : A . : .

A, Agn oo Apg by,

Aqiby 4 Agiby + ... 4+ Apiby,
1 A12b1 + A22b2 =+ ...+ Angbn
|Al :

Alnbl + A2nb2 T ooo e Annbn
de lo cual

|4 ’
donde, para finalizar la demostragilo resta observar que el numerador es el desarrollo
por los adjuntos de la columnaésima del determinante de la matriz

€

aiir Qi ... Q-1 b1 Qg1 .. Gip
a1 G2 ... Qgi—1 by agip1 ... ag,
ap1  Gp2 ... Qpi—1 bn Apit1 - Qnp

Q.£.D.

Observacibn.— Gracias a los sistemas de Cramer podemos probar iproeo de una
propiedad del rango de una matriz.

Proposicion.— SeaA una matriz con rgd) = r. Si al eliminar una fila (columna) de
A el rango contifa siendar, la fila (columna) eliminada era combinanilineal de las
restantes.

Demostracbn.— Podemos suponer, como ya hemos explicado varias veceshque u
menor de orden maximal lo dan lagrimeras filas y columnas. Probaremos entonces
que la columna’(A),.; es combinadn lineal deC'(A)4,...,C(A), y todos los deras
casos se siguen dste.

Si denominamos$' a la submatriz anteriormente descrita, tenemos que

Q141
SX'=1|

Qrpr41
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es un sistema de Cramer de orderpor lo que existerv, ..., «, € k tales que, para
l=1,..,r
arap + ...+ Qe = Qg

Ahora bien, sial hacer,C(A),+...+«a,C(A),—C(A),;1 no obtenemos exactamente
una columna de ceros es porque hay un elemento no nulo pgoakbka filar—€sima.
Pero entonces al orlar la submatsizon esa fila y la columng + 1)—&sima, obtenemos
una submatriz de determinante no nulo y ordenl, contradiciendo la hitesis. A§, ha
de ser

C(A)r+1 = Ole(A)l + ...+ O./TC(A)T.

Q.£.D.

2.8. Teorema de Roucb—Frobenius.

El teorema de Rou@+Fibbenius es el resultadoamimportante visto hasta ahora, ya que
clasifica perfectamente los sistemas en fande los rangos de la matriz de coeficientes
y de la matriz ampliada.

Teorema de Roucle—Frobenius.—La condicbn necesaria y suficiente para que un sis-
tema de ecuaciones lineales tenga sélueis que el rango de la matriz de los coeficientes
coincida con el rango de la matriz ampliada.

En estas condiciones, si dicho rango coincide corietero de variables el sistema
es determinado. Si el rango es menor, el sistema es indatami

Demostracbn.— Notamos, como en las anteriores leccionéss M(m x n; k) la
matriz de coeficiente$A | B) la matriz ampliada y el sistema por

AX'= B*.

Probemos primero la cond@i necesaria, esto es: si un sistema es compatible ha
de darse que los rangos coincidan. Esto es consecuenditadies la observagn que
hicimos en la lecdn 2.7.: la existencia de una solagi(ay, ..., o, ) implica que

CYlC(A)l + ...+ Oan(A)n = Bt,

por lo que lalltima columna d€ A | B*) es combinadin lineal de las anteriores y, en
consecuencia, fgl) = rg(A | BY).

Demostremos ahora que si los rangosAlg (A | B) coinciden, entonces existe
solucbn para el sistema. Para ello, supongamos qué)rg: / y, permutando ecuaciones
y variables si es necesario, que tagrimeras filas y columnas dé forman un menor no
nulo (deAy de(A | BY), claro).

Por tanto, lasn — h filas restantes ded | BY) son, como vimos en la ledm pasada,
combinacdn lineal de las anteriores. Esto es,las- h ecuacionesiltimas son combi-
nacbn lineal de lash primeras, por lo que podemos eliminarlas del sistema y &raes
gue nos queda es equivalente.
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Asi mismo, como lag primeras columnas participan en el menor no nulo, reeseribi
mos el sistema original de la siguiente forma:

1121 + a12%2 + ... +a1pTp, = b1 — Ap41Thgr — .. — AInTp
a1 T1 + AgaTp + ... + Aop®p, = by — Aopp1Thyr — .. — ATy
AT + apaTo + .o+ appTn = by — Apag1Ther — - — AppTy

que, como sistema deecuaciones en las variables, ..., z;, es de Cramer y, por tanto,
tiene soluadbn Gnica. En concreto, por los resultados de la lee@nterior, si denotamos
el sistema anterior

Ty
Al | =B
Th
obtenemos . - /
iy = 1ty + Agby + ... 4 Apib),
' | A ’
parai = 1, ..., h donde
b; = bj = Ajh4+1Tht1 — oo — AinTnp.

Esto es, para cada valor que demos a las variables, ..., z,, obtenemos una
solucbn del sistema de Cramer. En nomenclatura habitual, lasesia, , 1, ..., z,, SoNn
parametros del espacio de soluciones.

A partir de aqiitodas las afirmaciones del teorema se siguen de manera ekigte
solucbn; y eslnica si y $lo si no existen pametros, esto es, cuando= n; ya que
si existe un 8lo paametro, @ndole valore$ y 1 se han de obtener necesariamente al
menos dos soluciones distinta3.£.D.

Observacibn.— Sea el sistema de ecuaciones en incognitas dado pod X' = B!,y
consideremos el sistem&X’ = 0,,,;, denominado usualmente el sistema hoamnap
asociado. Sea

L= {(al, ..., o) soluciones del X* = Omxl} ,

y sean(fi, ..., 0,) Y (7, .-, 7») dos soluciones particulares del sistema original’ =
B!. Entonces

(61 - fyla 7671 - ’Yn) € L7
como se deduce trivialmente, ya que
B —m B 71
A : =A|l : | -A| : | =DB"—B"= 0.
6n — Tn Bn Tn
De la misma forma se prueba qu& + a4, ..., 8, + «,) es soluddn del sistema ori-
ginal para cualquiefay, ..., a,,) € L. Ambas afirmaciones prueban entonces que el con-

junto de soluciones del sistema original se puede hallamedmuna soluéin particular
cualquiera con todas las soluciones del sistema hémemasociado.
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Ejercicios del tema 2

Ejercicio 1.— Demostrar que cada matriz cuadrada se descompone como suumea d
matriz siretrica y de una matriz antisitrica, y que, adeés, la descomposimn esinica.

Descomponer asa matriz
-2 3 -1
M = 5 4 -1
1 -3 2

Ejercicio 2.— Se considera la matriz:

o O O O
oS O O =
o O = O
o= O O

1. Hallar las potencias dé: 72, Z3,...
2. HallarP(Z) = I, + 2 2% + Z3 + 3 2*?
3. Sea(X) = ¥r i X" € Q[X]. Escribir la matriz)(Z).

Ejercicio 3.—Sea la matriz:

CalcularA8.

Ejercicio 4.— Consideremos la matriz diagonal:
a 0 0

D=]10 b0

0 0 ¢

dondea, b y ¢ son tres ameros complejos distintos. Estudiaraées son las matrices
cuadradas/ de order8 que conmutan co®, es decir que verifican:

DM =MD

Ejercicio 5.— Consideremos las tres matrices:

2 0 1 1 0 3 2
A:(é f;’) B= 11 2| =3 -1 2 -1
-1 3 1 2 01 -1
Verificar la ley de asociatividad sobre el ejemplo particael productoABC. Es
decir, efectuar el productd BC' de las dos manerasAB)C'y A(BC).
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Ejercicio 6.—Encontrar todas la matricéstales queBA = I, y las matrice€’ tales que
AC = I3 para

1 2
A= 3 4
-1 4

Ejercicio 7.— Calcular los determinantes siguientes:

1 2 3 4 01 11 —1 1 1 1
1 3 6 10 1 011 1 -1 1 1
Di=11 4 10 20 Da=11 101 Ds=1 1 1 1
1 5 15 35 1 110 1 1 1 -1
Ejercicio 8.— Calcular los determinantes:
a b ¢ d r a a a a r T T
D, = —a b «a D, — a r a a Dy = xr b x x
—a —b ¢ v a a T a r r ¢ x
—a —b —c d a a a T r v x d
Ejercicio 9.— Determinar el rango de las matrices siguientes:
5 220 -2 8 1. 02
8 210 0 —6 ) b=z L=l
A= B=|14i —14i 1 0 0
2 2 2 —lggs i 0 2 1 -1
3 -1 5 1 0

-1 -1—-¢ —1 -1 1

Ejercicio 10.—Determinar el rango de la matriz siguiente,@@tps valores del pametro

Q.

CL2—

A=

[ R N J
— =3 W

— W~
—Q O N

Ejercicio 11.—Dar explcitamente la inversa de la mattiz< 2:
a b
c d )’

Ejercicio 12.—Calcular las inversas de las siguientes matrices:

supuesto qued — bc # 0.

2 4 3 1 a a? 1 —1 2
A= 0 1 1 B=|1 b b? C = 2 0 2
2 2 -1 1 ¢ 2 -1 0 1
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Ejercicio 13.— Clasificar, en fund@n del paametroa; y resolver cuando sea posible el

siguiente sistema de ecuaciones:

2ax1 + x9 + 3axs
2v1 + axy + x4
ars —  3x3

—_

Ejercicio 14.—Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones

21’1 — Ty — Trs +
3.%'1 ab 21’2 - 3.%‘3 +
201 + 4wy —  x3 +

r1 — 21)2 + T3
To — T3 +
r3 —
ry — Ty + I3

3.1'1 + 21’2

Ty + T2 + X3
—T1 + T2 + X3
—I il T3
T + T3
I + 3(133
1 + 33

Ty +
2]34 + 3
3[L‘4

Ty
Ty + s

Ty
+ 214

Xyg

Ty
Ty

— O N =

Xyq

Ts
Ts

|
o

Ejercicio 15.—Para los siguientes enunciados, decir si son verdadertsog faazonando

la respuestarevemente

1. Un sistema compatible determinado puede teréey imbgnitas que ecuaciones.

2.

gue indgnitas.

dientes es mayor o igual que el dedgaitas.

es menor que elirmero de inbgnitas.

ciones que de iragnitas.

tera.
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Un sistema compatible determinado puede teréyr @cuaciones que ibgnitas.

Un sistema compatible determinado puede ten@s ectuaciones independientes
Para todo sistema incompatible se verifica quelelero de ecuaciones indepen-
El nomero de ecuaciones independientes de todo sistema cbhapadieterminado
. No existen sistemas compatibles indeterminados con shamiumero de ecua-

. Un sistema compatible determinado con coeficientes@ntieme su soludn en-



