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Álgebra Lineal y Geometŕıa
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Tema 2: Matrices. Sistemas de
ecuaciones lineales.

2.1. Definiciones. Matrices especiales.

Seak un cuerpo cualquiera (puede serC, R o Q)1.

Definición.–Una matrizm× n definida sobre el cuerpok, dondem,n ∈ N, es una tabla
demn elementos dek dispuestos enm filas y n columnas. A la expresión (sin operar)
m × n se la denomina orden de la matriz.

Una tal matrizA se denotaŕa de alguna de las siguientes maneras:

A =













a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn













= (aij)1≤i≤m, 1≤j≤n
= (aij) ,

uśandose estáultima notacíon śolo cuandom y n se conozcan sin ambigüedad. Aśı pues,
un elemento geńerico de la matrizA se denotaŕa poraij, queriendo esto decir que este
elemento ocupa la posición (i, j): fila i, columnaj.

El conjunto de todas las matrices de ordenm × n definidas sobrek se denota por
Mm×n(k) o bien porM(m × n; k).

Definición.– Dadas dos matricesA y B, definidas sobrek, se diŕa queA = B cuando
ambas tengan el mismo orden, pongamosm × n, y adeḿas,

aij = bij, para cualesquiera1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Definición.–SeaA ∈ M(m × n; k) una matriz.

(a) La diagonal deA son los elementos de la formaaii, para1 ≤ i ≤ min{m,n}.

(b) A se dice cuadrada cuandom = n. El conjunto de las matrices cuadradas de orden
n × n, definidas sobrek, se denota habitualmente porM(n; k).

(c) Una matriz cuadrada se dice diagonal siaij = 0 cuandoi 6= j, esto es, todos los
elementos distintos de0 (si es que hay) se encuentran en la diagonal.

1La teoŕıa de matrices definidas sobre anillos, si bien es muy interesante y posee grandes campos de
aplicacíon, queda fuera de los objetivos de los primeros cursos y, en consecuencia, no la trataremos aquı́.
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(d) Una matriz se dice triangular superior (respectivamente inferior) cuandoaij = 0
cuandoi > j (respectivamentei < j), esto es, cuando todos los elementos situados
por debajo de la diagonal principal son nulos.

Ejemplo.– De todas las matrices diagonales de ordenn, la más importante es sin duda
la denominada matriz identidad, usualmente denotadaIn y definida como la matriz dia-
gonal donde todos los elementos de la diagonal son1 (equivalentemente, como la matriz
In = (eij) definida poreij = δij, la delta de Kronecker (o de Dirac), que vale1 cuando
coinciden sus subı́ndices y0 en otro caso).

La matriz cuadrada de ordenn que tiene0 en todos sus elementos se denomina matriz
nula y se denotará por0n. Aśı mismo, notaremos0m×n a la matrizm × n con todos sus
elementos nulos.

Definición.– Dada una matrizA ∈ M(m × n; k), se define la matriz traspuesta deA,
notadaAt, como la matriz deM(n × m; k) cuyo elemento(i, j) es el elemento(j, i) de
A. Esto es,At es el resultado de cambiar, enA, filas por columnas y columnas por filas,
respetando el orden. De esto, es obvio que(At)t = A.

Aśı mismo, cuandok = C, denotaremos porA, denominada matriz conjugada de
A, la matriz deM(m × n;C) cuyo elemento(i, j) es el conjugado deaij. La matriz
traspuesta conjugada deA se denotaA∗ = (A)t = At ∈ M(n × m;C).

Una matrizA se dice siḿetrica cuandoA = At, esto es cuandoaij = aji para cua-
lesquierai, j. Por otro lado,A se dice antisiḿetrica cuandoaij = −aji para todo(i, j)
(en particular,aii = 0 para todoi).

Una matriz (definida sobreC) se dice herḿıtica o hermitiana cuandoA = A∗.

Observacíon.– Como es obvio, siA ∈ M(n;C) verifica queA = A, entoncesA ∈
M(n;R). De la misma forma, las matrices que son a la vez simétricas y hermitianas han
de ser reales.

Observacíon.– Obviamente una matriz siḿetrica, antisiḿetrica o hermitiana ha de ser
cuadrada. Ańalogamente, una matriz antisimétrica y diagonal ha de ser forzosamente0n.

Para finalizar, definiremos algunos conceptos que también aparecen eńalgebra matri-
cial y que seŕanútiles en adelante.

Definición.–SeaA ∈ M(m × n; k).

(a) Cuandom = 1 (respectivamenten = 1) A se diŕa una matriz–fila (matriz–
columna).

(b) Una submatriz deA es una matriz formada por la intersección de un subconjunto
de filas y un subconjunto de columnas deA, respetando el orden.

(c) Cuando una submatriz esté formada por filas consecutivas y columnas consecutivas,
se denominaŕa un bloque deA.

Observacíon.–Los bloques deA correspondientes a las filas y columnas deA (más pre-
cisamente las submatrices–fila y submatrices–columna deA) seŕan usados con frecuencia.
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Aśı, cuando escribamos, por ejemplo

A = ( C(A)1 |C(A)2 | ... |C(A)n ),

estaremos indicando queC(A)i es la submatriz–columna deA formada por todas las filas
y la columnai–ésima deA. La notacíon correspondiente por filas será

A =













F (A)1

F (A)2

...
F (A)m













.

2.2. Operaciones: Suma, producto, producto por es-
calares.

Definición.–Dadas dos matricesA,B ∈ M(m × n; k) definimos la matriz suma deA y
B comoC = (cij) = A + B ∈ M(m × n; k) dada por

cij = aij + bij.

Proposición.–La suma de matrices dota aM(m×n; k) de estructura de grupo abeliano.

Demostracíon.–Las cuatro propiedades son elementales de probar: el elemento neu-
tro es0m×n y el opuesto deA, notada−A, es aqúella en la que el elemento(i, j) es
precisamente−aij. Q.E .D.

Definición.– Dada una matrizA ∈ M(m × n; k) y un elementoα ∈ k se define el
producto deα porA comoB = (bij) = αA ∈ M(m × n; k) dada por

bij = αaij.

Los elementos de un cuerpok, cuando operan con elementos de otro conjunto, se
denominan a menudo escalares. Por ello el anterior productose suele denominar producto
por escalares, para diferenciarlo del producto de matricesque despúes veremos.

Proposición.–El producto por escalares verifica las siguientes propiedades, dadasA,B ∈
M(m × n; k) y α, β ∈ k):

(a) (α + β)A = αA + βA (distributividad del producto respecto de la suma de es-
calares).

(b) α(A + B) = αA + αB (distributividad del producto respecto de la suma de matri-
ces).

(c) (αβ)A = α(βA).

(d) 1A = A y 0A = 0m×n.
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Definimos ahora el producto de matrices, que es, con diferencia, la operacíon más
complicada, tanto por sus propiedades como por la definición en śı. Incorporaremos
tambíen la notacíon de sumatorios, que ya debe resultar familiar.

Definición.– Dadas dos matricesA ∈ M(m × n; k) y B ∈ M(n × p; k) se define el
producto deA porB comoC = (cij) = AB dada por

cij = ai1b1j + ai2b2j + ... + ainbnj =
n
∑

l=1

ailblj.

Notemos que, si escribimosA en submatrices–fila yB en submatrices–columna,

A =













F (A)1

F (A)2

...
F (A)m













, B = ( C(B)1 |C(B)2 | ... |C(B)p ),

entonces el elemento(i, j) deAB es precisamenteF (A)iC(B)j.

Proposición.–Se verifican las siguientes propiedades:

(a) DadasA ∈ M(m × n; k), B ∈ M(n × p; k) y C ∈ M(p × q; k), se tiene que
A(BC) = (AB)C.

(b) DadasA ∈ M(m × n; k), B,C ∈ M(n × p; k) y D ∈ M(p × q; k), se tiene que

A(B + C) = AB + AC, (B + C)D = BD + CD.

(c) DadaA ∈ M(m × n; k), AIn = ImA = A.

(d) DadasA ∈ M(m × n; k), B ∈ M(n × p; k) y α ∈ k, se tiene que(αA)B =
α(AB) = A(αB).

Demostracíon.–Casi todas las propiedades son similares y no demasiado complejas,
salvo por el hecho de que la notación puede ser enrevesada. De esta forma, haremos la
prueba de (a) y dejaremos las demás (sobre todo (b) y (d)) como un interesante ejercicio.
Denominemos

D = A(BC), E = (AB)C,

ambas de ordenm × q.

El elementodij viene dado por

dij =
n
∑

h=1

aih [ elemento(h, j) deBC ] =
n
∑

h=1

aih

(

p
∑

l=1

bhlclj

)

=
n; p
∑

h=1; l=1

aihbhlclj,

mientras que el elementoeij viene dado por

eij =
p
∑

l=1

[ elemento(i, l) deAB ] clj =
p
∑

l=1

(

n
∑

h=1

aihbhl

)

clj =
p; n
∑

l=1; h=1

aihbhlclj,

con lo que probamos el resultado.Q.E .D.
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Observacíon.– El producto de matrices no es conmutativo: de hecho, es posible que ni
tan siquiera se puedan considerar los dos productos posibles. En concreto,AB y BA

sólo tiene sentido siA ∈ M(m × n; k) y B ∈ M(n × m; k), pero no tiene por qúe ser
AB = BA, como se puede comprobar con casi cualquier ejemplo.

En particular, siA,B ∈ M(n; k), en cuyo caso tienen sentidoAB y BA, tampoco se
verificaAB = BA, en general.

Observacíon.– De la definicíon de producto se sigue fácilmente que el producto y la
suma de matrices diagonales (respectivamente triangulares superiores/inferiores) es de
nuevo diagonal (triangular superior/inferior).

Proposición.–Dadas matricesA y B, y un escalarα ∈ k, se verifica:

(a) SiA,B ∈ M(m × n; k), (A + B)t = At + Bt.

(b) SiA ∈ M(m × n; k) y B ∈ M(n × p; k), (AB)t = BtAt.

(c) (αA)t = αAt.

Demostracíon.–Sólo apuntaremos la prueba de (b), que es la más dif́ıcil: denotamos
C = (AB)t y D = BtAt. Entonces el elementocij es el elemento(j, i) deAB, esto es,
el producto deF (A)j porC(B)i. Por otro lado,dij es el productoF (Bt)iC(At)j, esto es,

n
∑

l=1

bliajl = F (A)jC(B)i,

lo que prueba el resultado.Q.E .D.

Corolario.– Dadas matrices complejasA y B, y un escalarα ∈ C, se verifica:

(a) SiA,B ∈ M(m × n; k), A + B = A + B y (A + B)∗ = A∗ + B∗.

(b) SiA ∈ M(m × n; k) y B ∈ M(n × p; k), AB = A · B y (AB)∗ = B∗A∗.

(c) αA = α · A y (αA)∗ = αA∗.

2.3. Determinantes (I).

El concepto de determinante es uno de los más complejos deĺalgebra matricial: optamos
aqúı por la definicíon más tradicional basada en el desarrollo indicado por permutaciones,
que ya se han introducido.

Definición.–SeaA ∈ M(n; k). Denominamos determinante deA, notado|A| o det(A)
al escalar dado por la fórmula

|A| =
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1σ(1)a2σ(2)...anσ(n),

dondent(σ) indica el ńumero de inversiones de la permutaciónσ.

7
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Observacíon.– Como el sumatorio está indicado por los elementos deSn, habŕa n!
sumandos en el desarrollo completo de|A|.

Cada uno de estos sumandos, salvo signo, es el producto den elementos de la matriz,
tomados de forma que no hay dos en la misma fila, ni dos en la misma columna.

Ejemplo.– Consideremos una matriz genéricaA ∈ M(2; k),

A =

(

a11 a12

a21 a22

)

.

EnS2 tenemos dos permutaciones posibles que llamaremosσ y τ , concretamente

σ =

[

1 2
1 2

]

, τ =

[

1 2
2 1

]

,

y que verificannt(σ) = 0, nt(τ) = 1. Aśı pues, el desarrollo de|A| queda

|A| = (−1)0a11a22 + (−1)1a12a21 = a11a22 − a12a21.

Ejemplo.– Veamos ahora el caso de matrices3 × 3; tomamos

A =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33





 .

EnS3 hay seis permutaciones, en concreto

σ1 =

[

1 2 3
1 2 3

]

, σ2 =

[

1 2 3
2 3 1

]

, σ3 =

[

1 2 3
3 1 2

]

,

τ1 =

[

1 2 3
3 2 1

]

, τ2 =

[

1 2 3
2 1 3

]

, τ3 =

[

1 2 3
1 3 2

]

,

donde lasσi tienennt(σi) par y lasτi tienent(τi) impar.

El desarrollo es entonces el siguiente:

|A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a21 − a12a21a33 − a11a23a32,

que coincide con la fórmula conocida de los determinantes3 × 3.

De las muchas propiedades de los determinantes, vamos a estudiar solamente algunas
en esta lección, las que lo caracterizan en cierto modo.

Proposición.–SeaA ∈ M(n; k). Entonces|A| = |At|.

Demostracíon.–Escribimos, como es costumbreA = (aij) y un sumando, de losn!
de que consta el desarrollo del determinante deA es

Mσ = (−1)nt(σ)a1r1
a2r2

...anrn
,

dondeσ viene dada por

σ =

[

1 2 ... n

r1 r2 ... rn

]

.

8
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Comoσ es una permutación de{1, 2, ..., n}, podemos reordenar los factores deMσ

usando el segundo subı́ndice de cada factor,

Mσ = (−1)nt(σ)ak11ak22...aknn.

Dondeki es precisamente el elemento de{1, 2, ..., n} que verificaσ(ki) = i. Esto es,
la permutacíon

[

1 2 ... n

k1 k2 ... kn

]

es, precisamente,σ−1 que tambíen es un elemento deSn.

En el desarrollo del determinante deAt = (bij) nos encontramos con el sumando
correspondiente a la permutaciónσ−1, que es

Nσ−1 = (−1)nt(σ−1)b1k1
b2k2

...bnkn
= (−1)nt(σ−1)ak11ak22...aknn,

con lo que cada sumandoMσ de |A| es, salvo signo, igual que un sumandoNσ−1 de |At|.
Por tanto para probar el resultado sólo resta demostrar que

(−1)nt(σ) = (−1)nt(σ−1).

Antes de entrar a probar el resultado, tomemos un ejemplo deS6

σ =

[

1 2 3 4 5 6
4 3 2 6 1 5

]

,

cuyo ńumero de inversiones esnt(σ) = 8. El inverso deσ viene dado por

σ−1 =

[

1 2 3 4 5 6
5 3 2 1 6 4

]

,

que verificant(σ−1) = 8. Esto no es, como veremos, casual y, de hecho, este ejemplo
est́a previsto para que podamos seguir sobreél (u otro similar) el razonamiento.

En efecto, cada inversión deσ corresponde a un par(i, j) de {1, ..., n} × {1, ..., n}
tal que i < j y σ(i) = ri > σ(j) = rj. Pero esto también corresponde a un par
(rj, ri) ∈ {1, ..., n} × {1, ..., n} tal querj < ri y σ−1(rj) = j > σ−1(ri) = i. Por tanto,
cada inversíon deσ lleva aparejada una inversión deσ−1, con lo quent(σ) ≤ nt(σ−1).
Como esto es cierto para cualquierσ, aplicando el mismo resultado aσ−1 se tiene lo que
queremos.Q.E .D.

Corolario.– Si A ∈ M(n;C), entonces|A∗| = |A| = |A|.

Demostracíon.–Basta tener en cuenta que la definición de determinante como suma
de productos de elementos deA, y las propiedades elementales de la conjugación de
números complejos.Q.E .D.

Observacíon.– A partir de este enunciado, todos los resultados relativos aevaluacíon
de determinantes (esto es del tipo, “el determinante no varı́a”, “el determinante vale
0”,...) y relativos a propiedades u operaciones por columnasson igualmente v́alidos para
propiedades u operaciones por filas, y viceversa.
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Vamos a estudiar ahora otras de las propiedades más sobresalientes de los determi-
nantes; dando, en casi todos los casos, las demostraciones precisas. Áun aśı, es obvio el
hecho de que el alumno debe limitarse a entender bien (que no es poco) las pruebas y a
aplicar los enunciados a la evaluación de determinantes de diversa complejidad.

Definición.–Dada una matriz–fila (respectivamente columna)A, pongamos

A = (a1 a2 ... an ) ,

diremos que es combinación lineal de las matrices–fila (columna)B y C, dadas por

B = (b1 b2 ... bn ) , C = (c1 c2 ... cn ) ,

cuando existanα, β ∈ k tales queA = αB + βC, esto es,

ai = αbi + βci, para todoi = 1, ..., n.

Análogamente diremos queA es combinacíon lineal de matrices–filaB1, ..., Br

cuando existan escalaresα1, ..., αr ∈ k tales que

A = α1B1 + ... + αrBr.

Proposición.–SeaA ∈ M(n; k) verificando queF (A)i es combinacíon lineal de matri-
ces filaB1, ..., Br;

F (A)i = α1B1 + ... + αrBr.

En estas condiciones el determinante deA es

|A| = α1|A1| + ... + αr|Ar|,

donde cadaAj es la matriz resultante de cambiar, enA la fila F (A)i por la matriz–filaBj.

Demostracíon.–Sólo haremos la demostración parar = 2, porque el caso general se
obtiene aplicando reiteradamente este caso. Este razonamiento se usará varias veces en el
futuro y tal vez merezca la pena detenerse un instante enél. En efecto, supongamos que
sólo hemos probado el casor = 2. Entonces

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

C(A)i

...
C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

α1B1 + α2B2 + ... + αrBr

...
C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

y, aplicando el caso de dos sumandos,

|A| = α1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

B1
...

C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

α2B2 + ... + αrBr

...
C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Aplicando de nuevo el caso probado alúltimo determinante,

|A| = α1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

B1
...

C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ α2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

B2
...

C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C(A)1
...

α3B3 + ... + αrBr

...
C(A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

y, enr aplicaciones sucesivas,

|A| = α1|A1| + ... + αr|Ar|.

Probemos entonces el casor = 2. Para ello simplificaremos la notación y supon-
dremos

F (A)i = αB + βC,

con
B = ( bi1 ... bin ) , C = ( ci1 ... cin ) ,

donde usamos una notación algo extrãna, para facilitar la situación deB y C como filas
i–ésimas deA1 y A2.

Desarrollamos el determinante deA, usando la notación habitual,

|A| =
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1r1
...airi

...anrn

=
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1r1
... (αbiri

+ βciri
) ...anrn

=
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1r1
... (αbiri

) ...anrn
+
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1r1
... (βciri

) ...anrn

= α|A1| + β|A2|,

dondeA1 (resp. A2) es la matriz resultante deA al cambiarF (A)i por B (resp. C).
Q.E .D.

Corolario.– Si multiplicamos todos los elementos de una fila deA por un elementoα ∈ k,
el determinante de la matriz resultante esα|A|.

Demostracíon.– Es el resultado anterior parar = 1 (la demostracíon se adapta tri-
vialmente).Q.E .D.

Proposición.–SeaA ∈ M(n; k), y denominemosB la matriz resultante de intercambiar
dos filas deA. Entonces|B| = −|A|.

Demostracíon.–Supongamos que las filas que se permutan sonF (A)i y F (A)j (con
i < j) y denotemos, como es usual,A = (aij), B = (bij). Entonces:

|B| =
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)b1r1
...biri

...bjrj
...bnrn

=
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1r1
...ajri

...airj
...anrn

=
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1r1
...airj

...ajri
...anrn

11
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Fijémonos ahora en la permutación indicada en los subı́ndices de los sumandos: no es
σ, sino otra permutación, llaḿemoslaτ , que concide conσ en todo, salvo porque

τ(i) = σ(j) = rj, τ(j) = σ(i) = ri.

Tratemos de relacionar las inversiones deσ con las deτ . Obviamente, para1, ..., i −
1, j + 1, ..., n las inversiones que tienen lugar por ambas permutaciones son exactamente
las mismas. Si tomamosi < k < j, entonces las inversiones que contamos enk por σ y
τ son distintas en dos casos:

(a) Siri < rk < rj, enτ aparece una inversión (porqueτ(k) = rk > τ(j) = ri) que
no aparećıa enσ. Pero, de hecho, también aparece otra (τ(i) = rj > τ(k) = rk).

(b) Si ri < rk < rj, se da el caso siḿetrico.

Aśı las cosas, la diferencia entre las inversiones que contemos enσ y las deτ van
siempre de dos en dos, a excepción de un solo caso: siri > rj enσ hay una inversíon
(i < j, σ(i) > σ(j)) que no aparece enτ . Por contra, siri < rj, en τ aparece una
inversíon que no aparece enσ. En cualquier circunstancia

(−1)nt(σ) = (−1) · (−1)nt(τ),

de donde
|B| =

∑

τ∈Sn

−(−1)nt(τ)a1r1
...airj

...ajri
...anrn

= −|A|,

porque, cuandoσ recorre todas las biyecciones deSn, τ tambíen lo hace. Esto se puede
probar directamente o bien observando queτ = υσ, dondeυ es la pemutación que in-
tercambiai con j, dejando todos los deḿas elementos de{1, ..., n} iguales. Entonces,
cuandoσ vaŕıa por todas las biyecciones deSn, τ lo hace por las deυ ·Sn = Sn (ver 1.5.).
Q.E .D.

Proposición.–El determinante deIn vale1.

Demostracíon.– Es inmediata, dado que láunica permutación que no arroja un
sumando nulo en el desarrollo esσ(i) = i, para todoi = 1, ..., n, que no tiene inver-
siones. Entonces

|In| = (−1)01 · 1 · ... · 1 = 1.

Q.E .D.

Observacíon.– Puede probarse (aunque no lo haremos aquı́), que las tres propiedades
estudiadas en esta lección (denominadas habitualmente, por este orden, multilinealidad,
alternancia y normalidad) caracterizan el determinante como aplicacíon deM(n; k) enk.

2.4. Determinantes (II).

Continuamos con las propiedades básicas del determinante, incluyendo una prueba, que
raras veces se expone en clase con total rigor, de que el determinante del producto de

12
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dos matrices es el producto de los determinantes de ambas matrices. Aunque es obliga-
torio que los alumnos conozcan este resultado, se pudede optar por sustituir la prueba
por algunos ejemplosn–dimensionales, determinantes de Vandermonde o algunos otros
ejemplos que puedan resultarútiles en el futuro.

Proposición.–El determinante de una matriz con dos filas iguales es0.

Demostracíon.– En efecto, siA ∈ M(n; k) tiene dos filas iguales, al permutarlas
obtenemos la misma matrizA. Pero, por alternancia, eso implica|A| = −|A|, de donde
|A| = 0. Q.E .D.

Proposición.–Si una matriz tiene una fila proporcional a otra, su determinante es0.

Demostracíon.– SeaA ∈ M(n; k) tal queF (A)i = αF (A)j para ciertoα ∈ k.
Entonces

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (A)1
...

F (A)i

...
F (A)j

...
F (A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (A)1
...

αF (A)j

...
F (A)j

...
F (A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= α

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (A)1
...

F (A)j

...
F (A)j

...
F (A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

por la alternancia del determinante.Q.E .D.

Corolario.– Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es0.

Demostracíon.– Inmediata.Q.E .D.

Proposición.– Si en una matriz una fila es combinación lineal de otras, el determinante
es0.

Demostracíon.–Supongamos que, en la matrizA ∈ M(n; k), tenemos

F (A)i = α1F (A)j1 + α2F (A)j2 + ... + αrF (A)jr
.

Entonces el determinante deA se puede descomponer, por multilinealidad, como
suma der determinantes, cada uno de ellos con dos filas proporcionales y, en conse-
cuencia, nulos. Aśı |A| = 0. Q.E .D.

Proposición.– Dada una matrizA ∈ M(n; k), si sumamos a una fila deA una combi-
nacíon lineal de otras filas deA, obtenemos una matrizB que verifica|A| = |B|.

Demostracíon.–Supongamos queB se obtiene deA haciendo

F (B)i = F (A)i + α1F (A)j1 + α2F (A)j2 + ... + αrF (A)jr
,
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y todas las deḿas filas deB coinciden con las deA. Entonces

|B| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (A)1
...

F (A)i + α1F (A)j1 + ... + αrF (A)jr

...
F (A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (A)1
...

F (A)i

...
F (A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (A)1
...

α1F (A)j1 + ... + αrF (A)jr

...
F (A)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |A| + 0 = |A|.

Q.E .D.

Proposición.–SeanA,B ∈ M(n; k). Entonces|AB| = |A| · |B|.

Demostracíon.–Esta prueba es bastante compleja, y es muy probable que el docente
opte por no hacerla en clase; de todos modos la haremos por si no eséste el caso.

SeaD = AB. Entonces, por definición del producto,

dij =
n
∑

l=1

ailblj,

por lo que

F (D)i =
n
∑

l=1

ailF (B)l, parai = 1, ..., n.

Aśı pues tenemos que

|D| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (D)1
...

F (D)n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

l1=1

a1l1F (B)l1

...
n
∑

ln=1

anlnF (B)ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
n
∑

l1=1

...
n
∑

ln=1

a1l1 ...anln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (B)l1
...

F (B)ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

usando (reiteradamente) la multilinealidad del determinante. Ahora bien, por alternancia,
sabemos que si los{l1, ..., ln} no son todos distintos dos a dos, el sumando correspon-
diente es0, al tener el determinante del sumando dos filas iguales.

Nos quedamos, pues, con los sumandos no nulos. Para uno de estos sumandos, defi-
nimosσ ∈ Sn por σ(j) = lj paraj = 1, ..., n. Notemos queσ es un permutación bien
definida, para todos los sumandos no nulos de|D| y, rećıprocamente, toda permutación
deSn va a aparecer de esta forma en algún sumando de la expresión anterior.
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En uno de nuestros sumandos, observemos que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (B)l1
...

F (B)ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)nt(σ)|B|.

Esto puede probarse de manera similar a la prueba de quent(σ) = nt(σ−1). Entonces

|D| =
n
∑

l1=1

...
n
∑

ln=1

a1l1 ...anln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

F (B)l1
...

F (B)ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑

σ∈Sn

a1σ(1)...anσ(n)(−1)nt(σ)|B|

= |B|
∑

σ∈Sn

a1σ(1)...anσ(n)(−1)nt(σ) = |A| · |B|.

Q.E .D.

Observacíon.– Algunas otras propiedades que se deducen de las ya estudiadas o que se
prueban de forma análoga, y que pueden aparecer como corolarios o como ejercicios (o no
aparecer en absoluto e ir probándolas seǵun surjan) son las siguientes: dadaA ∈ M(n; k),

(a) |αA| = αnA, para todoα ∈ k.

(b) |Ar| = |A|r, para todor ∈ N.

(c) Si A es triangular superior (inferior),|A| es el producto de sus elementos diago-
nales.

Estudiamos ahora un ḿetodo de ćalculo de determinantes a mano: el desarrollo de un
determinante por adjuntos de una fila (columna).

Definición.– SeaA ∈ M(n; k), aij un elemento deA. La submatriz deA resultante de
eliminarF (A)i y C(A)j, se denomina submatriz complementaria deaij y se denotaMij.
Su determinante se llama menor complementario deaij, que notaremosαij. El escalar

Aij = (−1)i+jαij

se denomina adjunto deaij.

Observacíon.– Los adjuntos se puede usar para calcular explı́citamente los determi-
nantes, en especial si se usan junto con las propiedades estudiadas anteriormente. Probe-
mos primero el resultado esencial de esta lección.

Proposición.–SeaA ∈ M(n; k) y escojamos una fila (columna) cualquieraF (A)i. En-
tonces

ai1Ai1 + ai2Ai2 + ... + ainAin = |A|,

esto es, el determinante de|A| se puede hallar calculando el desarrollo de una fila
(columna) por sus adjuntos.

Demostracíon.–El desarrollo de|A| era

|A| =
∑

σ∈Sn

(−1)nt(σ)a1σ(1)...aiσ(i)...anσ(n),
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por lo que los sumandos que contienen a unaij escogido de antemano se agrupan en

aij

∑

σ(i)=j

(−1)nt(σ)a1σ(1)...ai−1σ(i−1)ai+1σ(i+1)...anσ(n) = aijBij.

Obviamente el objetivo es probar queBij = Aij = (−1)i+jαij.

Dado que en cada sumando de|A| hay exactamente un elemento de cada fila y de cada
columna, en cada sumando deBij hay precisamente un elemento de cada fila deA (ex-
cepto deF (A)i) y de cada columna (excepto deC(A)j). Por tanto, salvo eventualmente
el signo en cada sumando,Bij es el determinante deMij.

Veamos, para un sumando concreto deBij la relacíon entre el signo con que aparece
arriba (esto es,(−1)nt(σ)) y el signo con el que aparece en el desarrollo del determinante
deMij.

Dadoσ ∈ Sn conσ(i) = j,

σ =

[

1 2 ... i − 1 i i + 1 ... n

r1 r2 ... ri−1 j ri+1 ... rn

]

,

denominaremosσ′ la biyeccíon entre{1, ..., i− 1, i+1, ..., n} y {1, ..., j − 1, j +1, ..., n}
definida porσ′(l) = σ(l). En estas condiciones si indicamos las filas deMij por
1, 2, ..., i − 1, i + 1, ..., n y las columnas por1, 2, ..., j − 1, j + 1, ..., n, tenemos que
(−1)nt(σ′) es el coeficiente con que aparecea1σ(1)...ai−1σ(i−1)ai+1σ(i+1)...anσ(n) en|Mij|.

N.B.: Para hacerlo usando permutaciones deSn−1, debeŕıamos denotar porσ′ a la
permutacíon deSn−1 definida por

σ′(l) =



















σ(l) si 1 ≤ l ≤ i − 1, 1 ≤ σ(l) ≤ j − 1
σ(l) − 1 si 1 ≤ l ≤ i − 1, j + 1 ≤ σ(l) ≤ n

σ(l − 1) si i + 1 ≤ l ≤ n, 1 ≤ σ(l) ≤ j − 1
σ(l − 1) − 1 si i + 1 ≤ l ≤ n, j + 1 ≤ σ(l) ≤ n

o sea,σ′ consiste simplemente en borrari del conjunto original yj del conjunto imagen.
Cuandoσ recorreSn, σ′ recorreSn−1.

Ahora bien, al eliminarσ(i) = j, el número de inversiones deσ′ se ve alterado como
sigue:

nt(σ′) = nt(σ) − ♯{rl > j | l = 1, ..., i − 1} + ♯{rl < j | l = i + 1, ..., n}.

Si llamamoss al segundo sumando en la expresión anterior, entonces el tercer
sumando es claramente(j − 1) − (i − 1 − s) = j − i + s, por lo que

nt(σ′) = nt(σ) − (s + j − i + s),

de donde
(−1)nt(σ′) = (−1)nt(σ)−2s−j+i = (−1)nt(σ)+i+j.

De esta forma hemos probado que el coeficiente deaij en|A| es
∑

σ′

(−1)nt(σ′)+i+ja1σ(1)...ai−1σ(i−1)ai+1σ(i+1)...anσ(n) = (−1)i+jAij.
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Q.E .D.

Observacíon.–Este resultado, junto con las propiedades del determinante(especialmente
el hecho de que sea invariante al sumar a una fila una combinación lineal de otras) se
usa frecuentemente para el cálculo expĺıcito, aplicando este desarrollo una vez que se
han hecho en una fila todos los elementos cero, salvo uno. Estopermite convertir un
determinante de ordenn en uno de ordenn − 1.

Lema.–DadaA ∈ M(n; k), escojamos dos filas distintasF (A)i y F (A)j. Entonces

ai1Aj1 + ai2Aj2 + ... + ainAjn = 0,

esto es, el desarrollo de una fila por los adjuntos de otra es siempre0.

Demostracíon.– Tenemos que evaluar la suma anterior (supongamosi < j), donde
un sumando arbitrario es

ailAjl = (−1)j+lail

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 ... a1l−1 a1l+1 ... a1n

...
...

...
...

ai1 ... ai,l−1 ai,l+1 ... ain

...
...

...
...

aj−1,1 ... aj−1,l−1 aj−1,l+1 ... aj−1,n

aj+1,1 ... aj+1,l−1 aj+1,l+1 ... aj+1,n

...
...

...
...

an1 ... an,l−1 an,l+1 ... ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y usando el desarrollo visto anteriormente, pero a la inversa, podemos escribir

ailAjl = ail

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 ... a1l−1 a1l a1l+1 ... a1n

...
...

...
...

...
ai1 ... ai,l−1 ail ai,l+1 ... ain

...
...

...
...

...
aj−1,1 ... aj−1,l−1 aj−1,l aj−1,l+1 ... aj−1,n

0 ... 0 1 0 ... 0
aj+1,1 ... aj+1,l−1 aj+1,l aj+1,l+1 ... aj+1,n

...
...

...
...

...
an1 ... an,l−1 anl an,l+1 ... ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 ... a1l−1 a1l a1l+1 ... a1n

...
...

...
...

...
ai1 ... ai,l−1 ail ai,l+1 ... ain

...
...

...
...

...
aj−1,1 ... aj−1,l−1 aj−1,l aj−1,l+1 ... aj−1,n

0 ... 0 ail 0 ... 0
aj+1,1 ... aj+1,l−1 aj+1,l aj+1,l+1 ... aj+1,n

...
...

...
...

...
an1 ... an,l−1 anl an,l+1 ... ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

De esta forma cuando realizamos la suma, usando la multilinealidad del determinante,
obtenemos el determinante deA, sustituyendo la filaj–ésima por lai–ésima. Al tener dos
filas repetidas, el determinante (esto es, la suma que queremos evaluar) vale0. Q.E .D.
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2.5. Matriz inversa.

Definición.–SeaA ∈ M(n; k). Diremos queA es regular si existeB ∈ M(n; k) verifi-
cando

AB = BA = In.

En este caso,B se denomina la matriz inversa deA y se denotaA−1. Las matrices no
regulares se denominan singulares.

Observacíon.– Notemos en primer lugar que la matriz inversa deA, de existir, eśunica
(lo cual justifica que se la denoteA−1). En efecto, siB y C son matrices inversas deA,
tendremos

AB = In =⇒ InB = (CA)B = C(AB) = CIn =⇒ B = InB = CIn = C.

Observacíon.– Pasamos ahora a la vertiente práctica, esto es: cómo reconocer si una
matriz es regular y, en caso afirmativo, cómo hallarA−1.

Definición.–SeaA ∈ M(n; k). Se denomina matriz adjunta deA a la matriz adjA cuyo
elemento(i, j) esAij, el adjunto del elemento(i, j) deA.

Proposición.–SeaA ∈ M(n; k). Entonces

A(adjA)t = (adjA)tA = |A|In.

Demostracíon.–Si notamos como de costumbre

A = (aij) , adjA = (Aij) ,

entonces

A(adjA)t =





























n
∑

i=1

a1iA1i

n
∑

i=1

a1iA2i ...
n
∑

i=1

a1iAni

n
∑

i=1

a2iA1i

n
∑

i=1

a2iA2i ...
n
∑

i=1

a2iAni

...
...

. . .
...

n
∑

i=1

aniA1i

n
∑

i=1

aniA2i ...
n
∑

i=1

aniAni





























,

esto es,

A(adjA)t =













|A| 0 ... 0
0 |A| ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... |A|













,

usando las propiedades de los adjuntos. La otra igualdad es análoga.Q.E .D.

Con este resultado ya podemos probar el enunciado que resuelve los dos problemas
antes citados.

Teorema de la matriz inversa.– SeaA ∈ M(n; k). EntoncesA es regular si y śolo
si |A| 6= 0. En este caso,

A−1 =
1

|A|
(adjA)t.

18
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Demostracíon.– Es nuestra primera prueba de una condición necesaria y suficiente,
aśı que la haremos paso a paso para acentuar el procedimiento estándar.

Primero supondremos queA es regular, y tendremos que probar que|A| 6= 0. Pero
esto es trivial porque, como existeA−1,

A · A−1 = In,

de donde|A| · |A−1| = 1, por lo que|A| 6= 0. Adeḿas hemos probado que|A|−1 = |A−1|.

Ahora supondremos que|A| 6= 0. Entonces, por la proposición anterior

(adjA)t · A = A · (adjA)t = |A| · In,

de donde, usando las propiedades del producto por escalares,
(

1

|A|
(adjA)t

)

· A = A ·

(

1

|A|
(adjA)t

)

= In.

Q.E .D.

Corolario.– El conjunto

GL(n; k) = {A ∈ M(n; k) | |A| 6= 0}

denominado grupo lineal de ordenn es, en efecto, un grupo con la operación producto.

Demostracíon.– La propiedad asociativa se verifica en todoM(n; k) y el elemento
neutro del producto,In, est́a en el conjunto, por lo que sólo hay que probar que existe
elemento inverso. Pero esto es sencillo usando el teorema anterior.Q.E .D.

Obśervese que este grupo no es, en general, abeliano.

2.6. Rango.

Definición.– SeaA ∈ M(m × n; k). Un menor de ordenr deA es el determinante de
una submatriz cuadrada deA de ordenr.

El rango deA, notado indistintamente rg(A) o rango(A), es el mayorr ∈ N tal que
existe un menor de ordenr deA distinto de0. Dicho de otro modo, es el orden del mayor
menor no nulo deA.

Observacíon.– De las propiedades estudiadas en 2.4. se deduce inmediatamente que, si
todos los menores de ordenr+1 son nulos, también lo son los de ordenr+2 y, por tanto,
los de cualquier orden mayor quer; de donde rg(A) ≤ r.

Proposición.–SeaA ∈ M(m × n; k). Se verifica:

(a) Si intercambiamos dos filas (columnas) deA, obtenemos una matriz con el mismo
rango.

(b) Si eliminamos deA una fila (columna) de ceros, obtenemos una matriz con el
mismo rango.
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(c) Si sumamos a una fila (columna) deA una combinacíon lineal de otras filas (colum-
nas), obtenemos una matriz del mismo rango.

(d) Si eliminamos deA una fila (columna) que es combinación lineal de otras filas
(columnas), obtenemos una matriz con el mismo rango.

Demostracíon.–Las propiedades (a) y (b) son elementales ya que, si denominamosB

a la matriz resultante de intercambiar dos filas o de eliminaruna fila de ceros, todo menor
no nulo deA puede formarse enB, y viceversa, por lo que el resultado es inmediato.

Probemos la propiedad (c). Para ello, comenzaremos reduciendo el problema al caso
básico en el que la operación efectuada sea sumar, a una fila, otra multiplicada por un
escalar. En efecto, probado esto, sumar una combinación lineal arbitraria se traduce en
aplicar el caso b́asico cuantas veces sean necesarias.

Una vez constatado esto, podemos también reducir el problema al caso

F (B)1 = F (A)1 + αF (A)2, F (B)i = F (A)i, parai = 2, ..., n;

ya que, de no ser ası́, podemos permutar las filas afectadas (lo cual no varı́a el rango,
por (a)). Ahora probaremos que rg(A) ≥ rg(B) y con esto habremos finalizado, puesA

tambíen se puede obtener deB usando una combinación lineal de filas y, en consecuencia,
la misma demostración que vamos a realizar prueba que rg(B) ≥ rg(A).

Supongamos entonces que rg(A) = r y, por tanto, todos los menores de ordenr + 1
son cero. Tomemos entonces un menorM cualquiera de ordenr+1 deB y probemos que
es0. Para ello, notemos en primer lugar que siM no involucra aF (B)1 se puede hallar
exactamente el mismo menor enA, por lo queM = 0. Aśı mismo si involucra tanto
a F (B)1 como aF (B)2, tambíen se puede hallar el mismo menor enA, convirtiendo
F (B)1 enF (A)1 usandoF (B)2 = F (A)2. Aśı pues, eĺunico caso a tratar es cuandoM

involucra aF (B)1, pero no aF (B)2.

Podemos permutar las filas y columnas involucradas de maneraque las filas sean
F (B)1, F (B)3, ..., F (B)r+2 y las columnasC(B)1, ..., C(B)r+1, sólo por simplificar no-
tación. Pero entonces

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 + αa21 a12 + αa22 ... a1r+1 + αa2r+1

a31 a32 ... a3r+1
...

...
.. .

...
ar+2,1 ar+2,2 ... ar+2,r+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 ... a1r+1

a31 a32 ... a3r+1
...

...
. ..

...
ar+2,1 ar+2,2 ... ar+2,r+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ α

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 ... a2r+1

a31 a32 ... a3r+1
...

...
.. .

...
ar+2,1 ar+2,2 ... ar+2,r+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

por lo queM es combinacíon de dos menores de ordenr + 1 deA, de dondeM = 0.

El apartado (d) es combinación directa de los apartados (c) y (b).Q.E .D.

Corolario.– DadaA ∈ M(n;C), rg(A) = rg(A∗) = rg(A).

Proposición.– SeaA ∈ M(m × n; k), P ∈ GL(m; k), Q ∈ GL(n; k). Entonces
rg(PA) = rg(AQ) = rg(A).

20
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Demostracíon.– Haremos śolo el caso rg(PA) ≤ rg(A), porque la otra desigualdad
se tiene multiplicando a izquierda porP−1 y el caso rg(A) = rg(QA) es similar.

Procediendo como el apartado (c) de la proposición anterior, podemos suponer
rg(A) = r − 1 (para facilitar la notación) y tomar, sin ṕerdida de generalidad,M , el
menor formado por lasr primeras filas y columnas dePA. Si prob́aramosM = 0,
tendŕıamos el resultado. Pero, si notamos,

A = (aij)i=1,...,m; j=1,...,n
, P = (pij)i,j=1,...,m

,

tenemos que

M =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑m
l=1 p1lal1 ...

∑m
l=1 p1lalr

...
. . .

...
∑m

l=1 prlal1 ...
∑m

l=1 prlalr

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y este menor, por la multilinealidad del determinante, puede escribirse como combinación
lineal de menores de ordenr deA, separando primero en sumas de determinantes (usando
la multilinealidad por filas, no por columnas) y extrayendo despúesr coeficientespij de
cada determinante (también por filas).

Dado que el proceso completo es sumamente engorroso, no entraremos en los detalles,
pero haremos un ejemplo suponiendor = m = 2 para ilustrar la complejidad de dar
expĺıcitamenteM como suma de menores deA. Aśı, en ese caso

M =

∣

∣

∣

∣

∣

p11a11 + p12a21 p11a12 + p12a22

p21a11 + p22a21 p21a12 + p22a22

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

p11a11 p11a12

p21a11 + p22a21 p21a12 + p22a22

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

p12a21 p12a22

p21a11 + p22a21 p21a12 + p22a22

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

p11a11 p11a12

p21a11 p21a12

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

p11a11 p11a12

p22a21 p22a22

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

p12a21 p12a22

p21a11 p21a12

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

p12a21 p12a22

p22a21 p22a22

∣

∣

∣

∣

∣

= p11p22M1 + p12p21M2,

dondeM1 y M2 son menores de orden2 deA. Q.E .D.

Observacíon.– No hemos dado áun un ḿetodo para calcular el rango, más alĺa de los
dos evidentes que se desprende de la definición: bien ir hallando todos los menores de
un orden dado hasta que aparezca uno no nulo y, en ese momento,comenzar con los
del orden siguiente; bien comenzar con los menores de orden máximo e ir bajando hasta
encontrar uno no nulo.

Como muestra de la inefectividad de estos procedimientos, baste poner un ejemplo,
ni tan siquiera nuḿerico: consideremos una matriz cuadrada de orden5 y rango3.

Si comenzamos haciendo menores de orden bajo y vamos ascendiendo, áun en el caso
de que tengamos suerte y hallemos pronto un menor de orden3 no nulo, nadie nos quita de

21
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tener que calcular todos los menores de orden4 hasta cerciorarnos de que todos son nulos.
Eso implica25 determinantes de orden4. Si optamos por hacer primero el determinante
de la matriz y luego ir buscando menores de menor rango apartede los25 determinantes
de orden4 debemos ãnadir a nuestra lista de tareas un determinante de orden5.

A continuacíon desarrollaremos un ḿetodo ḿas efectivo para el cálculo a mano del
rango de una matriz, conocido como el método de orlado. En el ejemplo anterior, bastan
cuatro determinantes de orden4 para garantizar que el rango de la matriz es3.

El método del orlado se basa en el resultado siguiente:

Proposición.–SeaA ∈ M(m × n; k), verificando que:

(a) Existe una submatriz cuadradaS de ordenr con|S| 6= 0.

(b) Toda submatriz cuadrada de ordenr + 1 que contenga aS tiene determinante0.

En estas condiciones rg(A) = r.

Demostracíon.– Podemos suponer como en la lección anterior queS est́a formada
por lasr primeras filas y columnas. Escribimos entoncesA por bloques de la forma

A =

(

S M1

M2 M3

)

,

y consideramos la matriz cuadrada de ordenm dada por bloques

P =

(

Ir 0r×(m−r)

−M2S
−1 Im−r

)

,

cuya inversa es (ejercicio sencillo)

P−1 =

(

Ir 0r×(m−r)

M2S
−1 Im−r

)

= (qij) ,

aplicando la definicíon.

Entonces la matrizB = PA tiene el mismo rango queA, peroB tiene la siguiente
forma, sin ḿas que aplicar la definición de producto

B =

(

S M1

0(m−r)×r M ′
3

)

,

conM ′
3 = −M2S

−1M1 + M3.

Ahora bien, supongamos que hay una submatriz de ordenr + 1 en B que contiene
a S y con determinante distinto de0. Permutando, supondremos que es la formada por
lasr + 1 primeras filas y columnas. Esto implica, en particular quebr+1,r+1 6= 0, ya que
br+1,i = 0 parai = 1, ..., r.

Entonces, hacemosP−1B = A y es elemental (aunque algo largo de probar con
detalle: lo dejamos al juicio del docente) ver que la submatriz formada por lasr + 1
primeras filas y columnas deA es precisamente

S =













b1r+1

S
...

brr+1

ar+1,1 ... ar+1,r ar+1,r+1













,
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donde se verifica

ar+1,j =
m
∑

l=1

qr+1,lblj, j = 1, ..., r + 1

pero, al serqr+1,l = 0 paral > r + 1, y qr+1,r+1 = 1, en realidad

ar+1,j =
r
∑

l=1

qr+1,lblj + br+1,j, j = 1, ..., r + 1

y, paral, j ≤ r se tiene queblj = alj y br+1,j = 0, por lo que

ar+1,j =
r
∑

l=1

qr+1,lalj j = 1, ..., r

ar+1,r+1 =
r
∑

l=1

qr+1,lal,r+1 + br+1,r+1

Si ahora realizamos la operación

F (S)r+1 −
r
∑

l=1

qr+1,lF (S)l,

obtenemos una matriz de determinante|S| y forma













b1r+1

S
...

brr+1

0 ... 0 br+1,r+1













.

De todo esto deducimos que, sibr+1,r+1 6= 0, podemos hallar también enA una
submatriz de ordenr + 1 que contiene aS y de determinante distinto de0. Por reduccíon
al absurdo se deduce que rg(B) = r y, por tanto, tambíen rg(A) = r. Q.E .D.

Observacíon.– El método del orlado para el cálculo del rango de una matrizA se basa
en el resultado anterior de la manera obvia: dadaA comenzamos buscando un menor de
orden1 distinto de0. Si lo hay, rg(A) ≥ 1, si no, rg(A) = 0 y hemos terminado.

En caso de no haber terminado, buscamos un menor de orden2 cuya submatriz con-
tenga la del menor de orden1 no nulo hallado anteriormente. Si encontramos tal menor,
rg(A) ≥ 2, si no, por la proposición, rg(A) = 1 y hemos terminado.

Aśı, cuando tengamos rg(A) ≥ i porque hemos hallado una submatriz de ordeni y
menor no nulo, buscamos una submatriz de ordeni+1 que contenga a la anterior (lo cual
recorta mucho la b́usqueda) y de determinante no nulo. Si la hallamos rg(A) ≥ i + 1 y
seguimos, si no, rg(A) = i y hemos finalizado.
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2.7. Sistemas de ecuaciones lineales: Sistemas de Cramer.

Definición.– Un sistema dem ecuaciones lineales enn incógnitas, pongamosx1, ..., xn

definido sobre un cuerpok es un conjunto de expresiones






















a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

dondeaij, bi ∈ k para todoi = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

En notacíon matricial el sistema anterior se expresa












a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
am1 am2 ... amn

























x1

x2
...

xn













=













b1

b2
...

bm













,

o, abreviadamente,
AX t = Bt.

La matrizA ∈ M(m × n; k) se denomina matriz de coeficientes del sistema y la
matriz

(A | Bt) =
(

C(A)1 | ... |C(A)n |B
t
)

se denomina matriz ampliada del sistema (nótese que hemos usadoBt en lugar de
(C(Bt)1), abusando un poco de la notación).

Una solucíon del sistema es una asignación de valores

x1 = α1, x2 = α2, ..., xn = αn,

conαi ∈ k para todoi = 1, ..., n; de tal forma que se verifica

A













α1

α2
...

αn













= Bt.

Abreviadamente también se diŕa que(α1, ..., αn) es una solución del sistema.

Dos sistemas se dicen equivalentes cuando tienen exactamente las mismas soluciones;
esto es, toda solución de uno lo es de otro, y viceversa.

Observacíon.–El caso ḿas simple (y, en cierto sentido, elúnico) de sistemas equivalentes
es aqúel en el que ãnadimos o sustraemos a un sistema ecuaciones formadas a partir de
las del sistema mediante combinaciones lineales.

Observacíon.– Notemos que la existencia de una solución (α1, ..., αn) es equivalente a
que

α1C(A)1 + α2C(A)2 + ... + αnC(A)n = Bt.

Definición.– Atendiendo a la existencia y a la cantidad de soluciones, lossistemas de
ecuaciones lineales pueden clasificarse como:
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(a) Sistemas incompatibles: Aquéllos que no tienen soluciones.

(b) Sistemas compatibles: Aquéllos que admiten soluciones.Éstos, a su vez, se dividen
en:

(b.1) Sistemas compatibles determinados: Aquéllos que admiten unáunica
solucíon.

(b.2) Sistemas compatibles indeterminados: Aquéllos que admiten ḿas de una
solucíon.

Definición.– Un sistema de ecuaciones lineales se dice homogéneo cuando la matrizB
tiene todos sus elementos nulos.

Observacíon.–Los sistemas homogéneos han sido de gran importancia históricamente y
tambíen lo seŕan en esta asignatura. Como es obvio, todo sistema homogéneo es compa-
tible.

Definición.– Un sistema de ecuaciones lineales se dice de Cramer si tiene elmismo
número de ecuaciones que de incógnitas y verifica que|A| 6= 0.

Teorema.–Un sistema de Cramer es siempre compatible determinado.

Demostracíon.–Si escribimos el sistema en notación matricialAX t = Bt, dado que
|A| 6= 0, podemos escribir

A−1AX t = A−1Bt =⇒ InX
t = X t = A−1Bt,

lo cual demuestra el resultado, por la unicidad deA−1.

Corolario.– Un sistema de Cramer homogéneo tiene comóunica solucíon

x1 = x2 = ... = xn = 0.

Observacíon.– Para resolver un sistema de ecuaciones hay muchos métodos distintos,
y, si bien un estudio detallado de la complejidad de cada uno est́a fuera por completo
de los objetivos de la asignatura, sı́ podemos recalcar que el método que a continuación
probaremos para los sistemas de Cramer, si bien es claramenteinmanejable para sistemas
de ḿas de4 incógnitas, puede resultar de ayuda para sistemas con pocas ecuaciones donde
no queramos pararnos a buscar combinaciones que eliminen variables.

Regla de Cramer.–Sea un sistema de ecuaciones de Cramer, notado matricialmente,

AX t = Bt.

Entonces la solución única del sistema viene dada por

xi =
1

|A|
det

(

C(A)1 | ... |C(A)i−1 |B
t |C(A)i+1 | ... |C(A)n

)

,

parai = 1, ..., n. Esto es, el valor de cadaxi es el cociente de dos determinantes, el
determinante deA como denominador y, como numerador, el determinante de la matriz
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obtenida al sustituir, enA, la columna de los coeficientes dexi por la de t́erminos inde-
pendientes.

Demostracíon.– Si recobramos de la prueba anterior la solución del sistema de
Cramer,

X t = A−1Bt,

podemos escribir lo siguiente

X t =
1

|A|
(adjA)tBt

=
1

|A|













A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2
...

...
. ..

...
A1n A2n ... Ann

























b1

b2
...
bn













=
1

|A|













A11b1 + A21b2 + ... + An1bn

A12b1 + A22b2 + ... + An2bn

...
A1nb1 + A2nb2 + ... + Annbn













,

de lo cual

xi =
A1ib1 + A2ib2 + ... + Anibn

|A|
,

donde, para finalizar la demostración śolo resta observar que el numerador es el desarrollo
por los adjuntos de la columnai–ésima del determinante de la matriz













a11 a12 ... a1i−1 b1 a1i+1 ... a1n

a21 a22 ... a2i−1 b2 a2i+1 ... a2n

...
...

...
...

...
...

an1 an2 ... ani−1 bn ani+1 ... ann













.

Q.E .D.

Observacíon.– Gracias a los sistemas de Cramer podemos probar el recı́proco de una
propiedad del rango de una matriz.

Proposición.– SeaA una matriz con rg(A) = r. Si al eliminar una fila (columna) de
A el rango contińua siendor, la fila (columna) eliminada era combinación lineal de las
restantes.

Demostracíon.– Podemos suponer, como ya hemos explicado varias veces, que un
menor de orden maximal lo dan lasr primeras filas y columnas. Probaremos entonces
que la columnaC(A)r+1 es combinacíon lineal deC(A)1, ..., C(A)r y todos los deḿas
casos se siguen deéste.

Si denominamosS a la submatriz anteriormente descrita, tenemos que

SX t =









a1r+1
...

arr+1








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es un sistema de Cramer de ordenr, por lo que existenα1, ..., αr ∈ k tales que, para
l = 1, ..., r

α1al1 + ... + αralr = alr+1.

Ahora bien, si al hacerα1C(A)1+...+αrC(A)r−C(A)r+1 no obtenemos exactamente
una columna de ceros es porque hay un elemento no nulo por debajo de la filar–ésima.
Pero entonces al orlar la submatrizS con esa fila y la columna(j + 1)–ésima, obtenemos
una submatriz de determinante no nulo y ordenr +1, contradiciendo la hiṕotesis. Aśı, ha
de ser

C(A)r+1 = α1C(A)1 + ... + αrC(A)r.

Q.E .D.

2.8. Teorema de Rouch́e–Fröbenius.

El teorema de Rouché–Fr̈obenius es el resultado más importante visto hasta ahora, ya que
clasifica perfectamente los sistemas en función de los rangos de la matriz de coeficientes
y de la matriz ampliada.

Teorema de Rouch́e–Fröbenius.–La condicíon necesaria y suficiente para que un sis-
tema de ecuaciones lineales tenga solución es que el rango de la matriz de los coeficientes
coincida con el rango de la matriz ampliada.

En estas condiciones, si dicho rango coincide con el número de variables el sistema
es determinado. Si el rango es menor, el sistema es indeterminado.

Demostracíon.– Notamos, como en las anteriores lecciones,A ∈ M(m × n; k) la
matriz de coeficientes,(A | Bt) la matriz ampliada y el sistema por

AX t = Bt.

Probemos primero la condición necesaria, esto es: si un sistema es compatible ha
de darse que los rangos coincidan. Esto es consecuencia directa de la observación que
hicimos en la leccíon 2.7.: la existencia de una solución (α1, ..., αn) implica que

α1C(A)1 + ... + αnC(A)n = Bt,

por lo que laúltima columna de(A | Bt) es combinacíon lineal de las anteriores y, en
consecuencia, rg(A) = rg(A | Bt).

Demostremos ahora que si los rangos deA y (A | Bt) coinciden, entonces existe
solucíon para el sistema. Para ello, supongamos que rg(A) = h y, permutando ecuaciones
y variables si es necesario, que lash primeras filas y columnas deA forman un menor no
nulo (deA y de(A | Bt), claro).

Por tanto, lasm− h filas restantes de(A | Bt) son, como vimos en la lección pasada,
combinacíon lineal de las anteriores. Esto es, lasm − h ecuacioneśultimas son combi-
nacíon lineal de lash primeras, por lo que podemos eliminarlas del sistema y el sistema
que nos queda es equivalente.
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Aśı mismo, como lash primeras columnas participan en el menor no nulo, reescribire-
mos el sistema original de la siguiente forma:























a11x1 + a12x2 + ... + a1hxh = b1 − a1h+1xh+1 − ... − a1nxn

a21x1 + a22x2 + ... + a2hxh = b2 − a2h+1xh+1 − ... − a2nxn

...
...

ah1x1 + ah2x2 + ... + ahhxh = bh − ahh+1xh+1 − ... − ahnxn

que, como sistema deh ecuaciones en las variablesx1, ..., xh es de Cramer y, por tanto,
tiene solucíon única. En concreto, por los resultados de la lección anterior, si denotamos
el sistema anterior

A′









x1
...

xh









= B′

obtenemos

xi =
A′

1ib
′
1 + A′

2ib
′
2 + ... + Ahib

′
h

|A′|
,

parai = 1, ..., h donde

b′j = bj − ajh+1xh+1 − ... − ajnxn.

Esto es, para cada valor que demos a las variablesxh+1, ..., xn obtenemos una
solucíon del sistema de Cramer. En nomenclatura habitual, las variablesxh+1, ..., xn son
paŕametros del espacio de soluciones.

A partir de aqúı todas las afirmaciones del teorema se siguen de manera obvia: existe
solucíon; y esúnica si y śolo si no existen parámetros, esto es, cuandoh = n; ya que
si existe un śolo paŕametro, d́andole valores0 y 1 se han de obtener necesariamente al
menos dos soluciones distintas.Q.E .D.

Observacíon.– Sea el sistema dem ecuaciones enn incógnitas dado porAX t = Bt, y
consideremos el sistemaAX t = 0m×1, denominado usualmente el sistema homogéneo
asociado. Sea

L =
{

(α1, ..., αn) soluciones deAX t = 0m×1

}

,

y sean(β1, ..., βn) y (γ1, ..., γn) dos soluciones particulares del sistema originalAX t =
Bt. Entonces

(β1 − γ1, ..., βn − γn) ∈ L,

como se deduce trivialmente, ya que

A









β1 − γ1
...

βn − γn









= A









β1
...

βn









− A









γ1
...

γn









= Bt − Bt = 0m×1.

De la misma forma se prueba que(β1 + α1, ..., βn + αn) es solucíon del sistema ori-
ginal para cualquier(α1, ..., αn) ∈ L. Ambas afirmaciones prueban entonces que el con-
junto de soluciones del sistema original se puede hallar sumando una solución particular
cualquiera con todas las soluciones del sistema homogéneo asociado.
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Ejercicios del tema 2

Ejercicio 1.– Demostrar que cada matriz cuadrada se descompone como suma de una
matriz siḿetrica y de una matriz antisiḿetrica, y que, adeḿas, la descomposición esúnica.
Descomponer ası́ la matriz

M =







−2 3 −1
5 4 −1
1 −3 2







Ejercicio 2.– Se considera la matriz:

Z =











0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0











1. Hallar las potencias deZ: Z2, Z3,...

2. HallarP (Z) = I4 + 2 Z2 + Z3 + 3 Z4?

3. SeaQ(X) =
∑n

i=1 iX i ∈ Q[X]. Escribir la matrizQ(Z).

Ejercicio 3.– Sea la matriz:

A =

(

1 2
2 0

)

CalcularA8.

Ejercicio 4.– Consideremos la matriz diagonal:

D =







a 0 0
0 b 0
0 0 c







dondea, b y c son tres ńumeros complejos distintos. Estudiar cuáles son las matrices
cuadradasM de orden3 que conmutan conD, es decir que verifican:

DM = MD

Ejercicio 5.– Consideremos las tres matrices:

A =

(

1 −2 3
3 1 2

)

B =







2 0 1
1 1 −2

−1 3 1





 C =







1 0 3 2
3 −1 2 −1
2 0 1 −1







Verificar la ley de asociatividad sobre el ejemplo particular del productoABC. Es
decir, efectuar el productoABC de las dos maneras:(AB)C y A(BC).
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Ejercicio 6.– Encontrar todas la matricesB tales queBA = I2 y las matricesC tales que
AC = I3 para

A =







1 2
3 4

−1 4





 .

Ejercicio 7.– Calcular los determinantes siguientes:

D1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
1 5 15 35

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

D3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ejercicio 8.– Calcular los determinantes:

D4 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c d

−a b α β

−a −b c γ

−a −b −c d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

D5 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x a a a

a x a a

a a x a

a a a x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

D6 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a x x x

x b x x

x x c x

x x x d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ejercicio 9.– Determinar el rango de las matrices siguientes:

A =











5 2 20 −2 8
8 2 10 0 −6
2 2 2 −1 −3
3 −1 5 1 0











B =

















1 0 2 −i i

i 1 −2 1 −1
1 + i −1 + i 1 0 0

i 0 2i 1 −1
−1 −1 − i −i −1 1

















Ejercicio 10.–Determinar el rango de la matriz siguiente, según los valores del parámetro
a:

A =











1 a2 −1 −2
1 3 1 0
2 7 3 a

0 1 1 1











Ejercicio 11.–Dar expĺıcitamente la inversa de la matriz2 × 2:
(

a b

c d

)

,

supuesto quead − bc 6= 0.

Ejercicio 12.–Calcular las inversas de las siguientes matrices:

A =







2 4 3
0 1 1
2 2 −1





 B =







1 a a2

1 b b2

1 c c2





 C =







i −1 2i
2 0 2

−1 0 1






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Ejercicio 13.– Clasificar, en funcíon del paŕametroa; y resolver cuando sea posible el
siguiente sistema de ecuaciones:











2ax1 + x2 + 3ax3 = 0
2x1 + ax2 + x4 = 1

ax2 − 3x3 = a

Ejercicio 14.–Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones










2x1 − x2 − x3 + x4 + x5 = 0
3x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4 + 3x5 = 0
2x1 + 4x2 − x3 + 3x4 = 0











x1 − 2x2 + x3 = 0
x2 − x3 + x4 = 0

x3 − x4 + x5 = 0



















x1 − x2 + x3 + x4 = 0
3x1 + 2x2 + 2x4 = 3
x1 + x2 + x3 = −1

−x1 + x2 + x3 − x4 = 0



















−x1 + x3 + x4 = 1
x1 + x3 + x4 = 2
x1 + 3x3 = 0
x1 + 3x3 − x4 = 1

Ejercicio 15.–Para los siguientes enunciados, decir si son verdaderos o falsos, razonando
la respuestabrevemente.

1. Un sistema compatible determinado puede tener más inćognitas que ecuaciones.

2. Un sistema compatible determinado puede tener más ecuaciones que incógnitas.

3. Un sistema compatible determinado puede tener más ecuaciones independientes
que inćognitas.

4. Para todo sistema incompatible se verifica que el número de ecuaciones indepen-
dientes es mayor o igual que el de incógnitas.

5. El número de ecuaciones independientes de todo sistema compatible indeterminado
es menor que el ńumero de inćognitas.

6. No existen sistemas compatibles indeterminados con el mismo ńumero de ecua-
ciones que de inćognitas.

7. Un sistema compatible determinado con coeficientes enteros tiene su solución en-
tera.
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