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Tema 1: Estructuras basicas

1.1. Conjuntos: Definiciones y notaciones. Operaciones.

Definicion.— Llamaremos conjunto a una colegni de objetos que comparten una
propiedad. Para que un conjuntoéBten definido debe ser posible discernir si un objeto
arbitrario esh o no erel.

Los conjuntos pueden definirse de maneraiekpl citando todos sus elementos entre
llaves, por ejemplo
A={1,2,3,4,5},

o de manera imftita, dando una (o varias) caraégtica(s) que determine(n) si un objeto
dado est 0 no en el conjunto, por ejemplo

A = {z | x es un fumero natural par,

gue se leer: A es el conjunto formado por lostales quer es un fimero natural par.
Estadltima opcbn es obviamente imprescindible cuando el conjunto en icuetene
una cantidad infinita de elementos.

Notacion.—Los conjuntos se notan con letras maysculas:A, B,... y los elementos con
minUsculas, en general. Si el elementpertenece al conjuntd escribiremos. € A. En
caso contrario escribiremas¢ A.

Observacbn.—En ocasiones hay que considerar varios conjuntos en piaudilagd. En
estos casos es frecuente denotar los distintos conjuntda coisma letra y un sabdice
gue los diferencia. Los sirdices pueden ser finitos y concretos, por ejemplo,

X1, Xa, X3, X4, X5;
finitos pero en cantidad desconocida,
X1, X5,..,X,, neN,
o arbitrarios; un ejemplo de esto &Eeconsiderar
{Ai}iel )

gue se leéa: la familia de conjuntos!; dondei pertence d. Aqui I es el conjunto de
sulindices que puede o no ser finito (por ejemplaodiia ser todaN).

Definicion.—Un conjunto que carece de elementos se denomina el conjadt y se
denota pof). Un conjunto con urinico elemento se denomina unitario.
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Notemos que, sk = {z} es un conjunto unitario, debemos distinguir entre el con-
junto X y el elementar.

Definicion.—Dados dos conjuntad y B, si todo elemento dé es a su vez elemento de
B diremos qued es un subconjunto dB y lo notaremos4A C B. En caso contrario se
notad A ¢ B.

Proposicion.— SeanA, B y C tres conjuntos cualesquiera. Se tienen las siguientes
propiedades:

(@) AcC A, 0 c A.
(b) SIAC By B C A, entoncesA = B.

(c) SIAcC By B C C, entoncesA C C.

Demostracbn.—La primera propiedad se sigue directamente de la d&jimici

Para probar (b), ffmonos en que dos conjuntos son iguales si tienen exaceatosnt
mismos elementos. Pero esto es tanto como decir que todeetoentos del esén en
B,y viceversa; esoesqueC By B C A.

Esta propiedad se utiliza muy frecuentemente para demggiicldades de conjuntos
por el procedimiento denominadimble inclusbn. Este consiste en, dados los dos con-
juntos, probar primero que todo elemento del primera est el segundo, y luego que
todo elemento del segundo @& el primero. Aplicando entonces el apartado (b), queda
demostrado que ambos conjuntos son iguales.

La demostradin de (c) se sigue de la defirdoi de subconjunto: todo elemento de
est enB, por serA C By, dado que es elemento d& est enC por serB C C. Asi
todo elemento del es enC'y hemos finalizadoQ.£.D.

Definicion.— Dado dos conjuntost ¢ X se define el complementario deen X (o
simplemente el complementario de si el conjuntaX no se presta a confusi) como

X\A={z|ze X, x¢ A},

esto es, el conjunto de elementosXgue no estn enA. Otras notaciones que se puede
encontrar par& \ A (dondeX se obvia) som o cA.

Observacbn.—DadosA C X, se dan las siguientes igualdades obvias:

=X, X=0 A=A,

Nos detendremos solamente en la tercera de las anteriopasggdes. En efecto, por
definicion B
A={z|ze X, x ¢ A},
pero paraunr € X,z ¢ Asiy Slosiz € A, por tanto los elementos dé son
precisamente los dé.

Notacion.— CuandoA es un conjunto finito, elimero de elementos dé se denomina
cardinal ded y se notaaf(A).
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Definicion.— Dados dos conjuntod y B se define la udin deA y B, notadoA U B
como el conjunto formado por agllos elementos que pertencen al menos a uno de los
dos conjuntosA 6 B.

Se definen de forma equivalente la @amide una cantidad finita de conjuntos
Ay, ..., A,, qQue denotaremos

i=1

y la union de una familia arbitrariamente grande de conjufitdg;c;, que denotaremos

U A.

il

Proposicion.— La union de conjuntos verifica las siguientes propiedades, pasa cu
lesquiera conjuntod, By C"

(a) Conmutativa:A U B = BU A.

(b) Asociativa:(AUB)UC = AU (BUC).
(c) DU A= A.

d AcCcB < AUB=B.

(e) SiA C B,entoncesAU (B\ A) = B.

Demostracbn.— Todas las pruebas son sencillas, y son un buen ejerciciogo@ra
el alumno comience a tratar de plasmar demostracionesgsr Como ilustracn de
como se ataca una doble implicanj probaremos (d).

Comenzaremos suponiendo gdeC B. Entonces todos los elementos deesén
en B, por tantoA U B = B de manera inmediata. Rpcocamente, supongamos que
AU B = B. Entonces todo elemento que&sn A 0 en B est forzosamente eB, con
lo que se tienel C B. Q.£.D.

Definicion.— Dados dos conjuntod y B se define la intersedm de A y B, notado
AN B, como el conjunto formado por agilos elementos que pertencen al mismo tiempo
a ambos conjuntosi y B.

Se definen de forma equivalente la interseéoaie una cantidad finita de conjuntos
Ay, ..., Ap, Y laintersecdn de una familia arbitrariamente grande de conjufitbg <,
gue denotaremos, respectivamente,

=1

i€l
Si Ay B son dos conjuntos tales quen B = () se dice qued y B son disjuntos.

Proposicion.—La intersecdn de conjuntos verifica las siguientes propiedades, para cu
lesquiera conjuntod, By C"

(a) ConmutativaAN B = BN A.
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(b) Asociativa:(ANB)NC =AN(BNC).
(c) DN A=10.

(d ACB < ANB=A.

(e) SiA C B,entoncesAN (B\ A) = 0.

Demostracbn.—Las demostraciones se dejan como ejercioids.. D.

Proposicion.—Dados tres conjuntad, B y C se verifican las siguientes igualdades:

(a) Leyes distributivas:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

(b) Leyes de De Morgan (supongamésB C C):

C\(AUB) = (C\A)N(C\B), C\(ANB)=(C\A)U(C\B)

Demostracbn.— Probaremos una de las leyes distributivas y una de las ley&=d
Morgan; las restantes quedan como ejercicio por segtsicas a las probadas. Ambos
resultados se proka@m por doble inclugin.

Veamos queln(BUC) C (ANB)U(ANC'). Para ello tomemos un elemento arbitrario
r € AN (BUC). Esto quiere decir que est enA y adenas enB 6 enC'. Esto implica
que, bien estenA N B, bien esh enA N C. En cualquier caso € (AN B)U (AN C).

Demostremos ahora quel N B) U (AN C) C An (BUC). Siconsideramos un
elemento cualquiera € (AN B)U (ANC), y hade pertencerdn BoaAnC. Por
tanto, bien estenAyenB o enAyenC. En cualquier circunstancia ha de estarden
al menos en uno de los otros dos conjunBs C'. De aqliy € Ay adenasy € BUC.

Pasemos a probar la segunda ley de De Morgan. Veamos pritherod N B) C
(C\A)U(C\ B). Unelementa: deC'\ (AN B) ha de estar et, pero no etd N B,
por lo que no puede estar en al menos uno de los dos conjunto®. Asi, x ha de
pertenecer, bien@ \ A, bien aC' \ B. En cualquier caso € (C'\ A) U (C'\ B).

Sitomamos ahora un element@& (C'\ A) U (C'\ B), observemos queha de estar,
bien enC'\ A, bien enC'\ B, por lo que debe estar €y no estaren A 6 enB. Asi,
z € C, pero nunca puede estar dm B, porloquez € C'\ (AN B). Q.£.D.

1.2. Producto cartesiano. Relaciones de equivalencia.

Definicion.—Dados dos conjuntad y B, se define el producto cartesianoAlg B como
el conjunto de pares ordenados formados (por este ordenppEemento del y uno de
By se denota

Ax B={(a,b)|aec A, be B}.
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Dado(a,b) € A x B, el elementa € A (respectivamente € B) se suele denominar
primera (segunda) componente del par.

Tambén se puede definir el producto cartesiano de una cantid&al di@iconjuntos
(para cantidades infinitas hay dos posibles generalizesipmo las veremos afude la
forma natural

Ay xox Ay =TT A ={(a1,...,an) | a; € A;, parai = 1,...,n}.
=1

Definicion.—Una correspondencid@ de A en B es un subconjunto del productox B.
Equivalentemente se puede definir como una regla que adgaiaoa elementos dd
con algunos elementos d& Concretamente; asociae € A conb € B si(a,b) € G.

Definiciobn.—SeaA un conjunto. Una reladn R definida enA es una correspondencia de
A en $ mismo.

Si el par(z,y) € A x A est enR, diremos quer est R-relacionado cory, o
relacionado cony por R. Esto se nota frecuentemente Ry (nétese que el orden es
importante).

Definicibn.—SeaR una reladdn enA. Entonces diremos que es:

(a) Reflexiva cuando para todo< A se tiene que Rz.
(b) Simétrica cuanda Ry implicayRx.
(c) Antisimétrica cuanda Ry e y Rx implicanz = y necesariamente.

(d) Transitiva cuande Ry ey Rz implicanzRz.

Las relaciones reflexivas, safricas y transitivas se denominan relaciones de equiva-
lencia. Las relaciones reflexivas, antigimicas y transitivas se denominan relaciones de
orden, pero no las trataremos aqu

Ejemplos.—En el conjuntdZ definimos la reladin siguiente, notad&:

xSy <= x —yespar

EntoncesR es una relacin de orden (de hecho, las relaciones de orden se denominan
ad por seréste el ejemplo fundamental),también lo es yS es una relaén de equiva-
lencia. De hecho, notemos gdees de equivalencia si sustituimos la conalicixz — y es
par” por la condidbn “z — y es nultiplo dep”, para cualquier amerop que fijemos con
antelacon.

Definicion.— Si R es una reladn de equivalencia ed, denominamos clase de equiva-
lencia de un elemento € A al conjunto de todos los elementosdieelacionados com,
esto es,

7= R(z) = {y € A| 2Ry},

donde la primera nota@n se usa sk se sobreentiende, y la segunda si no &s as

Proposicion.— SeaA un conjunto, R una relacbn de equivalencia ed. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:
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(a) Todo elemento pertenece a una clase de equivalencia.

(b) Dos clases de equivalencia son disjuntas o iguales.

Esto es, la reladn R divide completamente al conjuntben subconjuntos disjuntos
(las clases de equivalencia).

Demostracbn.— La afirmacon (a) es trivial, ya que? es reflexiva. Para probar (b)
supongamos que tenemos dos clases de equivalBfcjay R(y) de tal forma que existe
z € R(z) N R(y). Tenemos que demostrar entonces fue) = R(y), y lo haremos por
doble inclusbn. De hecho,®o probaremos qu&(z) C R(y), porque la otra incluén
es absolutamente setrica.

Tomamos entonces< R(x). Comoz € R(z), tenemos queRx y xRz, por lo que
aRz. De la misma forma, come € R(y), se verifica que Ry. Asi tenemos: Ry, luego
a € R(y). Observemos que hemos usado tanto la propiedaetisaa como la transitiva
para demostrar (b)R2.£.D.

Definicion.—Dada una relaéin de equivalenci& definida sobre un conjuntd, el con-
junto cuyos elementos son las clases de equivalenciaple R se denomina conjunto
cociente ded por R. La notacdn ususal es

A/R={R(z) |z € A}

Ejemplo.—Volviendo al ejemplo anterior, tomamos un entgrdijado para lo que sigue,
y consideramos
xSy <= x — y es nultiplo dep.

Entonces se tiene que, para tode Z
S(z) ={y € Z | x ey dan el mismo resto al dividirlos entré,

por lo que
Z/S ={S5(0),5(1),....S(p—1)}.

1.3. Aplicaciones.

Una aplicacdn f de A en B es una correspondencia donde todo elementd diene
asociado urinico elemento dé3. Esto es, en nota@mn matenatica, una correspondencia
G es una aplicabin si y $lo si se verifica que

Va e A 3b € B talque(a,b) € G.

Notacion.— Es habitual denotar una aplicani entre conjuntost y B de la formaf :
A — B. En estas condiciones, dado= A el Unicob verificando(a, b) € f se denota
f(a) y se denomina imagen de(por f).

De esta notaéin surge la terminoldg, comunmente usada, de llamarfaconjunto
original (o dominio) y aB conjunto imagen.
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En sedin qLé contextos (por ejemplo, en Alisis Matenatico, o cuando el conjunto
de llegada eR") es habitual llamar a las aplicaciones funciones, perond@mste curso
utilizaremos la denominan aplicaciones.

Definicion.— Dada una aplicadn f : X — Y y subconjuntosA ¢ Xy B C VY,
definimos:

(a) Laimagen del, notadaf(A), como
flA)={yeY |dx e Aconf(x) =y} CY,

esto es, el conjunto de elementos del conjunto imagen quaregen de un ele-
mento deA.

(b) La anti-imagen (o contraimagen, o imageripenca) deB, notadaf ! (B), como
fi(B)={re€ X | f(z) € B} C X,

esto es, el conjunto de elementos del conjunto original cuggen est enB.

Proposicion.—Seaf : X — Y una aplicadn, A;, A, C Xy By, B, C Y. Se verifica:

(@) f(ALUAg) = f(A1) U f(A2), f(A1 N Ag) C f(A1) N f(As).
(b) f~H(BIUBy) = fTH(B1) U f(By), fH(B1NBy) = f~1(B1) N f(By).
(©) f(f1(B1)) C By, A C fH(f(AY)).

Demostracbn.— Vamos a probar, por ejemplo, la segunda afiradie (a) y la
primera de (c). Las deas son similares. Consideremgss f(A; N Ay). Entonces
exister € A; N A, tal quey = f(x). Portantoy € f(A;) ey € f(As), por lo que se
tiene el resultado.

Es importante entender que, para afirmar que la otra irdcius es cierta, basta con

dar un contraejemplo; esto es, un caso particular dondeancisdo el enunciado. Para
ello consideremog : N — NN definida por

z/2+1 Sixzespar
f(x):{x/+2 sixesien
par

TomamosA; = {1,3,5}, Ay = {2,4,6}. Claramentef(A; N Ay) = f(0) = 0, pero
f(A) N f(A2) = {3}

Probemos ahora qu&(f~!(B;)) C By. Siy € f(f'(By)), es porque existe €
f~Y(B) tal quey = f(z). Pero, al ser € f~!(B,), por definicbn tenemos que =
f(x) € By.

Para demostrar que la inclosi contraria no es cierta en general podemos tomar la
misma aplicadn que en el caso anterior y considefar= {1, 3,5} nuevamente. En-
toncesf ~(B;) = {1, 3,4, 8} (por convenio, no incluimos élenN). Perof(f~*(B;)) =
{3,5}, por lo que hemos acabad@.£.D.

Definicibn.—Sea una aplicaén f : X — Y.

9
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(@) f se dice inyectiva si dos elementos distintos\dsiempre tienen iagenes distin-
tas. Dicho de otro modaf es inyectiva si, def (z) = f(2'), paraz, 2’ € X, se
deduce que: = .

(b) f se dice sobreyectiva (0 sobre) sitodo elementd @s imagen de aig elemento
de X. O sea,f es sobre sf(X) =Y.

(c) f se dice biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Observacbn.—Asi, podemos decir que:

(@) f es inyectiva si y 8lo si para todoy € Y f~'({y}) consta, a lo ras, de un
elemento.

(b) f essobre siy@osiparatody € Y f~1({y}) consta, alo menos, de un elemento.

(c) f es biyectiva si y 8lo si para today € Y f~!({y}) consta, exactamente, de un
elemento.

De esta forma, sf es biyectiva, existe una aplicaai, denominada aplicam inversa
y notadaf ! : Y — X, definida porf~'(y) = z siy lo si f(x) = v.

Las aplicaciones inyectivas, sobres o biyectivas verifalgininas propiedadesas
concretas de las que enunciamos con anterioridad.

Definicion.— Dadas dos aplicacionegs: X — Y y g : Y — Z se define la com-
posicbn defy g, notadag o f, de X enZ como

(go f)(z) =g(f(x)), paratodar € X.

Obviamentegj o f es una aplicaéin.

Definicion.—Dada una aplicadn f : X — Y y un subconjuntod C X, se define la
restriccbn def a A como la aplica@n

f|AZA — Y
r —  fla(z) = f()

Esto es,fj4 actia exactamente comf, pero $lo sobre los elementos dé. Esto
pone de manifiesto (o delay lo importante que es, a la hora de definir una apl@gci
determinar los conjuntos de partida y llegada, alm £6mo se calcula la imagen de un
elemento.

1.4. Grupos, anillos y cuerpos.

Definicibn.—Dado un conjunt@-, una operadin interna binariae, enG es una aplicadin

oG xG — (@
(a,b) —— o(a,b)

10
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Habitualmente se utiliza la noté@ci e(a,b) = a e b. Una operadn externa (binaria)
es exactamente lo mismo, salvo por el hecho de que el corgemartida e’ x G, para
un cierto conjuntaoX distinto deG.

Un grupo es un paiG, ), compuesto por un conjunt®y una operadin internas en
(z, que verifica las siguientes propiedades:

(G.1) Asociativaiae (bec) = (a e b) e ¢, para cualesquierd b, c € G.
(G.2) Elemento neutro: Existe une G tal quea e ¢ = ¢ @ a = a, paratoda: € G.

(G.3) Elemento opuesto: Dado< G existeb € GG tal quea e b = b e o = ¢, el elemento
neutro antes mencionado.

Si(G, ) posee adeas la propiedad conmutativa (estaieb = bea para cualesquiera
a,b € GG), se dice que el grupo es abeliano o0 conmutativo.

Proposicion.—Dado un grupdG, e), el elemento neutro émico. Adenas, fijadau € G,
el elemento opuesto detambén esinico.

Demostracbn.—Supongamos queé es otro elemento neutro. Entonces
e=cee =cee=¢.
Sean ahora entoncéy ¢ dos elementos opuestos dewr G arbitrario, pero fijado
en lo que sigue. Entonces

e=aeb =— c=cee=ceaqgeb=ceb=0.
QED.

Notacion.— Existen dos notaciones usuales para la opéraen un grupo: la notamn
aditiva y la notaddn multiplicativa, que heredan las notaciones para losaggpnocidos
(k,+)y (k\ {0}, -), dondek puede sef) o R.

Si escribimos un grupo en notaai aditiva,(G, +), denotaremos8 al elemento neutro
y —a al opuesto de. Por el contrario, si usamos la notagimultiplicativa,(G, -) deno-
taremos poil al elemento neutroy per—! o porl/a al opuesto de (que se denominar
entonces inverso dé. Muchas veces la oper@ci - se denota por simple yuxtaposinoi
esto esab en lugar dex - b.

Observacbn.—Dado un grupo (pongamos en nofatimultiplicativa) G y un elemento
g € G se puede probar (ejercici@dil de doble inclugin) que el conjuntgy - G =
{gz | = € G} es de nuevdr.

Definicion.—Un cuerpok es un conjunto con dos operaciones binarias internas, denom
nadas usualmente suma o adici+) y producto o multiplica@n (), de tal forma que

(C.1) (k,+) es un grupo abeliano.
(C.2) (k\ {0},-) esun grupo abeliano.
(C.3) Se da la propiedad distributiva de la suma respectorddlpto:

a(b+ ¢) = ab+ ac, para cualesquierd b, c, € k.

11
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Ejemplos.— Los ejemplos usuales de cuerpos €Qry R. Veremos un ejemplo as
adelante de gran impotancia: losmeros complejos.

En concreto el cuerp®@ podemos entenderlo como un buen ejemplo de i@hade
equivalencia. El conjunto base es, en este caso

X =Zx(Z\{0})={(a,b) [a,beZ, b#0},
y la relacbn viene definida por
(a,b) ~ (a',V) < ab = d'b.

En este contexto, la notdxi estndar para la clase de equivalencia de(qdr) por la
relacibn ~ es, obviamentey/b.

Definicion.— Un anillo es un conjunted dotado con dos operaciones binarias internas,
usualmente denominadas suma o a@digi-) y producto o multiplicadn (-), de tal forma
que:

(A.1) (A,+) esun grupo abeliano.
(A.2) La operaaddn (-) es asociativa, conmutativa y posee elemento neutro (@a)ad
(A.3) Se verifica la propiedad distributiva de la suma re&pdel producto:

a-(b+c¢)=a-b+a-c, paracualesquier@d b, c € A.

Observacbn.—En un anilloA, 0 - a« = 0 paratoda: € A, ya que

a+0-a=a-(1+0)=a-1=a.

De similar forma se puede probar, por ejemplo, qué) - « = —a para toda: € A.

Ejemplo.— El ejemplo fundamental de anillo son los enterdscon la suma y el pro-
ducto usuales. Un ejemplo enormemente similar (luego vesgmor g&) es el de los
polinomios con coeficientes € o enR.

1.5. Grupos dclicos. Permutaciones.

Ejemplo.—Un primer ejemplo de grupo que puede resultar nuevo (aungjtanito, como
veremos), e€’,, el grupo éclico den elementos generado por una variabl&i usamos
la notacon multiplicativa

0 1 2 -1
Cn:{a =1,a =a,a*,...a" },
y la operaddn entre dos elementos del grupo es

am-a’ =a",

'No creemos necesario establecer la defimeias general posible de anillo, que admite la posibilidad
de que el producto no sea abeliano ni posea elemento neutro.

12
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donder es el resto de dividim + p entren (por tanto un mero entréd y n — 1).
En notacdn aditiva tendremos
C,=10,a,2a,...(n—1)a}

con la operad@nma + pa = ra, donder es el resto de dividim + p entren de nuevo.
En cualquiera de ambas notaciones es obvio(gues abeliano.

Entre las muchas encarnacionesgeen la vida diaria, tal vez sed,, (0 C54, tanto
da) en el sistema horario laas evidente. Con algoas de lenguaje, podemos considerar
otros ejemplos coma@’; en los das de la semana.

Ejemplo.— Tomemos el conjuntel = {1,2,...,n} y sea
S,={f:A— A| f biyectiva}.
De la caracterizadn estudiada en 1.3. para las aplicaciones biyectivas se gige

la composiadn de dos aplicaciones biyectivas es de nuevo biyectiva.tdbo ens,,
podemos definir una operaciinterna, que no esams que la composian de aplicaciones.

El par (S,, o) es entonces un grupo, como es sencillo de probar, con laaeplic
denominada identidad,

d: A — A
T — 1
como elemento neutro y, dagac S,,, con f~! como elemento inverso.

Es posible entender cada aplidatide S,, como una reordenam del conjunto
{1,...,n}. Es por esto qués,,, o) se denomina el grupo de permutacionesndele-
mentos. CuidadoS,, no tienen elementos, unalculo combinatorio trivial nos dice que
S, es un grupo con! elementos. De aqes usual denotar los elementosfiecomo una
tabla con dos filas: en la primera aparecen loseros dell al n (para saber @l es el
conjunto original) y en la segunda aparecen, bajo cadanatiggu imagen. Por ejemplo:

[1 2345
— 143215

es la aplicadn de{1,2,3,4,5} en $ mismo que erda1 en4,2en3,3en2,4enly5
en $ mismo.

Casi cualquier ejemplo no trivial sirve para ver di$g, o) no es abeliano para > 3.

Una cierta forma de medir anto altera una permutd@cioc € S,, el orden natural en
{1,2,...,n} es ver el Amero de inversiones queefectia: para cadac {1,2,...,n} se
cuenta una inver8h por cadaj > i tal ques(i) > o(j). En nuestro ejemplo anterior
tenemos que contar:

e Tres inversiones porquel) > o(2),0(3),0(4).
e Dos inversiones porque(2) > o(3),0(4).
e Una inversdn porques(3) > o(4).

Luego el umero de inversiones dees6. Este concepto seftil con posterioridad,
para la definidn de determinante.
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1.6. Los mimeros complejos.

El cuerpo de los inmeros complejos se puede definir como siguex&eaconjunto
C={a+b]|abeR}

donde: es, por ahora una variable, esto es, imb®lo carente de significado propio,
denominado unidad imaginaria.

Dado un compleja = a + bz, el "imero reak se denomina parte real denotado
MR (z), mientras qué se denomina parte imaginaria genotadoJ(z).

Dotamos & de una estructura de cuerpo con las siguientes operaciones:
(a+t)+ (c+dir) = (a+c)+ (b+ d)e,

(a4 b)(c+ dv) = (ac — bd) + (ad + bc)e,
regla estailtima que puede sea€ilmente recordada si decimos quepresenta/—1.

Comprobar quéC con estas dos operaciones es un cuerpo es algo tedioso.eSimpl
mente notaremos que el elemento neutro de la sura=e%+ 0z y el neutro del producto
esl = 1+ 0:. Asi mismo, dada + bz el inverso aditivo es-a + (—b)u Y, si es distinto de
0, el inverso multiplicativo es precisamenté(a? + b%) — (b/(a® + b?))q.

Observacbn.— Algunas propiedades interesantes de losaro complejos son las si-
guientes:

(a) Si consideramos losimeros complejos de la forma+ 0: veremos que podemos
suponelR C C, identificandaz € R cona + 02 € C.

(b) Dado uncompleje = a+ bz, el complejoz = a—» se denomina su conjugado. La
operacbn de conjugadin, a pesar de su inofensivo aspecto, tiene una importancia
enorme, incluso en el estudio de objetos reales. Un par ¢iéeoi@des inmediatas,

a partir de la definién, son las siguientes:

21+ 20 =721 + %2, 2122 =21 29,
de donde a su vez se deducen

— = —z 1/z2=1/z.

(c) Elproductozz = a? + b2 es un real positivo, y su facuadrada se llama eladulo
de z, denotaddz|. De hecho, la expre@i del inverso multiplicativo de resulta

mas sencilla usanda )

z

‘l\z\

1
z

ISINIRN]

2|
(c) Todo nuimero compleja se puede escribir de forma
z = |z|(a + 1),

dondea® + b* = 1y, en consecuencia, existe Unicoanguloa € [0, 2), llamado
argumento de, tal quez = |z|(cos(a) + sefa)z).

14
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De estdlltima escritura y de la®fmulas trigonorétricas podemos deducadilmente
que, dadosg, 2z, € C, si escribimos

zi = |z1| (cos(ay) + senye), i=1,2;

entonces
21+ 29 = |z1] |22|(cos(aq + ) 4+ sera; + az)).

Esto es, multiplicar ameros complejos equivale a multiplicabdulos ysumarargu-
mentos. En particular esto prueba, por indaocique

z = |z|(cos(a) + sena)) = =" = |z]"(cos(na) + senna)), Vn € N.

De esta forma demostramos que todonero complejo: tiene exactamente raices
n—esimas. En efecto, sitiene modulo |z| y argumentay, entonces sus teesn—esimas

son las que tienen ddulo {/|z| (que esinico si imponemos que sea un real positivo) y
argumentas tal quenf = «. Hay exactamente de estosangulos (distintos):

6€{a+2k7r
n

|/~1;:O,...,n—1}

En realidad lo que se puede decir es mucls npero no lo demostraremos.

Teorema fundamental delalgebra.—Toda ecuadin de grada: enC[X]| tiene, al menos,
una soluddn enC.

Corolario.— Toda ecuadin de grado: en C[X] tiene, exactamente, soluciones (even-
tualmente repetidas) &n.

1.7. Polinomios.

Recordemos que un polinomio en la variaBlecon coeficientes en un cuerpaes una
expresdn del tipo
p(X)=a+au X +..+aX,

donde losz; estin enk. Cuandoa, # 0, decimos que el grado d€.X) esr (por ahora
supondremos queno tiene grado alguno), notado(gf.X)). La suma se hace sumando
los coeficientes que acontien a iguales potencias dey el producto de dos polinomios
se lleva a cabo multiplicando todos los sumandos del prirperaodos los del segundo
con laregla

aX" bX" = (ab) X"

y sumando todos los resultados. Dado que el producto de eloeptos dé distintos de
0 es siempre distinto de(porque(k \ {0}, -) es un grupo), tenemos que

gr(p(X)q(X)) = gr(p(X)) + gr(g(X)).

El anillo de los polinomios con coeficientes kese denota[X]|.

15
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Un parecido curioso entrg X | y Z es la existencia de una divisi. En efecto, dados
dos enteros y b, existenlnicosq y r (denominados cociente y resto, respectivamente)
verificando

a=qgb+r, r=0061<r<b-1.

De la misma forma, dados dos polinomiosigX’|, a(X) y b(X), existen polinomios
Unicosq(X) y r(X) (tamb&n denominados cociente y resto)igX | verificando

a(X) =q(X)b(X)+r(X), r=000<gr(r(X)) <gr(b(X)) —1.

Observacibn.—No todos los anillos poseen una digisisimilar. Un primer ejemplo es el
de los polinomios con coeficientes enteréglitamente notadd|[X]. Observemos que la
sumay el producto de polinomios con coeficientes enterodtaede nuevo un polinomio
con coeficientes enteros y todas las propiedades sonéswda verificar; por tantd[ X |
es un anillo. Aderas, sigue siendo cierta la propiedad de que el grado de ungimes
la suma de los grados de los factores.

Sin embargo, dadog(X) y b(X) no siempre es posible hallg{X) y »(X) en
Z[X| verificando las propiedades anteriormente mencionadasej@mplo, considere-
mosa(X) = X2+ X + 1y b(X) = 2X + 1. Si existierany(X) y 7(X) verificando las
propiedades requeridas, teradque darse:

gr(q(X)) =1, r(X) = 00 gr(r(X)) =0,

esto esg(X) = aX + 3, r(X) = v, cona, 3,7 € Z. Pero aderas debe cumplirse
2a = 1, lo cual es imposible.

Un caso similar es el de los polinomios erasnde una variable. Consideremos el
conjuntok[X, Y], formado por sumas finitas dertinos de la forma

aX'Y, ack, i,jeNU{0},

denominados monomios.

En k[X, Y] podemos definir, de manera&éoga al casd:[X], una suma (sumando
coeficientes que acomipen a los mismo&“Y7) y un producto que lo dotan de estructura
de anillo. Una vez ras, tampoco es posible definir una digisiaradloga a la que se da en
k[X]. Veamos ahora, para el caso de polinomios en una variabtecancepto central:
el de raz.

Definicion.— Si P(X) es un polinomio, las soluciones de la ecéacP(X) = 0 se de-
nominan réces deP(X).

Dado dos polinomio$(X), Q(X) € k[X], diremos que)(X) divide aP(X) si el
resto de la divi$in deP(X) entreQ(X) es0.

SeaP(X) € k[X], a € k. Se denomina multiplicidad de en P(X) al Gnico entero
v € N que verifica qué X — «)” divide aP(X), pero(X — )" no divide aP(X) (la
unicidad es inmediata de las propiedades de la disi

La relacbn entre multiplicidad y ri@es la da el siguiente resultado.
Lema.—El escalan esraz de P(X) = 0 siy Slo siX — a divide aP(X).
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Demostracbn.—La implicacbn inversa es muy simple, iague $lo haremos la di-
recta. Supongamos quees rdz de P(X) y dividamosP(X) entreX — « para obtener

P(X)=qX)(X —a)+r(X), conr=0, 6gr(r) <gr(X —a) =1.

Entonces = ( € kY, al hacerX = a obtenemos

0= Pla) = qg()(a—a) + = 0.

Proposicion.—Si P(X) es un polinomio de gradm, con races (distintasj, ..., a, de
multiplicidades/y, ..., v, entonces” v; < m.

Demostracbn.— Resulta un poco artificial, por no recurrir a la conocida (yusag
mente aceptada por el alumno sin mayor dismisfactorizaddbn Unica de los anillos
de polinomios. Tal vez el docente opte por dar por supuestohesho y simplificar la
prueba; en caso contrario adiene una alternativa interesante desde el punto de vista
formativo: lo haremos por indudmi en el imero de reces deP(X).

El caso de una ia es sencillo, ya que $t(.X) tiene una sola iia «; de multiplicidad
V1, €S
P(X) = (X — )" Q(X),

y gr(P) = 11 + gr(Q), lo que prueba el resultado.
Escribimos, en el caso general,
PX)=(X—-—a)"Q(X), P(X)=(X—)"Ri(X), i=2,...,7
y veamos quey; es raz de@(X) con multiplicidad, al menos;.
Comenzamos sustituyendd = «; Y vemos que
0= Plas) = Qo) (c; — 1),
de dondey; es rdz de@(X) y entonces

QX) = (X —a)QY(X) = (X — )" 'Ri(X) = (X — a)" QY (X).

Si hacemos de nuevl = «;, comprobamos qu@ﬁ")(ai) =0,y as
QP (X) = (X =)@ (X) = Q(X) = (X — 0)*QY(X),

y podemos seguir el proceso enocasiones. Al final obtenemos una expbesde la
forma '

Q(X) = QU (X)(X — )",
por lo queq; es raz de( con multiplicidad, al menos;,.

Obviament&) (X)) no tiene n&s races quexs, ..., «,., porquen; no lo es (dado que su
multiplicidad enP(X) esv,) y P(X) no tiene otras figes. A$ podemos aplicar &(X)
la hipbtesis de inducéin, para deducir ¢€)) < v, + ... +v,. Como g(P) = v; + gr(Q),
el resultado estprobadoQ.£.D.

Corolario.— Un polinomio de grada en k[ X] tiene, a lo nas,n raices (eventualmente
repetidas) ert.

17
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Observacbn.—Para finalizar esta ledm, destacamos los resultadoasttiles a la hora
de calcular reces de polinomios, que el docente puede entrar a demosi@rsedn su
criterio. Los casos que terar mas trascendencia en el futuro &er obviamenté: =
R, Cy por ello se debéa dedicar algn tiempo astos, al menos.

En cualquier caso, lo &s importante es que el alumno entienda qu es el cuerpo
base es esencial para élaulo de las reces de un polinomio, como se puede ver, por
ejemplo conP(X) = X5 — 2X que tiene una iia racional, tres figes reales y cinco
complejas.

Casok = C. Dado un polinomioP(X) € C[X] de gradom, el teorema fundamental
delalgebra, aplicade: veces nos indica quB(X) tiene exactamente raices, si conta-
mos cada una tantas veces como indica su multiplicidad ¢est@presa abreviadamente
diciendo “m raices contadas con multiplicidad”).

Ademas, siP(X) € R[X]y z € C es una ri&, es inmediato que tambén: para ver
esto ®lo hay que fijarse en que, dadgsz; € Cy a € R,

120 =Z122, Z1+2=71+7%, az1=A0az,

de dondeP(z) = P(z) = 0. Usando esto, es simple ver, tras dividir par— z)(X — z),
guez y z han de tener la misma multiplicidad.

Casok = R. Sik = R, todo polinomio se puede escribir como producto de polimsmi
de gradal (de la formaX — «) por polinomios de gradd con sus dos soluciones com-
plejas (y conjugadas, como hemos visto).

Esto es asporque un polinomio de grade tienem raices complejas. Si una de esas
raices es real, pongamas dan un factor elR[X] de gradol, (X — «). Si es compleja,
a = a + b, entonces: — by también es r& y, en la descomposimn enC[X] aparecen
los factoreg X — a) y (X — @), que al multiplicarse dan el polinomio de segundo grado
(X2 —2aX + a® + b*) € R[X].

Casok = Q. Sik = Q, todas las rwes racionales d€(X) han de ser iimerosp/q
dondep divida al €rmino independiente y al coeficiente deX™ o coeficiente ider
(Regla de Ruffini).

En efecto, pongamos
P<X) = am X" + am—l)(m_1 + ...+ a1 X + ag, CONa; € 7Z,

y @ = p/q € Q una raz escrita en forma irreducible. Entonces sustituyeide- « y
multiplicando porg™ tenemos

™ + am_lpm_lq + ...+ alpqm_l + apq™ =0,

de dondein¢™ es multiplo dep y a,,p™ es multiplo degq. Comop y ¢ no tienen factores
comunest,, Y ag tienen que ser, repectivamentdjltiplos deq y p.
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Ejercicios del tema 1

Ejercicio 1.— Se consideran tres subconjuntdsB y C' de un conjuntd?. El conjuntof

y los subconjuntos!, By C esk representados en el diagrama 1. El diagrama seilee as
la regbn encerrada dentro del réogulo represent@, y los tres discos representdn B

y C' (un tal diagrama se llan@iagrama de Venn

C

Diagrama 1

El diagrama 2 define lo8 subconjuntoss, 7, U, V., W, X, Y, Z representados por las
regiones delimitadas por los segmentos.

U
X %4
Y T
Z
W
S
Diagrama 2

1. Cada subconjunto obtenido por @nide unos de esto$ subconjuntos puede
tambén obtenerse dél, B, C'y ) por medio de las operaciones (union), N
(intersecabn) y \ (complemento). Por ejemplo,

UuT=(A\(BUO)UANBNC).

Hallar una tal descomposam, tan corta como sea posible, paradabconjuntos
siguientes:

XuyYyurT, XuYuz, UuVUW, UUZ

Prestar atenbn especial a poner garntesis donde esta necesario.

2. Redprocamente, todo subconjunto obtenidofded, B y C por medio deJ, Ny
\ se escribe de manetmica como uron de subconjuntos enttg 7', ..., Z. Por
ejemplo:

(A\B)uC=TuUUWUY UZ.
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Hallar una tal descomposar para los tres subconjuntos:

(AUB)\ (ANC),
(ANB)U(ANC))\ (BNO),
(AuB)NC)\ (AnB)UCO).

Ejercicio 2.— Se supone gue se conocen lasneros de elementos (o cardinal) de los
conjuntos siguientes:

A, B, C, AnB, AnC, BNC, AnBNC.

Existe unadrmula expresando el numero de elementod deB U C' en funcbn de estos
siete mumeros. Hallar estabfmula, y demostrarla.

Ejercicio 3.—Consideremos una aplicacif : X — Y. SeaACc Xy B CY.
1. Comparar, del punto de vista de la incarsif (f~'(B)) con B.
2. Comparar, del punto de vista de la inchrsif—!(f(A)) con A.

3. Si se supone qug es inyectiva 0 qug es sobreyectiva, §mo cambian las res-
puestas a las dos primeras preguntas?

Ejercicio 4.—Consideremog : X — Y yg¢:Y — Z dos aplicaciones.
1. Suponemos que la composicig o f es sobreyectiva. ¢ @umplica paraf y ¢g?

2. Suponemos ahora qye f es inyectiva. ¢ Quimplica paraf' y ¢g?

Ejercicio 5.— Sean las aplicaciones:

f:R — R g:(0,400) — R h:R — [-1,]1]

r — 2% —2 r +— In(z) r — cos(z)
Hallar, en cada caso, la imagen y la imagen inversa del aite(9, 1.

Ejercicio 6.— Estudiar si las siguientes relaciones son o no de equivaleobre los
conjuntosX dados:

1. EnX =R\ {0}, larelaconz Ry siy lo sizy > 0.
2. EnX =7, larelacon xRy siy Plo siz > y.
3. EnX = R?, larelacon (z,y)R(z',y') siy Plo si existe un\ € R\ {0} tal que

x=x',ey=\y.

Ejercicio 7.—Probar que, en cada fila y columna de la tabla de un gtipparecen todos
los elementos del grupo, cada uno exactamente una vez.
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Ejercicio 8.—Dado un grupo multiplicativo finito con elementos = {a1, ao, ..., a,},

una tabla del grup6: es una tabla con filas y n columnas, marcadas cada una de ellas
con los elementos del grupo, que contiene, en la celda de;fieolumnaa;, el valor

de a; - a; (notemos que decimos “una” tabla del grupo porque dependerden de
enumera®n de los elementos del grupo).

Este es el ejemplo de una tabla del grupo de siaeft, = {Id, o},

SQ |d o
Id|Id| o

ol o|ld

Hallar las tablas d&3, Cs, C5y CY.

Ejercicio 9.— Seac € S,. Recordemos que una inveédgideo es un par(i,j) con
1<i<j<nyo(i)>oa(j).

1. Hacer la lista de todas las permutaciones elementés gieasociar a cada una su
nimero de inversiones.

2. Misma pregunta parsy.

3. En cada uno de los dos casos,gttas permutaciones tienen uimmero de inver-
siones par? ¢Gutas tienen uniimero de inversiones impar?

Ejercicio 10.—Hallar un polinomio con coeficientes reales y gradaimo que tenga al
nimero complejo
1+iv3

2
como raz.

Ejercicio 11.— Determinar todos losiimeros complejos tales quez| = 1 (el modulo
dezseal)y z* — » sea real.

Ejercicio 12.—Recordemos quena raiz cuadradade un numero complejoes cualquier
numeroo tal quea? = 2. Por ejemplo, las faes cuadradas desonly —1. Hallar las
raices cuadradas de+ 44 /3, y las del + i.

NOTA: Para hallar las iiaes cuadradasxactasse pueden usar lagrimulas delangulo

mitad:
Sen(a) |1 —cos(a) Cos<a> |1+ cos(a)
2) 2 ' 2) 2 '

Ejercicio 13.—Demostrar que un polinomiB(x) con coeficientes reales de gragitene
siempre por lo menos unaizaeal.

Ejercicio 14.—Encontrar todas lasiees der® — 2* — 23 4 22 — 22 + 2.
Ejercicio 15.—Un polinomio P(z) espar si P(—z) = P(x), y esimpar si P(—x) =

—P(x). Demostrar que cada polinomio se descompone en suma deinomial par y
de un polinomio impar, y deddo una manera.
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