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1.1

Anillos e ideales. Operaciones. Divisibilidad
y factorizacién.

Anillos e ideales. Operaciones.

Esta parte se corresponde con el capitulo 1 del libro )
Atiyah, M.F., Macdonald, I.G., “Introduccién al Algebra conmutativa”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1989.

1.2

Divisibilidad

Definicién 1.1 Sea A un dominio de integridad.

1.

Sean a,b € A, con a # 0. Se dird que a divide a b, o que a es un divisor
de b si existe ¢ € A tal que b = ac. Este elemento ¢ es unico por ser A un
dominio de integridad, y se le designard por b/a. También se dird, en este
caso, que b es divisible por a. Se escribird a|b para designar esta relacidn.
Es evidente que una unidad divide a cualquier otro elemento de A.

Se dird que a y b, con a,b# 0, son asociados si alb y bla. En este caso se
puede escribir b= ac y a = bc’, luego a = acc’, de donde a(l —cd’) =0, y
asi cc’ = 1. De aqui se ve ya facilmente que a,b son asociados si y sélo si
uno de ellos es igual al otro multiplicado por una unidad.

Sean a,b € A distintos de cero. Un maximo comun divisor de a y b es un
elemento d € A que verifica:

(a) dla y db.
(b) Sid € A es tal que d'la y d'|b, entonces d'|d.

De lo anterior se deduce que, si d,d’ son dos mdzimos comunes divisores
de a,b, entonces d|d' y d'|d, luego son asociados. Asi pues, el mdximo
comiun divisor de a,b estd univocamente determinado, salvo producto por
unidades, y se escribe m.c.d.(a,b).

. Sean a,b € A, distintos de cero. Un minimo comun mailtiplo de a y b es

un elemento m € A que verifica:

(a) alm y blm.

(b) Sim’ € A es tal que alm’ y blm’, entonces m|m’.

De lo anterior se deduce que, si m, m’ son dos minimos comunes miltiplos
de a,b, entonces m|m’ y m'|m, luego son asociados. Asi pues, el minimo
comun multiplo de a,b estd univocamente determinado, salvo producto por
unidades, y se escribe m.c.m.(a,b).



5. Un elemento p € A se llama irreducible si es una no unidad distinta de
cero, divisible unicamente por sus asociados y por las unidades.

6. Un elemento p € A se llama primo si p|(ab) = pla J p|b.

Proposicion 1.2 Todo elemento primo de un dominio de integridad es irredu-
cible.

Ejemplo 1.3 El reciproco de la proposicion anterior no es cierto. Si conside-
ramos el domino de integridad

A=7ZV-3]={a+b/-3]|a,beZ}CC,

se tiene la igualdad 2-2 = (1++/—3)- (1 —+/=3) y 2 € A es irreducible pero no
divide a 14 +/—3 (los detalles se verdn mds adelante).

Nota 1.4 1. Sea d =m.c.d.(a,b) y escribamos o' = a/d, b’ = b/d; entonces
m.c.d.(a’,b') = 1.

En efecto, supongamos que existiese una no unidad e € A, distinta de cero,
tal que ela’ y e|b’. Entonces (ed)|a y (ed)|b, luego (ed)|d, lo que implicaria
que ed,d son asociados. Esto no es posible, pues e no es una unidad.

2. Ndtese que, hasta ahora, no hemos afirmado nada sobre la existencia del
mdzrimo comiun divisor de dos elementos. Nos hemos limitado a dar pro-
piedades de €l, caso de que exista.

Ejemplo 1.5 En Z sabemos que existe el mdzimo comun divisor y el minimo
comun maultiplo de cualquier par de enteros no nulos.

Definicién 1.6 Un dominio de factorizacién unica (DFU) es un dominio de
integridad A que verifica las siguientes condiciones:

(DFU1) Toda no unidad distinta de cero es producto finito de factores irredu-
cibles.

(DFU2) La descomposicion anterior es inica salvo orden y producto por unida-
des. Se llama la descomposicién factorial del elemento en cuestion.

Ejemplo 1.7 Z es un dominio de factorizacion unica.

Proposicién 1.8 Sea A un dominio de integridad que satisface la condicion
(DFU1). Entonces A satisface (DFU2) si y sdlo si satisface la siguiente:

(DFU3) Todo elemento irreducible de A es primo ( esta propiedad se la conoce
con el nombre de teorema de Euclides, por analogia con el caso de los
nidmeros enteros).



Demostracién: Supongamos que A satisface (DFU2), y sea p irreducible
que divide a ab, ab = pg. Supongamos que p no divide a a. Sean

a:pl...ps’ b:ql...qt, q:’r’l...’ru

las descomposiciones factoriales de a, b, q. Como

(pl"'Ps)(Q1"'Qt) =pri---Tu,

la unicidad indica que p (o un asociado) tiene que figurar entre los elementos
irreducibles del miembro de la izquierda de la anterior igualdad. Como no puede
figurar entre los p;, porque no divide a a, debe figurar entre los ¢;. Asi p|b, lo
que prueba (DFU3).

Reciprocamente, supongamos que A verifica (DFU3), y sean

a:pl...psqu‘..qt

dos descomposiciones de a en producto de irreducibles. Por (DFU3), p; (o un
asociado suyo) debe coincidir con un ¢;, digamos ¢;. Cancelando ambos en la
igualdad anterior, se tiene la igualdad

P2:"Ps =Uq2 -G, CON U unidad,

con la que se procede como antes, y asf sucesivamente. Esto prueba (DFU2). B

Corolario 1.9 Sea A un dominio de factorizacion dnica; cualquier par de ele-
mentos a,b € A distintos de cero tienen un mdzrimo comin divisor d € A.

Demostracién: Considerando las descomposiciones factoriales de a, b bas-
ta tomar como d el producto de todos los factores irreducibles comunes a las
dos. En efecto, sean

a=(p1-p)@y--p) s b= (pr-pr)(qy 1)

las descomposiciones factoriales, donde

{p’l,...,p;}ﬂ{qi,...,qé} =0,

y sea d = p; - - - p,. Claramente dla y d|b. Sea d’' € A tal que d'|a y d'|b. Sip es
un elemento irreducible que divide a d’, entonces p (o un asociado) debe coincidir
con un p;, digamos p;. De aquf se deduce que (d'/p1)|(a/p1) v (d' /p1)|(b/p1).
Repitiendo el razonamiento cuantas veces sea necesario se deduce que d’|d. Esto
prueba el corolario. |

Definicién 1.10 Sean a,b € A; entonces m.c.d.(a,b) = 1 si y sdlo si ningin
elemento irreducible divide a ambos. En este caso se dice que a,b son primos
entre si.



Corolario 1.11 Sean a,b,c € A tales que c|(ab) y a,c son primos entre si.
Entonces ¢ divide a b.

La demostracién se hace al estilo de la del corolario 1.9, considerando suce-
sivamente divisores irreducibles de ¢ y viendo que dividen a b.

Corolario 1.12 Sea A un dominio de factorizacion idnica, a,b € A distintos

de cero, d =m.c.d.(a,b). Entonces a,b tienen un minimo comin mailtiplo, que
esm=ab/d.

1.3 Dominios euclideos.

En este punto ya hemos utilizado propiedades elementales de la divisién euclidea
en Z:“Dados D,d € Z, d # 0, existen unos tnicos ¢,r € Z (cociente y resto)
tales que: D =dc+ry0<r<]|d|.

De una manera ansloga en k[X], anillo de polinomios en la variable X sobre
un cuerpo k, hay una divisién euclidea de polinomios: “Dados D(X),d(X) €
E[X], d # 0, existen unos tnicos ¢(X),r(X) € k[X] (cociente y resto) tales que:
D(X) = d(X)e(X) +r(X) y r =06 bien gr(r) < gr(d)”. La demostracién
informal de lo anterior se conoce desde la secundaria. Una demostracién formal
se puede hacer por induccién en n = gr(D) — gr(d).

Vamos a definir los dominios euclideos como los anillos en donde se da una
propiedad analoga a las anteriores.

Definicién 1.13 Sea A un dominio de integridad. Diremos que A es un domi-
nio euclideo si existe una aplicacion § : A\ {0} — N tal que:

1. Sia,be A\ {0} y alb, entonces 5(a) < 4(b).

2. (Divisién entera con resto respecto de 0) Dados D,d € A, d # 0, existen
c,r € A tales que: D =dc+r yo(r) < d(d) sir #D0.

Por el comentario anterior es obvio que Z y k[X] son dominios euclideos,
para d(a) = |a| en el primer caso, y 6(f) = gr(f) en el segundo.

En la segunda propiedad de la definicién no se exige que el “cociente” ¢y el
“resto” r sean tnicos. De hecho después veremos ejemplos en los que no se da
esta unicidad.

Proposicién 1.14 Sea (A,0) un dominio euclideo.
1. Siu es una unidad de A, §(u) es el valor minimo de §.
2. Sia,be A\ {0} son asociados, entonces §(a) = §(b).
3. Sia,be A\ {0}, alb y d(a) = §(b), entonces a y b son asociados.

4. Un elemento a € A\ {0} es una unidad, si y sdlo si d(a) = 0(1).



Demostraciéon: La primera afirmacién es consecuencia inmediata de que
una unidad divide a todo elemento, y de la primera condicién de dominio eu-
clideo. La segunda afirmacién es trivial. Para la tercera afirmacion, dividimos
aporb: a=cb+r. Sir#0, entonces §(r) < d(b). Como alb, existe a’ € A
tal que b = a’a. Por tanto r = a — ¢b = (1 — ca’)a, por lo que d(a) < §(r),
que contradice la hipétesis. Por ello r = 0, y bla como queriamos. La tltima
afirmacion es consecuencia facil de las anteriores. |

Un ejemplo de dominios es A = Z[\/m] C C, con m entero libre de cuadrados.
En ellos podemos definir una aplicaciéon “norma”, que verifica siempre la primera
condicién de dominio euclideo, y en algunos casos también la segunda:

N:A—N, con N(a+bym)=|(a+by/m)(a—>bym)| =|a®—mb?|
Proposicion 1.15 N wverifica las siguientes propiedades:

1. N(zy) = N(z)N(y) para todo x,y € Z[/m].

2. Siu € Z[\/m], N(u) =1 si y sdlo si u es una unidad.

3. Siz,y € Z[y/m], zly y N(z) = N(y), si y sélo si x ey son asociados.

4. Sixz € Z[\/m| y N(z) es un nimero primo, entonces x es irreducible.

La demostracién es un fécil ejercicio.

Nota 1.16 1. Con las propiedades anteriores, es un ejercicio elemental pro-
bar que Z[v/—3] no es DFU, puesto que 2 es un elemento irreducible, pero
no primo, ya que divide a 4 = (1 + v/—=3)(1 — v/—=3), pero no divide a

ningun factor.

2. El caso m = —1 es el del anillo de los enteros de Gauss, Z[i], que es
dominio euclideo, cuando definimos una division entera en él.

Sean x,y € Z[i], b # 0. Entonces el cociente complejo de x yy es u +
vi € C, con u,v € Q. Sean m,n € Z unas aprorimaciones enteras que
redondean u,v, es decir tales que

m—ul < n—l < 3

m—u| <= n—uvl <.

=3 y =5
Entonces r = x — (m + ni)y € Z[i]. Por la eleccion anterior, se tiene que
r=y[(u—m)+i(v—n)], por lo que N(r) < 1N(y) < N(y). Se tiene asi
que
r=(m+ni)y+r, con N(r)<N(y),

por lo que Z[i] queda dotado de estructura de dominio euclideo, con la
norma N como aplicacion 0.

3. De un modo andlogo se podria dotar a Z[v/2] de una estructura de dominio
euclideo.



Definicién 1.17 Un dominio A se dice de ideales principales, (DIP), cuando
todos sus ideales lo son.

El resultado siguiente nos da una gran cantidad de ejemplos.
Proposicion 1.18 Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.

Demostracién: Sea (A, §) un dominio euclideo, e I un ideal no nulo de A.
Sea a € IT'\ {0} un elemento con §(a) minimo. Vamos a probar que I = (a). Una
inclusiéon es clara. Reciprocamente, sea b € I, que dividimos por a, obteniendo
b = ca+r. Sirno es cero, como estden I y §(r) < §(a), llegamos a contradiccién
con la eleccién de a. Por tanto r = 0, y se tiene lo deseado. |

No es cierto el reciproco. Hay dominios de ideales principales que no son
euclideos, como Z[Hi‘éjg], pero esta comprobacién es bastante dificil.

Z[X], con X una variable, es un ejemplo de un dominio que no es DIP. Para
ello verifiquese que (2, X) no es un ideal principal en Z[X].

1.4 Factorizacion.
El resultado fundamental de esta seccion es el siguiente:

Teorema 1.19 Todo DIP es un DFU.

Definicién 1.20 Se dice que un anillo A verifica la condicién de cadena as-
cendente para ideales (o, brevemente, la CCA) si toda cadena estrictamente
creciente de ideales de A

LclLclsC...

es finita. Equivalentemente, toda cadena ascendente infinita de ideales
LCLCIz;C...

es estacionaria, es decir, existe un entero n > 0 tal que I; = I, para todo

Jj=>n.

Proposicién 1.21 Sea A un DIP; entonces verifica la CCA.

Demostracién: Sea
LCL,CIz3C ...

una cadena ascendente de ideales, y sea

I:UIj

j=1

la unién de todos ellos; entonces I es un ideal. En efecto, sean a,b € I, digamos
acl;ybel;. Si por ejemplo, k> j, entonces a,b € Iy, luego a —b e I}, C I.
Sia € I, digamos a € I;, y x € A, entonces ax € I; C I. Ahora bien, el ideal
I es principal; escribamos I = Ad. Entonces d € I,, para un cierto n, luego
I, = 1. Asi, para todo j > n es I; = I = I,,. Esto prueba la proposicién. |



Proposicién 1.22 Sea A un DIP; entonces A verifica la condicién (DFUL).

Demostracién: Sea a una no unidad distinta de cero. Tenemos que probar
que a se descompone en producto finito de elementos irreducibles. Si a es
irreducible, no hay nada que probar. Si a no es irreducible, se puede escribir
a = bc donde b y ¢ no son asociados de a, ni unidades. Asi Aa C Aby Aa C Ac.
Repitiendo el razonamiento con b, por ejemplo, y asi sucesivamente, la CCA
implica que este proceso es finito, lo que nos lleva a que a debe tener un divisor
irreducible p;. Entonces

Aac AL,
D1
Si a1 = a/p; es irreducible, entonces a = a1p; es una descomposicién factorial
de a, y nuestra demostracion habréd concluido. Supongamos que a; no es irre-
ducible. Aplicando a a; = a/p; el mismo razonamiento, llegamos a la existencia
de un divisor irreducible py de a1, y a una terna

Aa C Aay C Aao,

con a; = peas. Por CCA, este proceso debe tener un fin, es decir, debe existir
un entero positivo n tal que a/(p1 - pn—1) = pn sea irreducible. Asi a =
Pl Pn_1Pn, lo que prueba la proposicién. |

Proposicién 1.23 (Identidad de Bezout) Sea A un DIP, y sean a,b € A dos
elementos mo nulos. Entonces existe un elemento d = aa + Bb con o, 8 € A, tal
que d = mced(a, b).

Demostracién: Sea (a,b) el ideal engendrado por a,b; entonces existe
d € A tal que (a,b) = Ad. Como Aa C Ady Ab C Ad, es d|a y d|b. El hecho de
que d = mcd(a, b) viene, ahora, de que d es de la forma d = aa + [b. |

La demostracion del teorema 1.19 termina con la siguiente
Proposicién 1.24 Sea A un DIP; entonces A verifica (DFU3).

Demostracién: Sea p € A, irreducible, con p|ab, y supongamos que p no
divide a a. Entonces 1 = mcd(a,p) y, por la proposicién anterior, 1 = aa + Sp.
Asi, b = aab + Bbp, de donde se deduce que p|b. Esto prueba la proposicién. B

Nota 1.25 En el caso de un dominio euclideo A, se puede generalizar el algo-
ritmo de Fuclides para Z, de cdlculo del mdzimo comin divisor de dos elementos
a,be A\ {0}:

Se construye la sucesion ro,r1,T2,...,Ty, poniendo ro = a, 11 = b, y para
cada j > 2, r; es el resto de dividir r;_o por vj_1. El proceso acaba alcanzando
el cero en cierto r,. Entonces r,—1 = mecd(a,b). La validez del algoritmo se
basa en dos cuestiones. Por una parte med(r;,riy1) = med(ri41,7i42), para
cada i =0,...,n — 3, y por otra que el algoritmo debe acabar puesto que & va
decreciendo en la sucesion creada.



Hay un procedimiento simple de construir un DFU: si A es un DFU, también
loes A[X] . Se basa en el lema de Gauss que los alumnos conocen sélo en el caso
de polinomios con coeficientes enteros. Generalizamos los resultados necesarios
para demostrar el teorema.

Se considera A un dominio de factorizacién tnica.

Definicién 1.26 Si f(X) € A[X] es un polinomio no nulo, llamamos conte-
nido de f(X) a un mdzimo comin divisor de los coeficientes de f(X), y lo
notaremos por ¢(f(X)).

Decimos que el polinomio es primitivo si ¢(f) = 1.

Lema 1.27 (Lema de Gauss) Sea A un dominio de factorizacion unica y f(X),
9(X) polinomios no nulos de A[X]. Entonces,

En particular, si f(X) y g(X) son primitivos entonces el producto f(X)g(X)
es primitivo.

Demostracién: Andloga al caso A = Z. ]

Lema 1.28 Se considera A un dominio de factorizacion dnica con cuerpo de
fracciones K. Si f(X) € K[X] es un polinomio no nulo, entonces f(X) =
afi(X) con a € K y f1(X) un elemento primitivo de A[X]. Esta factorizacion
es unica salvo producto por una unidad de A.

Demostracion: Andloga al caso A = Z. |

Lema 1.29 Sea A un dominio de factorizacion unica con cuerpo de cocientes
K y f(X) € A[X]. Son equivalentes:

1. f(X) tiene grado positivo y es irreducible en A[X].

2. c(f(X)) =1y f(X) es irreducible en K[X].

Demostraciéon: Andloga al caso A = Z. |

Teorema 1.30 Si A es un dominio de factorizacion inica, entonces A[X] es
un dominio de factorizacion unica.

Demostracién: Sea K el cuerpo de cocientes de A y tomemos f(X) € A[X]
no nulo. Si tiene grado cero, es un elemento de A, y su factorizacién es tnica.
Podemos suponer que f(X) es de grado positivo.

Como K[X] es un dominio euclideo, es un dominio de factorizacién tnica,
por lo que existen p;(X),...,p.(X) polinomios irreducibles en K[X] tales que

J(X) =pi(X)...p(X).



Existen entonces o; € K tales que p;(X) = o;¢:(X), ¢:(X) € A[X] polinomio
primitivo para cada i = 1,...,7. Ademds, ¢;(X) es irreducible en K[X] por
serlo p;(X), para todo i =1,...,7.

Seaa=qa...a, = ¢, a,be A

Se tiene entonces, bf(X) = aq1(X) ... ¢ (X). Por el lema de Gauss,

c(bf(X)) = b(c(f(X))) = a.

Asibdivide aay ¢(f(X)) =a € A.
Por ser A dominio de factorizacién tnica, o = dy ...ds con d; € A elementos
irreducibles en A, y por tanto en A[X]. Obtenemos

f(X)=di-dsqi(X)--- g (X),

una factorizacién en irreducibles en A[X] porque ¢;(X) es irreducible en A[X]
por ser primitivo e irreducible en K[X] (lema previo).

Veamos la unicidad de la descomposicién.

Supongamos que tenemos otra factorizacién

FX) = b1 beqy(X) - - (X)),

donde ¢/(X) € A[X] es de grado positivo e irreducible, y b; irreducible en A.
Por el lema previo, se tiene que ¢;(X) es primitivo e irreducible en K[X].

Esto proporciona una factorizacién en irreducibles en K[X] , de donde r = k
y los ¢;(X) v ¢,(X) son asociados en A[X] (reordenando si fuera necesario), para
cadai=1,...,r. Es decir, ¢;(X) = %qg(X), con fB;, v; € A, v; # 0, para todo
i =1,...,r. Tomando contenidos en

Y14 (X) = Biq;(X),

se llega, por ser ¢;(X) v ¢;(X) primitivos, a v; = u;8; con u; € A unidad, para
todoi=1,...,r.
Se tiene entonces
d1~--ds :Ubl...bt

con u € A unidad en A. Por el lema de Gauss, éstas son dos descomposiciones
factoriales del contenido de f, y por tanto s =t y los d; y b; son asociados en
A.

|
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2 Conjuntos algebraicos afines y sistemas de ecua-
ciones polinémicas. Anillos noetherianos. Calculos
en los anillos de polinomios: bases de Grobner

2.1 Conjuntos algebraicos afines y sistemas de ecuaciones
polinémicas. Anillos noetherianos.

Esta parte se corresponde con el capitulo 1, secciones 2,3,4 y 5 del libro
Fulton, W., “Curvas algebraicas : introduccion a la geometria algebraica”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1971.

2.2 Calculos en los anillos de polinomios: bases de Grobner

1

Definicién 2.1 Diremos que una relacion de orden < en N™ es un orden mo-
nomial si verifica:

(1) Es un orden total.

(2) Para todo «, 5 € N" tales que o < 3, y para todo v € N, a+v < B+ 7.
A esta propiedad la llamaremos ser estable para la suma.

(8) Es un buen orden, es decir, todo subconjunto no vacio tiene un primer
elemento.

Nota 2.2 Para cualquier orden monomial, 0 = (0,...,0) es el primer elemento
de N™. En efecto, si el primer elemento fuera a # 0, se tendria 0 > «, y el ser
estable para la suma asequraria que

a>2a>3a>...
seria una cadena infinita, en contra de ser un buen orden.

Ejemplo 2.3 (1) En N, el orden usual < es monomial. Sin > 2, en N se
considera el orden natural <: o = (aq,...,an) < B = (B1,...,0n) st a; < S,
para todo i = 1,...,n. Este orden no es total, y por tanto, no es monomial.
Para referirnos a él, lo llamaremos orden parcial natural en N™.

(2) (Orden lexicogrifico).

IEstas notas han sido elaboradas con la colaboracién de Sara Arias de Reyna, Alumna
Interna del Departamento de Algebra (curso 2002-03).
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Sean > 1, y sean @ = (a1,...,a,), 8 = (B1,...,0n). FEntonces se define
el orden lexicografico del siguiente modo: « >ie; [ si y solo si la primera
componente por la izquierda no nula de o — 3 es positiva.

(8) (Orden graduado lexicogrifico).
Sean > 1, y sean o = (a1,...,a,), B = (B1,...,0n). Se define la norma o
longitud de o como |a| = Y"1 | .
Entonces el orden lexicografico graduado se define del siguiente modo:

ol > 5]
« >grleac ﬂ - 6
‘Oé| = |ﬁ| Y O >lex ﬁ

(4) (Otros drdenes monomiales).
Sean > 1, ysean a = (a1,...,an), 8= (B1,---,53,). Sean wy,...,w, € RT y
definamos L(a) = Y"1 w;a;.
Entonces el podemos definir un orden monomial < del siguiente modo:

L(a) > L(B)
a> (e 0
L(Oé) = L(ﬁ) Y A >lex ﬁ

Nota 2.4 Cualquier orden monomial refina el orden parcial natural. En efecto,
sean a, 8 € N" donde 8 = a+~y con v € N* — {0}. Si respecto a un orden
monomial o > (3, por ser estable para la suma, 8 = o+~ > B+, en contra de

O<y=pB<y+0.
Por tanto, a < .

Definicién 2.5 Sea f € k[X] = k[Xi,...,X,]. El monomio X{*--- X
se representard como X%, donde a = (aq,...,a,) € N*. Se tendrd, f =
Y oacy @aX®, donde ay € k, J C N" es un subconjunto finito. El soporte de f
es el conjunto

sop(f) ={aeN" | a, #0}.

Definicién 2.6 Sea < un orden monomial, y sea f =
no nulo, donde a, € k.

(1) Se define el exponente o multigrado de f para <, y se denota exp_(f),
como

aesop(f) GaX " € E[X]

exp<(f) := maxsop(f),

donde se toma mdximo respecto de <.
(2) Se define el coeficiente lider de f con respecto a < como

CL—<(f) = Qexp_(f)-
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Proposicién 2.7 (1) Sean f,g # 0. Entonces,

eXp_<(f : g) = exXp (f) + exp<(g).

(2) Sean f,g # 0 tales que f + g # 0. Entonces,

exp(f +9) < max(exp(f), exp<(9))-
Si ademds exp=(f) # exp_(g), entonces se tiene la igualdad.

Demostracién: Denotemos ag = exp_(f) y Bo = exp~(g).
(1) Veamos que
ag+ Po>a+ 0

para cualesquiera « € sop(f), B € sop(g) con o # ag 6 38 # Po.
Si a € sop(f) y a # ap, tenemos que a < ag. Por ser < estable para la suma,
a+ B < ag + ( para todo 3 € N™. Por tanto,

a+ 8 <ag+ < ag+ Bo,

para cualesquiera 8 € sop(g). Andlogamente se tiene el resultado en el otro
caso.

De esta forma tenemos garantizado que en f - g aparece el monomio X®0+50 ya
que no puede cancelarse con ningin otro, y que es el mayor de todos los que
aparecen. Por tanto, exp_(f - g) = oo + Bo.

(2) Podemos suponer que oy = max(ag,Sy). So6lo en el caso, ag = By y
CL<(f)+CL<(g) = 0 se tendrd exp_ (f +¢) < ap. En los demds casos se da la
igualdad.

|

Teorema 2.8 (Teorema de divisién de Hironaka) Consideremos un orden mo-
nomial <. Sean fi,..., fr € k[X1,...,Xy] = k[X] polinomios no nulos. Enton-
ces, para cada f € k[X] existen qi,...,q-,h € k[X] tales que

f:(I1f1+"'+(Irfr+h,

y de modo que se verifica

sop(h) € N™\ | (exp_ (fi) + N").

i=1
Es decir, o bien h = 0 o, en caso contrario, ningun monomio puede dividirse
por ninguno de los XP<Ui) =1 ... r.
Ademds, si f #0 y q;f; # 0, entonces exp_(f) > exp_(¢:fi).
Demostracién:

Si f = 0 basta tomar todos nulos. Si f # 0 sean exp_(f) = a y CL<(f) = a.
Denotemos también, exp_(f;) = a; y CL<(fi) = a;.
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Pueden darse dos casos:

Caso A: Si X no es divisible por ningin X, consideramos g = f — aX*“.
Caso B: Si existe 7, 1 < ¢ < r tal que X% | X%, fijamos un ¢ y consideramos
g=[f—-X"%f

Sig=0:

En el caso A, basta tomar ¢; = 0 para cada j, y h = aX“.

En el caso B, basta tomar ¢; = 0 para cada j # ¢, ¢; = a%XO‘_"” y h = 0. Notar
(2.7) que exp_(f) = exp_ (g fi)-

Si g # 0, tendremos que exp_(g) < exp_(f). Por ser < buen orden, podemos
probar el resultado por induccion.

Si a = 0 (primer elemento para el orden monomial) el resultado se tiene pues,
en este caso, f seria una constante y g = 0.

Supongamos entonces el resultado cierto para todo ¢’ € k[X] con exp_(¢’) <
exp_(f). Se tendrd entonces que si g # 0, existen ¢; € k[X] y &’ € k[X] tales
que g =qifi +---+4q.f-+h' donde si b’ # 0 sus monomios no son divisibles
por ningtin X% y si qgfj # 0 entonces exp_(g) > exp_ (q;fj) Por tanto:

En el caso A: f = g+aX®, bastara tomar ¢; = ¢} para todo j, y h = h' +aX*.
En el caso B: f = g+ a%Xa_af‘fi, bastard tomar ¢; = q; para todo j # 1,
G =q+ XM yh=N.

Definicion 2.9 Si la expresion

f=af+t - +aqfr+h

verifica las condiciones del Teorema de division (2.8), diremos que es una divi-
sion de f por fi,..., fr. Ademds diremos que los polinomios q; son cocientes y
que h es resto de division de f por fi,..., fr.

Nota 2.10 La demostracion del teorema es constructiva. Bastard calcular g a
partir de f y razonar con g como con f en sucesivos pasos. Se construye en
cada paso un polinomio g; a partir de g;—1, g = g1, con exp_(g;) < exp_(gi—1)-
El nimero de pasos es finito porque el exponente decrece y el orden monomial
es un buen orden.

Si se determina de forma tnica cdmo elegir el indice i en la demostracion (ver
Caso B), obtenemos un algoritmo de divisién que, dado un polinomio f, devuelve
unos polinomios q; y un resto h determinados.

Ejemplo 2.11 Ni los cocientes ni el resto de division son unicos. Tomar por
ejemplo, en k[x,y] respecto del orden lezicogrdfico los polinomios f1 = x3, fo =
22y —y3 y f = 23y. Se tiene que f = yfi +0fa+0 y f =0f1 +xfo + x93
verifican el Teorema de division.

Nota 2.12 Dada una division de f por fi,..., fr,

f=ah+ - +aef+h
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entonces existe un algoritmo de division concreto que nos da h como resto de
division de [ por fi,..., fr.

En efecto, si f = 0 estd claro que h = 0 y hemos acabado. Si f # 0, sean
exp.(f) = a y CLL(f) = a. Denotemos también, exp_(f;) = oz y CLL(f;) =
;.

Si X% no es divisible por ningin X, a € sop(h) y consideramos el polinomio
[/ = f—aX*. En otro caso, fijamos i, tal que o = exp_(q; f;) y consideramos el
polinomio ' = f — a%X“_“i. En ambos casos, f' se obtiene de f mediante un
paso de la demostracidn para el i concreto elegido. Si f' = 0 hemos terminado.
Si f" # 0, como exp_(f') < expL(f), sigue por induccion. En efecto, para
a=0,fek Sif, &k para todo i, serian q; = 0 para cada i y f = h
se obtendria como resto de cualquier algoritmo de division. Si existe f; € k,
seria h = 0 que se obtendria como resto de cualquier algoritmo de division.
Supuesto cierto para polinomios de exponente menores que exp_(f), para f' # 0
consideramos la expresion

ff=dfi++q.fr+1,

donde, en el primer caso, k' = h —aX® y ¢, = q;, para cada i; y en el sequndo,
para el i elegido, ¢} = q; — LXeT q'j = q; para todo j # i, y h' = h.

Por hipétesis de induccidn, h' se obtiene como resto de un algoritmo de division
de ' por f1,..., fr. Basta ahora anadir el paso concreto de f a [, para obtener
el algoritmo de division que buscamos.

En lo sucesivo, consideraremos fijado un algoritmo de division, de forma
que cuando hagamos referencia al resto h, nos estaremos refiriendo a un resto
concreto bien determinado. Usaremos la notacién h = fRfy,... f,, o también,
h = fRF, donde F = {f1,..., fr}. La nota anterior asegura que estaremos
trabajando con cualquier resto.

Definicién 2.13 Sea A C N, sea < el orden parcial natural. Denotaremos
Mnl(A) :={a €A | a es minimal para < en A }.

Sil<i<nyteN, denotaremos A(i,t) :=={a € A | o =1t}

Lema 2.14 Si A CN", y a € A, entonces existe § € Mnl(A) tal que 8 < .

Demostracion: Basta observar que el conjunto de elementos menores que «
es finito. Concretamente,

(BeN" | B<a}={B=(B1,....Bn) EN" | 0< B <a;, 1<i<n}.
||

Proposicién 2.15 Siy € A C N", entonces, Mnl(A) = Mnl(F) con

n Yi—1

F={yulJ U Mnl(AG1)).

i=1 t=0
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Demostracién: Puesto que F' C A bastara probar que para cualquier elemento
a € A, existe B € F tal que 8 < a. Si a >« se toma § =r. Si a 2 7, existe 1,
1 <i < mn, tal que a; < ;. Tenemos que a € A(7,;), 0 < a; < ; — 1. Por el
lema 2.14, existe 8 € Mnl(A(, o)), con 8 < a. |

Corolario 2.16 (Lema de Dickson) Mnl(A) es finito para cualquiera A C N™.

Demostracién: Por induccién en n. Si n = 1, por el principio de buena
ordenacién de N tenemos que Mnl(A) es unitario si A # ). Supuesto cierto para
n — 1 lo probaremos para n. Bastara probar que en la proposicién anterior F' es
finito. Podemos considerar A(i,t) como un subconjunto de N*~!  y entonces,
Mnl(A(i,t)) es finito por la hipétesis de induccién. Por tanto, F' es finito ya que
se obtiene como un numero finito de uniones de conjuntos finitos. |

Nota 2.17 Ellema de Dickson puede considerarse como una generalizacion del
principio de buena ordenacion de N.

Definicién 2.18 Diremos que E C N" es un ideal de N", o escalera de N™, si
se verifica que B+ N" C F.

Nota 2.19 Sea E C N". E es una escalera si y sélo si
E = U (o +N™).
a€EMnl(E)

Definicién 2.20 Consideremos un orden monomial <, y sea un ideal no nulo
I C k[X4,...,Xy,]. La escalera de I respecto de <, es el subconjunto de N™
definido como:

E-(I) ={exp<(f)If € I, f # 0}

Nota 2.21 E_.(I) es una escalera de N". Si no hay posibilidad de confusion la
denotaremos E(I).

Definicién 2.22 Sea I C k[X1,...,X,] un ideal no nulo, y consideremos un
orden monomial <. Una base de Grobner de I respecto de <, es un conjunto
de polinomios f1,..., f, tales que

T

E(I) = |J(exp<(fi) +N).

=1

FEquivalentemente, si

Mnl(E(I)) C {exp_(f1),- ... expo(fr)}-
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Ejemplo 2.23 (1) Sea f € k[X1,...,X,] un polinomio no nulo. Entonces f
es una base de Grobner de I = (f).

(2) Sea I C R[X1, X2, X3] el ideal generado por f = X1 + Xo + X2X35 y
g= X1 — Xo+ X} X2. Consideramos el orden monomial <je,. Sea h = X1f —

Xog € 1. Entonces exp., (h) & (exp,, (f) +N")U (exp_, (g9) +N").
Por tanto f,g no es una base de Grobner de I.

Proposicién 2.24 Sean I C k[Xy,...,X,] un ideal no nulo, y < un orden
monomial. Sea f1,..., fr una base de Grobner de I.
Entonces, para todo f € k[X1,...,X,], existe un dnico h € k[Xy,...,X,] tal
que:

(1) f=g+h, congel.

(2) sop(h) C N"\ E(I).
En particular, existe un unico resto de la division de f por fi,..., fr.

Demostracion: Bastard tomar h resto de una divisiéon de f por fi,..., fr,
f=afi+  +qfr+h Setieneque g=qfr+---+aq.fr €1l

Para probar la unicidad, supongamos que f = g’ + I’ verifican el resultado. Se
tendrd h —h' € I. Si h # b/, exp(h — h') € E(I) en contra de (2). |

Teorema 2.25 Sean I C k[X1,...,X,] un ideal no nulo, y < un orden mono-
mial. Sea G = {f1,...,fr} C 1. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) G es base de Grébner de I.
(2) Si f € k[X], entonces f € I siy sdlo si 0= fRf1,..., fr.

Demostracion: Supongamos que G es base de Groébner. Si f € [ y su-
ponemos que h = fRf1,...,fr, se tiene h € I. Por tanto, h = 0 ya que
B(I) = Ul (exp (i) +N").

Por otro lado, supongamos que se verifica (2). Si G no fuera base de Grobner,
existirfa f € I con exp_(f) & U._, (exp~(fi;) + N™). Entonces, h = fRG # 0 en
contra de (2). |

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.26 Toda base de Gribner de I es un sistema de generadores de I.

Nota 2.27 FEl teorema anterior proporciona un criterio para decidir si un po-
linomio f pertenece a un ideal I. De hecho, conocida una base de Grébner del
ideal, tenemos un criterio algoritmico para decidir si un polinomio pertenece o
no al ideal. Por tanto, el problema de pertenencia a un ideal se reduce entonces
al de cdlculo de una base de Grobner.

Definicién 2.28 Sean f,g € k[X1,...,X,] polinomios no nulos, y sea < un
orden monomial. Sean o = exp_(f) € N, 8 =exp_(g) € N". Designemos por
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«; a las coordenadas de o en N™, y por B; a las coordenadas de 3 en N™. Sea
v € N definido por v; = max{a;, 3;}, es decir, X7 = m.cm.(X%, X5).
Entonces el S-polinomio de f y g se define como

1 1
S(f9) = ar— X7 - X7
V9= en CL(g)
Teorema 2.29 (Criterio de Buchberger) Sean I = (f1,..., fr) C k[X1,...,Xy]
un ideal no nulo, y < un orden monomial. Son equivalentes:
(1) f1,..., fr es base de Grébner de I.
(2) S(fi, f;)Rf1,..., fr =0, para todo i,j, con 1 <i < j<r.

Demostracién: Por ser S(f;, f;) € I, (1) implica (2) por el teorema anterior
(2.25). Reciprocamente, supongamos (2). Por el mismo teorema, bastard probar
que si f € I entonces 0= fRf1,..., fr.

Para ello vamos a definir la altura de una expresién g1 f1 + - - - + g, f» como

alt(Y " gifi) = max{exp_(g:if:) | gifi # 0}.

i=1

Notar (2.7) que la altura de una suma es menor o igual que la suma de las
alturas.

Sea f € I yseah = fRfi,...,f-. Se tiene h € I. Si h # 0, tomamos
h = g1fi + -+ g-fr con altura minima posible 5. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad § = exp_(g;f;) paratodoi=1,...,sy B > exp_(9:fi)
sii>sygifi #0.

Denotemnos exp_ (fi) = ai, exp<(g:) = Bi CLL(f) = a; y CL.(g;) = by,
1<e<s.

Por ser h resto de division, se tendréa:

(%) aiby + -+ -+ asbs =0,

y en particular s > 2.
Escribimos g; = b; X” + ¢/, para cada i = 1,...,s.

Se tendra ,

S S
h=> bXPfi+> gdfi+ > gifi
i=1 i=1 i=s+1
Esté claro que Y ;_; gifi + > i, 419:fi tiene altura menor que (3. Llegaremos
a contradiccién viendo que (1) = >7_, b; X% f; puede escribirse como una ex-
presién de altura menor que (.
Podemos escribir

1 1 1 1
(1) = arby (X7 fy = =X fo) + (a1b1 + azby)(— X2 fo — —XP f3) 4 4
ay a9 a9 as

(a1b1+- - -+as—1bs—1)(

1 1 1
Xﬁ571f371_7Xﬁsfs)+(a1b1+' : '+asbs);XBst-

as—1 ag
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Observar que usando (*) y la definicién de los S-polinomios se tiene

(1) =3 wS(hj-1.1,)

siendo u; = (a161 + -4 aj_1bj_1)Xﬂ_7j, donde X7 = m.C.m.(Xaj_l,Xaj).
Ademds, (x*) :exp_(u;S(f;-1, f;)) < B.

Por otra parte, al ser S(f;—1, f;)Rf1,..., fr =0, tenemos que existen g;; € k[X]
tales que S(fj—1, fj) = i1 ¢jifi, v st qjifi # 0,

(k% x) s exp_(gjifi) < expo(S(fi-1,f5))-

Por tanto,
S I

W) => u; O aif) =Y O uja;i) fi

j=2  i=1 i=1 j=2

La ultima expresion tiene altura menor que 3 porque para cada i, 1 < i < r,
usando (k) y (% * *) se tiene que para cada j, 2 < j < s,

S
exp_ (D uigz) fi] < exp4(wja5ifs) < exp_(upS(fi-1, f5)) < 5.
j=2
De esta forma hemos llegado a contradiccién y el resultado estd probado. W
Nota 2.30 Este criterio nos proporciona un algoritmo para la construccion de

una base de Grébner de un ideal a partir de un sistema de generadores del mis-
mo. Concretamente, si suponemos que partimos de un sistema de generadores

de I, {f1,...,fr}, siseverifica la segunda condicién del teorema tenemos que es
base de Grébner. Si no, elegimos i,j, 1 <i < j <r con S(fi, fj)Rf1,..., fr =
h # 0. Llamamos fr+1 = h y consideramos {f1,..., fr4+1} como nuevo sistema

generador de I. Si para €l se verificase la seqgunda condicion del teorema, ha-
briamos acabado. En otro caso, construiriamos un nuevo polinomio f,io resto
no nulo de un S-polinomio. Este proceso recurrente debe de acabar. En efec-
to, en otro caso, se tendria una sucesion infinita {f;}ien y considerariamos el
conjunto A = {exp_(fi)}ien. Por el lema de Dickson (2.16), Mnl(A) es finito.
Ezistiria entonces s € N tal que

Mnl(A) C {exp (f1), .. exp_(£.)}.

Ahora bien esto contradice que,

S

exp_(for1) & | J(exp<(fi) + N7,

i=1

pues for1 = S(fi, fi)Rf1,--., fs para algin (i,7) con 1 <i<j<s.
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Ejemplo 2.31 Una base de Grébner de I = (X3, XY —Y3) € k[X,Y] respecto
del orden lexicogrdifico es {f1, f2, f3, fa}, donde fi = X3, fo = XY — Y3,
fo=XY?y fi=Y".

También lo seria {f1 + afs, fo, f3, fa}, para cualquier a € k.

Definicién 2.32 Sean I C k[Xy,...,X,] un ideal no nulo, y < un orden mo-
nomial. Sea f1,..., fr una base de Grobner de I. Diremos que es una base de
Grébner minimal si

Mnl(E(I)) = {exp_(f1),---,exp_(fr)}-

Definicién 2.33 Sean I C k[X1,...,X,] un ideal no nulo, y < un orden mo-
nomial.
Diremos que f1,..., fr es una base de Grébner reducida de I respecto de < si:

(1) Es una base de Grébner minimal de I.
(2) Los polinomios f; son mdnicos.
(3)
sop(fi) CN"\ ([ (exp<(f;) + 7).
J=1,...r
J#i

Nota 2.34 La condicion (3) implica la minimalidad de (1), e incluso que
fMnl(E(I)) =r.

Proposicién 2.35 Sean I C k[X1,...,X,] un ideal no nulo, y < un orden
monomial.
La base de Gréobner reducida de I respecto de < existe y es unica.

Demostracion: Sea {fi,..., f.} una base de Grobner de un ideal I respecto de
un orden monomial fijado. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que es
minimal y que fMnl(E(I)) = r. En otro caso, bastarfa tomar por cada elemento
minimal un elemento de la base que lo tenga por exponente y obtendriamos una
nueva base de Grobner de 1.

Sea f{ = fiRfa,..., fr. Se tiene que f{ € I, exp_(f1) = exp_(f])y

sop(f1) CN"\ | (expL(f;)+N").

Jj=2,...,7

El conjunto {f}, f2,..., fr} es una nueva base de Grébner minimal de I.
Para i > 2, supuesto construidos fi, ..., f/_;, bastard tomar

fz/:szf{av i/—l’fi‘f‘l""’fT'

Se tendrd que {f],..., f.} es una base de Grobner reducida de I sin més que
hacerlos ménicos dividiendo por los coeficientes lideres.

Para ver la unicidad, supongamos que {f1,..., fr} y {fi,..., f,} sean dos bases
de Grobner reducidas de I respecto del orden. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que exp_(f;) = exp_(f/) para todo i, pues bastaria reordenar en
caso necesario.
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Veamos que f; = f]. Anélogamente se tendria para otro i. Si suponemos
que fi # fi, a = exp_(fi — fi) € E(I). Ademés o < exp_(f1) porque fi
y f{ son ménicos. El orden monomial refina al orden parcial natural (2.4),
luego o & exp_(f1) + N". Por la condicién (3) de ser reducida, tenemos que
a & Ujs .(exp(fj) + N"). Luego llegamos a contradiccién con que E(I) =
Uj:l,,,,,r(eXP<(fj) +N"). u

Nota 2.36 La demostracion anterior es constructiva. Por tanto, usando 2.30
existen algoritmos de cdlculo de la base de Grébner reducida a partir de un
sistema de gemeradores.

Ejemplo 2.37 Sean f1 =X +Y + Z, fo =X -3Y, 1= (f1, f2) Ck[X,Y,Z].
Respecto del orden lexicogrifico, 2.30 nos asegura que {f1, f2, f3} es una base
de Grobner de I, siendo f3 =4Y + Z = S(f1, fo)Rf1, f2. Una base minimal es
{fi. f3}. La reducimos sustituyendo fi por f{ = X + 3Z = fiRfs. Haciendo
monicos los polinomios, obtenemos la base de Grobner reducida de I

3 1
X+-ZY+-Z}.
(X+22,Y+72)
Nota 2.38 La base de Grébner reducida depende del orden monomial fijado.

Ejemplo 2.39 Sea I = (X? —2XVY,X2Y —2Y? + X) C k[X,Y]. La base de
Grébner reducida de I respecto de grlex es

1
(X2, XY, Y? - 5X}.
Respecto de lex, la base de Grobner reducida de I es
{X —2v2 Y3}

Los diferentes sistemas de cédlculo formal, fijado un orden monomial, calculan la
base reducida a partir de un sistema generador.

Corolario 2.40 Dados dos ideales no nulos de k[X1,...,X,), I = (f1,.-., fr),
J=1(91,--.,9s), y fjado un orden monomial, I = J si y sdlo si las bases de
Grabner reducidas de I y de J coinciden.

Demostracion: Se deduce de la unicidad de la base de Grobner reducida
(2.35). | |
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3 Teorema de los ceros de Hilbert

2

Sean k un cuerpo y k[X] = k[X1,...,X,] el anillo de polinomios en n indeter-
minadas con coeficientes en k. A™(k) = A™ representa k™ con la estructura de
espacio afin.

3.1 Teorema de los ceros (Nullstellensatz) de Hilbert

En esta seccién demostraremos el teorema de los ceros de Hilbert en sus dis-
tintas versiones (teorema débil y teorema fuerte) y veremos sus consecuencias.
Usaremos el siguiente resultado algebraico de Zariski que demostraremos en la
seccion siguiente.

Lema 3.1 (Lema de Zariski) Sea k algebraicamente cerrado subcuerpo de un
cuerpo L = klaq, ..., a;]. Entonces, k = L.

Nota 3.2 Sea A un anillo. Si ay,...,a, € A, Alay,...,«a;.] es el menor anillo
que contiene a A y a los a;. A este tipo de anillos los llamaremos A-dlgebras
finitamente generadas.

Teorema 3.3 (Teorema débil) Sea k algebraicamente cerrado. Si I es un ideal
de k[X], I # (1), entonces V(I) # 0.

Demostracién: Podemos suponer que I es maximal, pues si no lo fuera,
existiria J maximal con I C J, y por tanto, V(J) C V(I).

Sea L = k[X]/I. Por I maximal, L es un cuerpo. Ademds, L = klaq,...,ay)
siendo o; = X; + I, para todo i = 1,...,n. Por el lema de Zariski, k = L. Por
tanto, para cada i, existe a; € k tal que a; + I = X; + I. Es decir, X; —a; € I.
Asi el ideal m = (X7 — aq,..., X, — a,) estd contenido en I. Por ser tanto
m como I ideales maximales se tiene m = I. De aqui, V(I) = {P}, donde
P=(ay,...,an).

Corolario 3.4 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal de k[X]. Fijado
un orden monomial, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. v(I) = 0.
2. 1=(1).
3. La base de Grébner reducida de I es {1}.

2Estas notas han sido elaboradas con la colaboracién de Belén Medrano y Beatriz Ro-
driguez, alumnas internas del Departamento de Algebra (curso 2002-03).
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Demostracién: 1 <= 2 es consecuencia inmediata del Teorema débil (3.3).
2 <= 3 por la unicidad de la base de Grobner reducida (2.35). |

Teorema 3.5 (Teorema fuerte) Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal
de k[X]. Se verifica que
V(1) = VI.

Demostracion:
Sabemos que Z(V(I)) es siempre un ideal radical y que se verifica I C Z(V(I)),
entonces

VI c\IV(I)) =Z(V()).

Veamos la contencién contraria. (La prueba que damos se conoce con el nombre
de truco de Ravinobitsch.)

Sea g € Z(V(I)). Consideramos X,, 1 una nueva variable y el siguiente ideal de
E[X1,. .., Xn, Xnt1)
J=1¢+ (1 - gXns1).

Es decir, si suponemos I = (f1,..., fr), se tendrd que

J = (flﬂ"'v.f'f'al _an-‘,-l)-

Veamos que V(J) = 0.

Si P = (a1,...,ant1) € V(J), fi(a1,...,a,) = 0 para cada i = 1,...,
1 =g(ay,...,an)ans1. Por tanto, (a1,...,a,) € V(I), luego g(ay,...,an)
lo que es una contradiccién porque entonces 1 = 0.

Por el Teorema débil tendremos que J = (1). Entonces, se puede escribir:

n,y
=0

n
1= " hi(X1, .., X, X)) fi + hngan (X1, Xy X)) (1= 9 Xn4),
i=1

conh; € k[Xy,...,Xn, Xnt1], paratodoi =1,...,n+1. Haciendo X, 11 =1/Y
en la relaciéon anterior y quitando denominadores, obtenemos s € N tal que

Ye = Zh:(Xla e 7X1'L7Y)fl + h;z—i—l(Xla o 7Xn7Y)(Y - g)
i=1

Haciendo Y = g,
9" =Y B/(X1,...,X\)fi
i=1

lo que prueba que g € V1.
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Corolario 3.6 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal radical de k[X].
Se verifica que ZV(I) = I. En particular, las correspondencias V y I entre los
ideales radicales de k[X] y los conjuntos algebraicos de A™(k) son una la inversa
de la otra.

Demostracion: Siempre se tiene que VZ = id. Basta probar que ZV = id.
Ahora bien, por ser k algebraicamente cerrado, ZV(I) = +I = I por ser I
radical. |

Corolario 3.7 Sea k algebraicamente cerrado. Existe una correspondencia uno
a uno entre los ideales primos de k[X] y los conjuntos algebraicos irreducibles
no vacios. A los ideales maximales les corresponden los puntos. En particular,

Spec,, (k[X]) ={(X1 —a1,...,Xn—an) | a; €k, 1<i<n}

Demostracion: Sabemos que en cualquier cuerpo se tiene que un conjunto
algebraico no vacio V es irreducible si y sélo si Z(V') es un ideal primo.
Veamos el reciproco. Sea p un ideal primo de k[X], por tanto radical. Por ser k
algebraicamente cerrado, se tiene por 3.3 que V(p) # () pues p # (1), y por 3.5
que

IV(p) = Vp = p.

Luego, V(p) es irreducible.
Para un punto P = (ay,...,a,) siempre se verifica

I(P) = (Xl —al,...,Xn—an),

que es un ideal maximal. Por ser k algebraicamente cerrado, en la demostracion
del Teorema débil (3.3) vimos que los ideales maximales son todos de este tipo,
luego se tiene que la correspondencia es uno a uno. |

Nota 3.8 Sea f € k[X] no nulo y no unidad, es decir, f no constante. Sea
f=f" o for la descomposicion factorial de f. El polinomio reducido de f es

fred:fl"'fr'

Corolario 3.9 Sean k algebraicamente cerrado, f € k[X] no constante, f =

e for la descomposicion factorial de f. Entonces,

V() =V(f)U---uV(f)

es la descomposicion en componentes irreducibles de V(f) y IV(f) = (fred)-
Ademds, existe una correspondencia uno a uno entre las hipersuperficies irre-
ducibles y los polinomios irreducibles.

Demostracién: Se verifica siempre que

V() =V U UV,
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Basta ahora sustituir V(f;") = V(f;) para cada i. Ademds, (f;) es un ideal
primo, ya que f; es irreducible y k[X] DFU.

Por ser k algebraicamente cerrado, se tiene que V(f;) es irreducible. Ademads, si
i # j, (fi) # (f;), se tiene V(f;) # V(f;) v no existe relacién de inclusién entre
ellos. Por tanto, son las componentes irreducibles.

Por otra parte, se tiene que m = (fred). Luego, en el caso k algebraicamente
cerrado, ZV(f) = (fred)-

Ahora la correspondencia uno a uno es evidente, ya que una hipersuperficie es
V(f) con f no constante. |

Corolario 3.10 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal de k[X]. En-
tonces, V(I) es finito si y sélo sila dimensidn como k espacio vectorial de k[X]/1
es finita. Ademds,

V(1) < dimy(k[X]/1).

Demostracién: Supongamos que dimyg (k[X]/I) sea finita. Sean Py,..., P, €
V(I) puntos distintos.
Veamos que para cada ¢ = 1,...,r, existen polinomios f; € k[X] tales que

fi(P) =1y fi(P;) = 0sii# j. Construimos explicitamente f; y andlogamente
se tendra para los demas.

Por ser P, = (a11,...,61,) ¥ P2 = (a21,...,az2,) distintos, existe i, 1 <i < n
tal que a1; # ag;. Sea g = 75(11322 Se verifica que g2(P;) = 1y g2(P2) = 0.
Andlogamente, para cada j = 3,...,r se construye un polinomio g; tal que

g;i(P1) =1y g;j(P;) = 0. Basta ahora tomar, f; = gags ... gr-

Entonces, se tiene que f; + I = f, son polinomios linealmente independientes
sobre k, i = 1,...,r. En efecto, si 2;1 Nif; =0, con \; € k, el polinomio
Sy Aifi € I, luego 0 = (37_, Xifi)(Pj) = Aj, para todo j = 1,...,r. Por
tanto se tiene que $V(I) < dimy (k[X]/I).

Reciprocamente, supongamos V(I) finito. Observar que en general, k[X]/I estd
generado por los monomios X7 -+ X% + I, con o = (aq, ..., ) € N". Pro-
baremos que basta con un ntmero finito de éstos.

Si V(I) = (), como k es algebraicamente cerrado (3.3), I = (1) y k[X]/I = 0.
Luego se tendria el resultado trivialmente.

Si v(I) = {P,...,P.}, supongamos P; = (a;1,...,ain), ¢ = 1,...,r. Consi-
deramos el polinomio f; = II_,(X; — a;;) € k[X;] de grado r y ménico, para

cada j = 1,...,n. Por ser k algebraicamente cerrado y f;(P;) = 0 para cada
i =1,...,r, se tiene que f; € ZV(I) = V. Luego existen, s; € N, tal que
f;j € I, para cada j = 1,...,n. Tomando s el maximo de los s;, f; € I para

cada j. Por tanto, si Yj = X, + 1, se tiene que Y;S es combinacién lineal en k

de 1,Yj, . ,Y;s_l, para cada j = 1,...,n. Luego el conjunto
(X7 X0 | 0<a; <rs—1},

genera k[X]/I como k-espacio vectorial.
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Proposicién 3.11 Fijamos un orden monomial en k[X] y sea I un ideal de
k[X]. Entonces, {X*+1 | o & E(I)} es un base de k[X]/I como k-espacio
vectorial.

Demostracién: Supongamos fi,..., fr una base de Grobner de I. Dado
f € k[X], lo dividimos por la base anterior y obtenemos

fZQ1f1+"'+QTfr+ha

con h = Z%ZE(I) o X*. Como f+1I = h+1, tenemos probado que el conjunto
genera.
Para ver la independencia lineal, supongamos {aq,...,as} CN*— E(I) y

S
ZaiXa"EI, a; €k, 1=1,...,s.

i=1

Al tomar resto de la divisién por la base de Grobner obtenemos

(Zaixai)Rflw . 'afr - Zaixo‘i,
i=1

i=1

que debe ser 0 por estar el elemento en I. Como el resto es inico para una base
de Grobner (2.24), a; =0 paracadai=1,...,s.
|

Como corolario inmediato se tiene el siguiente criterio de finitud de un conjunto
algebraico.

Corolario 3.12 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal de k[X]. Fijado
un orden monomial en k[X], V(I) es finito si y sélo si N* — E(I) es finito.
FEquivalentemente, si G es una base de Grobner de I, entonces, para cada i,
1 <i<mn, existe m; >0 tal que X" es el exponente de algin g € G.

3.2 Resultado de Zariski

Para la demostracion del resultado de Zariski 3.1 necesitamos los siguientes
lemas.

Lema 3.13 Sik es un cuerpo y X una indeterminada, en k[X| existen infinitos
polinomzios irreducibles no asociados.

Demostracion: Supongamos que sélo existieran un numero finito de tales
polinomios, hi,...,hs. Entonces, el polinomio hsy; = hi...hs + 1 no seria
divisible por ningtin irreducible, lo que contradice que k[X] es DFU. |

Definicién 3.14 Sea A subanillo de un anillo B. Se dice que b € B es entero
sobre A si existen a; € A, 1 <i < m tales que

() O™ +arb™ -+ a, =0.

Es decir, b verifica un polinomio mdnico con coeficientes en A.
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Nota 3.15 A () la llamaremos una ecuacion de dependencia entera de b sobre
A.

Lema 3.16 Sea A subanillo de un anillo B, entonces
C={ae€B | «a esentero sobre A}
es un anillo. Ademds, A C C C B.

Demostracién: Que A C C' C B, se tiene pues cualquier elemento a € A
verifica el polinomio X — a.

Sean «,3 € C. Para probar que C es anillo, bastard ver que a« — 3 € C' y
que afp € C. Consideramos la A-dlgebra finitamente generada R = Ala, f].
Supongamos que

™ +a ™ M+ 4a, =0, a, €4, 1<i<m,

Bidb 4+ b =0, beA 1<i<l,

son ecuaciones de dependencia entera. Estas ecuaciones aseguran que los ele-
mentos de R son combinacién lineal en A de los elementos o!'37, 0 <i < m —1,
0 <j <l—1. Denotamos ¢; € R a éstos elementos, es decir

{e; | 1<i<r}y={a'f | 0<i<m—1, 0<j<Il—1}

Definimos el endomorfismo de grupos ¢ : R — R, ¢(v) = (a — 3)7. Se tendrd
que ¢(e;) = Z;=1 a;je;, donde a;; € A, 1 <4,5 <r.
Expresando matricialmente las relaciones anteriores obtenemos lo siguiente:

€1 0

Llamamos M a la matriz [(« — 8)I — (a;;)] y multiplicamos ambos miembros de
la igualdad anterior por la matriz adjunta de M traspuesta. Como se verifica
que adj(M)*M = det (M)I, tenemos:

€1 0
det (M| @ | =] :
e, 0

De esto se deduce que det (M )e; = 0, para todo i. En particular para el i tal que
e; = 1, con lo cual det (M) = 0. Pero det (M) nos proporciona un polinomio
monico con coeficientes en A que es verificado por o — (3. Por tanto @ — 3 es
entero sobre A.

Para probar af € C, se razona anilogamente con el endomorfismo de R consis-

tente en multiplicar por af.
|
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Lema 3.17 Sea A un DFU y sea K su cuerpo de fracciones. Si a € K es
entero sobre A, entonces a € A.

Demostraciéon: Sea a/b € K con m.c.d.(a,b) = 1 un elemento entero sobre
A. Entonces, a/b verifica una ecuacién de dependencia entera de la forma:

0= (%)m+a1 (%)m_l—i—...—kam,l (%)—kam a; €A i=1,...,m.

Multiplicando la ecuacién anterior por b, obtenemos lo siguiente:
0=a™+aba™ 4+ ...+ am_1b""ta+ a,b™.

Luego: —a™ =b(a1a™ ' + ...+ apm_1b""%a + a,b™ ).

Podemos considerar esta igualdad en A, con lo que b | ™. Por tanto, todos los
factores irreducibles de b lo son de a. Como m.c.d.(a,b) = 1, se verifica que b
debe ser unidad, lo cual prueba que a/b € A. |

Definicién 3.18 Sea A un dominio de integridad, y sea K = Q(A) su cuerpo
de fracciones. Se dice que A es integramente cerrado si a € K entero sobre A,
mmplica que o € A.

Nota 3.19 Sea k C K una extension de cuerpos y sea o € K :
1. Si « es algebraico sobre k, entonces kla] = k().
2. Sia no es algebraico, o sea, es trascendente sobre k, entonces kla] ~ k[X].

En efecto, el homomorfismo de anillos sobreyectivo ¢ : k[X]| — kla] tal que
»(X) = «, nos da el isomorfismo

k[X]/ker(p) ~ k[a].

Si « es algebraico, ker(p) = (f) donde f es el polinomio minimo de v que es
irreducible. Por tanto, el ideal (f) es mazimal y k[a] es un cuerpo.
Si « es trascendente, ker(y) = (0) y k[X] ~ k[a].

Proposicién 3.20 Sean k un cuerpo y L D k una k-dlgebra finitamente gene-

rada por ai,...,a, (i.e. L =Fkloaq,...,ar]). Si L es un cuerpo, entonces o; es
algebraico sobre k, para todoi=1,...,r.
Demostracién: Bastard probar que la extensién k& C L = kl[ag,..., .| es

algebraica. Lo haremos por induccién en r.
El caso r=1 es trivial, ya que si «; fuese transcendente sobre k, k[a;] serfa un
anillo de polinomios en una variable con lo cual no podria ser un cuerpo.

Supongamos, pues, el resultado cierto para r-1,y vedmoslo para el caso r. Como
L es cuerpo, debe verificarse k(ay) C L, por tanto L = k(aq)[ae, ..., a,] es un
cuerpo. Por hipétesis de induccidn, tenemos que «; es algebraico sobre k(ay),
para todo ¢ =2,...,7.
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Asi, la extension k(a;) C k(a)|as,...,a,] es algebraica. Luego basta probar
que a7 es algebraico sobre k por la transitividad de las extensiones algebraicas.
Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que «; es trascendente sobre
k. Se tendra por (3.19) que k[ay] ~ k[X] que es integramente cerrado (lema
3.17).

Por ser aw, ..., a, algebraicos sobre k(7). Se verificard

0=0o;"" +an™ "+ ...+ Gim;—104 + Qim,,

donde a;; € k(a), 1 < j < my, para cierto m; € N, 4 = 2,...,r. Tomamos un
denominador comin de todos los a;;. Es decir a € k[a1], tal que aa;; € ko]
para todo (4,7). Multiplicando la expresién anterior por a™:, obtenemos:

0= (ac;)™" + aap (aozi)mi*1 +o A a™ g, 1 (ac) + a™ ag, .

Luego, hemos obtenido una ecuacién de dependencia entera sobre k[a;] para
a;, 1 =2,...,71.

Dado z € L = k[aq, ..., ap],

z = E bga®t - adr,

deN”

donde d = (dy,...,d,) € N, y by € k es nulo salvo para un nimero finito de
elementos d. Tomando N € N suficientemente grande obtenemos

aVz = Z baa™ D (aas)® - - (ac )%, con N(d) € N.
deNr

Por tanto, a™ z serd entero sobre k[a;] por constituir los elementos enteros un

anillo (lema 3.16).

Como k(a;) C L, la propiedad anterior se verificard en particular para los
elementos de k(o). Asi, si z € k(a;) entonces a’¥z € k(1) es entero sobre
klay] para cierto N € N. Como Q(klau]) = k(a1) y k[ai] es integramente
cerrado, debe ser a’¥z € k[oy]. Basta tomar z = X con ¢ que no divida a a para
llegar a contradiccién. (Existe ¢ por el lema 3.13.) |

Como corolario inmediato se tiene el resultado de Zariski 3.1.
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4  Modulos sobre un anillo. Operaciones. Hom(M,N).
Este tema se corresponde con las 6 primeras secciones del capitulo 2 del libro

Atiyah, M.F., Macdonald, I.G., “Introduccién al Algebra conmutativa”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1989.
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5 Aplicaciones multilineales. Producto tenso-
rial de mdédulos. Algebras.

Este tema se corresponde con las 5 tltimas secciones del capitulo 2 del libro
Atiyah, M.F., Macdonald, 1.G., “Introduccién al Algebra conmutativa”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1989.
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6 Teorema de estructura de los médulos finita-
mente generados sobre un D.I.P.. Aplicacio-
nes: ecuaciones lineales con coeficientes ente-
ros, formas canénicas de Jordan

6.1 Teorema de estructura de los médulos finitamente ge-
nerados sobre un D.I.P.

El objetivo de este tema es probar el siguiente teorema.

Teorema 6.1 (Teorema de estructura de médulos finitamente generados sobre
un D.I.P.) Sea M un A-mddulo finitamente generado no nulo, A un dominio de
ideales principales. Entonces, existen unos ideales unicos a,, C Qp_1 C --- C
ap Cay C A, con a; # A, tales que

M~ Afay x -+ x Afap,.

Como M es un médulo finitamente generado, se puede expresar como cociente de
un mddulo libre A™ por un cierto submédulo M’. Empezaremos estudiando los
submoédulos de un A-médulo libre A™. Pero antes, veremos algunos resultados
matriciales.

6.1.1 Diagonalizacién de matrices con coeficientes en un D.I.P

Lema 6.2 Sea A un dominio de integridad. Sea @ una matriz n X n con coe-

ficientes en A. Entonces, Q es inversible si y solo si det(Q) es una unidad en
A.

Demostracién: Como A es dominio de integridad, podemos emplear las pro-
piedades de los determinantes en su cuerpo de fracciones K.

Si Q es inversible QQ 1 = I, luego det(QQ 1) = det(Q) det(Q 1) = det(I) = 1.
Por tanto, det(Q) es una unidad en A.

Reciprocamente, supongamos det(@) unidad de A. Entonces,

Q= (AdjQ)*

1
det(Q)

es una matriz con coeficientes en A.
[ |

Definicién 6.3 Si A es un dominio de integridad, consideramos las siguientes
matrices elementales:

1. Sib e A, T;;(b), i # j, es la matriz cuadrada que tiene en la diagonal
todos unos, y en el resto ceros salvo en el lugar (i,j) que aparece b.
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2. Seau € A una unidad, D;(u) es la matriz diagonal con todos sus elementos
no nulos unos, salvo en el lugar (i,i) que aparece u.

3. Sea Pyj, i # j, la matriz cuadrada en cuya diagonal aparecen todos unos

salvo en los lugares (i,1) y (j,7) que hay ceros, y en el resto ceros salvo
en los lugares (i,7) y (4,1) que aparecen unos.

Nota 6.4 Las matrices anteriores son todas inversibles y producen las siguien-
tes transformaciones elementales al multiplicarlas por una matriz Q arbitraria:

T;;(b)Q: a la fila i-ésima le suma la j-ésima multiplicada por b.
QTz] (
)

- D;(w)Q: la fila i-ésima la multiplica por u.

b): a la columna j-ésima le suma la i-ésima multiplicada por b.

- QD;(u): la columna i-ésima la multiplica por u.
- P;;Q: intercambia las filas i y j.
- QPF;;: intercambia las columnas i y j.

En el siguiente teorema, rg(Q) es el rango de () como matriz con elementos en
K cuerpo de fracciones de A.

Teorema 6.5 Sea A un dominio de ideales principales y sea (Q una matriz
m X n con coeficientes en A. Entonces existen unas matrices P y R de orden
m X m yn xn respectivamente, con coeficientes en A e inversibles (i.e. det(P)
y det(R) son unidades de A) tales que

a; 0 0 0 0

0 as 0 0 0

: 0 0 0

PQR = 0 0 ag 0 0

e}
o
e}
e}
e}
e}

donde ¢ =rg(Q) y ailaz|---|aq,a; € A —{0}.

Nota 6.6 La demostracion que damos nos permite obtener las matrices P y R
(no tnicas en general) como producto de ciertas matrices elementales. Concre-
tamente:

1. Si A es un dominio euclideo, basta con matrices del tipo: T;;(b), D;(u) y
P;; (6.3).
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2. Si A es un dominio de ideales principales que mo sea dominio euclideo,
ademds de los tipos anteriores, hay que anadir matrices cuadradas de la

forma
z s 0 0
y t 0 0
0 1 0 , donde ( zﬁ j ) es una matriz inversible .
: 0
0 00 1
Demostracion:

Ver
Jacobson, N., “Basic Algebra I”. Second edition. W. H. Freeman and Company,
New York, 1985.

|

Proposicién 6.7 En las condiciones del teorema 6.5, si denotamos por A; el
mdzimo comun divisor de los menores © X i no nulos de QQ, coni=1,...,q, se
tiene:

A;

a1 = Ay, i = 71—,
i1

1=2,...,q.

Demostracion: Ver
Jacobson, N., “Basic Algebra I”. Second edition. W. H. Freeman and Company,
New York, 1985. |

Definicién 6.8 Se llama forma normal candnica de Smith de la matriz Q a la
matriz PQR del teorema 6.5. (Estd definida univocamente salvo asociados de
los a;)

A los elementos no nulos de su diagonal se les llama factores invariantes de la
matriz Q. (Estdn definidos univocamente salvo asociados)

6.1.2 Submoddulos de un A-médulo libre

Sea A un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones.

Lema 6.9 Sean vy,...,v, € A™. FEntonces los v; son A-linealmente indepen-
dientes (en A™) si y sdlo si son K-linealmente independientes en K™.

Definicién 6.10 Dado un subconjunto cualquiera no vacio S C A™, definimos
el rango de S, que notaremos rg(S), como el nimero mdzimo de elementos de S
que sean A-linealmente independientes, que por el lema anterior, coincide con
el numero mdximo de elementos de S que sean K -linealmente independientes en
K™, o lo que es lo mismo, con dimg L (S), donde Lk (S) denota el subespacio
vectorial de K™ generado por S.
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Lema 6.11 1. 515 C A", entonces rg(S) < n.

2. SiM C A™ es un submddulo, entonces los elementos de L (M) son de la
forma a='m, cona € A,a#0yme M.

3. 8i S = A", entonces rg(A™) = n.

4. 8i My, My C A™ son dos submddulos tales que My N Ms = 0, entonces
rg(My @ Ms) = rg(My) + rg(Ms).

Nota 6.12 Un mddulo M finitamente generado sobre un anillo A es libre si
posee una base {mq,...,m,}, es decir, un sistema de generadores que es lineal-
mente independiente. Ademds, dos bases cualesquiera de M tienen el mismo
numero de elementos.

En lo que sigue A denotard un dominio de ideales principales y K su cuerpo de
fracciones.

Proposicion 6.13 Sea M un mddulo libre de rango n > 1 y sea M’ C M.
Entonces, M’ es libre y tiene una base de q < n elementos .

Demostracion: Ver
Jacobson, N., “Basic Algebra I”. Second edition. W. H. Freeman and Company,
New York, 1985. |

Ejemplo 6.14 El teorema anterior no es cierto si A no es un D.I.P.. En tal
caso existird un ideal I C A no principal, por lo que I no podrd tener una base
con un solo elemento. Tampoco podrd tener una base con dos o mds elementos,
pues dos elementos no nulos de un anillo siempre son linealmente dependientes.

Teorema 6.15 Sea M un mddulo libre de rango n > 1 y sea M' C M un

submddulo de rango q > 0. Entonces, existe una base {e1,...,e,} de M y unos
elementos a1, ...,aqa € A — {0} tales que:

1. {are1,azeq,...,aq4e4} es una base de M,

2. alaz|---aq.
Demostracién: Sea {fi,..., f,;} una base de M’ y sea {es,...,e,} una base

de M. Se tendra que
n
fi = Zaijej, con a;; € A,

j=1
para cada i =1,...,q. Sea @ = (a;;) matriz ¢ x n. Por el Teorema 6.5, existen
P y R inversibles tales que
ap 0 0 0 --- 0
as 0O 0 --- 0
PQR = .
: 0O 0 --- 0
0 O agZ 0 -+ 0
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Sean f/ = Y1 pi;fj, para cada l = 1,...,q, siendo P = (p;j). Se tiene que

fis---, fy es otra base de M’, por ser P inversible.
: -1 _ / . / n / . .
Si R = (rj;), sea ej = > . rej, para cada ¢ = 1,...,n. El conjunto
{e},... €} es otra base de M.
Basta ahora observar que f] = a;e}, paracadai=1,...,q.

6.1.3 Existencia

Corolario 6.16 Si E es un A-mddulo finitamente generado no nulo, entonces
existen unos ideales a,, C a1 C--- Cas Cay C A, conay # A, tales que:

E~(A/ay) x (A/ag) x -+ x (A/a,).

Demostracion: Como E es un médulo finitamente generado, se puede expre-
sar como cociente de un médulo libre A™ por un cierto submédulo M’. Apli-
cando el teorema anterior, si ninguno de los a; es unidad, basta tomar a; = Aa;,
t=1,....,qy a; =0 para ¢ < i < n. En caso contrario, procederiamos a
quedarnos sélo con los a; = Aa; tales que a; no sea unidad.

Definicién 6.17 Dado un A-mddulo M, diremos que un elemento v € M es
un elemento de torsion si existe un a € A,a # 0 tal que ax = 0.

Diremos que M es un médulo de torsién si todos sus elementos son elementos
de torsion.

Lema 6.18 Dado un A-mddulo M, el conjunto de sus elementos de torsion

Tor(M) es un submddulo de M.

Corolario 6.19 Todo A-mddulo finitamente generado es suma directa de su
mddulo de torsién Tor(M) y de un mddulo libre de rango finito, cuyo rango estd
determinado univocamente por M. En particular todo A-mddulo finitamente
generado sin torsion es libre.

Corolario 6.20 Dado un A-mddulo M finitamente generado existen un entero
d > 0, unos ideales primos p; C A no nulos y unos enteros s; > 1,i=1,...,r,
tales que:

M = (Afpy") x - x (Afpr) x A%

Ademds, el isomorfismo anterior establece otro isomorfismo:
Tor(M) ~ (A/p1') x -+ x (A/p7r).

Demostracién: Basta tener en cuenta que si a es un ideal propio de A, de
que A sea un DIP deducimos la existencia de unos ideales primos pi,...,pm y
unos enteros ey, ..., e, > 1 (todos ellos unicos) tales que

m
a=]]n"
i=1
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6.1.4 TUnicidad

Definicién 6.21 Sea p € A un primo y M un A-mddulo. Llamaremos p-
componente de M a

M, :={ye M| Py = 0 para algin k € N}.

Nota 6.22 M, C M es un submddulo. Ademds, si p1,...,pr Son primos dis-
tintos, es decir, no asociados,

Mp1 N (Mpz +eee Mm) = (0)

En efecto, siyr € Mp, N (Mp, +---+Mp,), y1 =y2+ -+ yr, cony; € M,,.
Ezisten k; e N, 1 <4 <7, tales que pfiyi =0. Asi, p'fl Y p§2 —phre Ann(yy).
Por la identidad de Bezout, 1 = m,c,d,(p’fl,pg2 ~-pFr)y € Ann(y1). Luego se
tiene que y; = 0.

Teorema 6.23 Sea M un A-mddulo de torsion finitamente generado. Enton-
ces, la p-componente de M es nula salvo para un niumero finito de primos p:
Diy...,pr. Ademds, M = M, &--- & M,p,.

Demostracién: Sean zy,...,xs, generadores de M. Sean pq, ..., p, todos los
primos que aparecen en la descomposicién factorial de los d;, Ann(x;) = (d;),
1 <i<s. Entonces, Az; C My, +---+ M,,. En efecto, si d; = p¥* ---pkr, por
ser 1 = m.c.d.(p’fl,pé€2 ---p¥) la identidad de Bezout asegura que existen « y
B € A, tales que 1 = oaplfl +,6’p§2 ---pkr. Entonces, x; = xiozplfl +x¢ﬂp§2 R
Al ser xiﬁp;” ephr € M, , bastara probar que :riaplfl € My, +---+ M, . Pero
esto sigue por induccién, ya que Ann(z;aptt) = (ph2 - pkr).

Se tiene entonces que M = M, + --- + M, . Ademads, por ser los primos p;
distintos, la suma es directa (Nota 6.22).

Si p es un primo distinto de los p;, M, C My, +--- + M, , luego (Nota 6.22)

Mp:Mpm(Mpl‘F""FMpT):O-
| |

Demostracion: La existencia estd probada en Corolario 6.16. Veamos la
unicidad. Supongamos

M~A/ay x - x Afay, ~ A/by X -+ x A/b,,

conty, Ctyp 1 C--CaaCa CA b Cb 1 C---CboCbyCA a1#Ay

by # A.
Sean s yt, 1 <s<m,1<t<r talesque =0, =a,_1 = =01 =
b,=b,_1=---=by_1, a; # 0, para todo i < s, b; # 0, para todo ¢ < t.
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Tendremos que
M~ Ajay x - x Afagx A5 ~ Afby x -+ x A/by x A"

Asi,
Tor(M) ~ Afay x -+ x Afag ~ AJby x -+ x A/by,

y M/Tor(M) ~ A™~% ~ A"t Por estar el rango de un médulo univocamente
determinado m — s =r —t. Luego, m =r <= s =1t.

Podemos reducirnos a probar el teorema en el caso en que M sea un moédulo de
torsién. En este caso, podemos considerar los ideales a; y b; de la forma (p©),
con p primo y e € N (Corolario 6.20).

Por tanto, fijando el primo p, la p-componente de M, M,, se obtendra tomando
la suma directa de todos los sumandos correspondientes a ideales de la forma
(p®). Esta debe coincidir en ambas descomposiciones. Por el teorema 6.23,
podemos reducirnos al caso en que M = M,,.

Supongamos entonces

M~ A/(p™) x - x A/(p™) ~ A/(p™) x - x A/(p™),

coner < <esy fi << fr
Tenemos que probar que s =ty e; = f; paratodoi=1,...,s. Sea k € N. Se
tiene que p*M = {p*z | x € M} es un submédulo. Se verifica:

p"M C - Ccp®M C pM C M.

Sea M) = pFM/pF+IM. M*) es un A-médulo y un A/(p)-médulo porque
Ann(M®)) = (p). Por ser (p) un ideal maximal de A, A = A/(p) es un cuerpo.

Asi, M(¥) es un A-espacio vectorial.
Si k> e, se tiene que p*M = 0. En otro caso,

PEM = pF A/ (prr) x - x PR A/ (p%),

siendo e; < k < ejy1.
El A-médulo p* M estd generado por

F = "+ (p®+),0,...,0)

Foor = (0,...,0,p" + (p*)).

Las clases de los F; generan M) como A-espacio vectorial. Para ver que
forman base, bastard ver que son no nulos. Si F; € p**'M = p(p*M), F;, =
ij;ll a;Fj, con aj € A. Por tanto, p* + (p©+i) = a;p**1 + (p®+i). Es decir,
p*(1 — a;p) € (p©+i). Como p no divide a 1 — a;p, tiene que ser k > e;1; lo que
es una contradiccién.

Es decir, la dimensién como espacio vectorial de M*) coincide con el nimero
de e; tales que k < e;. Andlogamente, serd el numero de f; tales que k < f;.
Tomando k < min(ey, f1), tendremos que dim(M®*)) = s = t.
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Si suponemos que e; # f1, y por ejemplo e; < f1, tomando k = e; < fi,
tendriamos que dim(M(k)) = s—1 = s, lo cual es imposible. Por tanto, e; = f;.
De forma anéloga se deduce que e; = f; para cada 1. |

Definicién 6.24 Los ideales a,, C a,,_1 C --- C as C a; se denominan facto-
res invariantes del mddulo M .

6.2 Aplicaciones
6.2.1 Formas canodnicas de Jordan

En lo que sigue k serd un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimension finita
d > 1. Dado un endomorfismo f : V — V., podemos definir una estructura de
k[X]-médulo sobre V' de la siguiente forma:

(Z a; X" vi= Z aifi(v)

para todo polinomio Y ;- a; X" € k[X] y todo v € V.

Lema 6.25 El k[X]-mddulo V anterior es f.g. y de torsion.

Demostracion: Es claro que todo sistema (finito) de generadores de V' como
espacio vectorial también es un sistema de generadores de V' como k[X]-médulo.
Para ver que V es un k[X]-mdédulo de torsién, tomemos un v € V' cualquiera y
consideremos la familia de elementos de V' siguiente:

v, f(v), 2 (v), F*(v),...

Como V es de dimensién finita, la familia anterior ha de ser linealmente depen-
diente, de donde deducimos la existencia de un polinomio no nulo p(X) € k[X]
tal que p(X) -v = 0. |

Consideremos una base B = {uy,...,uqs} de V (como k-espacio vectorial) y la
aplicacién k[X]-lineal 7 : k[X]¢ — V dada por:

d
T(p1,- .-, Pa) = Zpiui,
i=1
que es sobreyectiva.

Proposicién 6.26 En la situacién anterior, sea M = (a;j) la matriz de f

respecto de B, i.e. f(u;) = Z?Zl aiju;. Entonces las filas de la matriz

X — ail —ai12 . —Aa1q
—a21 X —az - —a24
XI—-M=
—Aad1 —aq2 e X — add
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forman un sistema de generadores (y de hecho una base) de ker 7.

Lema 6.27 Dado X € k, el k[X]-mddulo k[X]/((X — N)"™) admite una base
como k-espacio vectorial B = {ei,...,en} tal que

X-etr=MXej+eg,....,X ep_1=Xep_1+en, X e, =Aey,

o lo que es lo mismo, la forma matricial de la multiplicacion por X respecto de
la base B es

A1 0 ... 00
0O A1 ... 00
00 A ... 00
0 00 ... X1
0 00 ... 0 X

Nota 6.28 El teorema de estructura del k[X]-mddulo V (k[X] es un D.I.P.)
(teoremas 6.15, 6.5, corolario 6.20) junto con la proposicidn 6.26 y el lema
6.27 nos permiten dar una nueva prueba del Teorema de Jordan en el caso de
que k sea algebraicamente cerrado, o si se quiere, en el caso en que todos los
autovalores de f estén en k. Es mds, el teorema 6.5 nos proporciona un método
de cdlculo de la forma de Jordan.

En el caso k = R también podemos obtener una prueba de la existencia de la
forma candnica real, asi como un método de cdlculo.

6.2.2 Ecuaciones lineales con coeficientes enteros

Sea A un dominio de ideales principales. (En particular, para A = Z)

Teorema 6.29 La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de
ecuaciones lineales con coeficientes en A tenga solucion, es que el rango de
la matriz ampliada coincida con el rango de la matriz de los coeficientes, y el
mdzimo comun divisor de los menores no nulos de orden igual al rango coincida
en ambas.

Nota 6.30 FEl cdlculo de matrices P y R asociadas a la matriz Q) del sistema
(Nota 6.6) nos proporciona un método para resolver el sistema. Sea

1121 + -+ GmTm = C1

an1T1 + -+ AT = Cn

el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en A. En el caso A = 7 se
llaman ecuaciones lineales diofdnticas.

Matricialmente escribiremos Qx* = c'. Sean P y R tales que PQR = D forma
normal de Smith de Q.

El sistema diagonal Dyt = Pct tiene solucidén si y sélo si la tiene el de partida.
En este caso, las soluciones del de partida serdn x' = Ry?.
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Nota 6.31 Si el sistema es homogéneo siempre existe solucion. Ademds, el
conjunto de soluciones es un submddulo M C A™. Si ag € A™ es una solucion
particular del sistema, entonces

ar+M={as+a | o€ M},
es el conjunto de soluciones del sistema.

Ejemplo 6.32 No es cierto en general que al tomar vectores de A™ que formen
una base como K -espacio vectorial del conjunto de soluciones en K™ del sistema
homogéneo, obtengamos un sistema generador de M.

Tomando x1 — x9 = 0, una base de soluciones en Q? seria (3,3) que no genera
M = {((1,1)) C Z2.

Otro ejemplo, ©1 + 4xo — 2x3 = 0 para el que

M = {(—4,1,0),(2,0,1)) C Z3,

yaquesiQ=(14 =2), PQR=(1 0 0)paraP =(1)yR=

1 -4 2
0 10
0 0 1

Se tiene que el conjunto
{<_4a 1) 0)7 (Oa la 2)} C M
es base de soluciones en Q3. Sin embargo,

M 7£ N - <(743130)7(07132)>7

4 0 1 00 ont
1)e (g 1 o ) mentras

)

pues la forma normal de Smith de

la d -4 1 0 1 0 0
que la de 01200 2 0

O =
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