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1 Anillos e ideales. Operaciones. Divisibilidad
y factorización.

1.1 Anillos e ideales. Operaciones.

Esta parte se corresponde con el caṕıtulo 1 del libro
Atiyah, M.F., Macdonald, I.G., “Introducción al Álgebra conmutativa”. Ed.

Reverté, Barcelona, 1989.

1.2 Divisibilidad

Definición 1.1 Sea A un dominio de integridad.

1. Sean a, b ∈ A, con a 6= 0. Se dirá que a divide a b, o que a es un divisor
de b si existe c ∈ A tal que b = ac. Este elemento c es único por ser A un
dominio de integridad, y se le designará por b/a. También se dirá, en este
caso, que b es divisible por a. Se escribirá a|b para designar esta relación.
Es evidente que una unidad divide a cualquier otro elemento de A.

2. Se dirá que a y b, con a, b 6= 0, son asociados si a|b y b|a. En este caso se
puede escribir b = ac y a = bc′, luego a = acc′, de donde a(1− cc′) = 0, y
aśı cc′ = 1. De aqúı se ve ya fácilmente que a, b son asociados si y sólo si
uno de ellos es igual al otro multiplicado por una unidad.

3. Sean a, b ∈ A distintos de cero. Un máximo común divisor de a y b es un
elemento d ∈ A que verifica:

(a) d|a y d|b.
(b) Si d′ ∈ A es tal que d′|a y d′|b, entonces d′|d.

De lo anterior se deduce que, si d, d′ son dos máximos comunes divisores
de a, b, entonces d|d′ y d′|d, luego son asociados. Aśı pues, el máximo
común divisor de a, b está uńıvocamente determinado, salvo producto por
unidades, y se escribe m. c. d.(a, b).

4. Sean a, b ∈ A, distintos de cero. Un mı́nimo común múltiplo de a y b es
un elemento m ∈ A que verifica:

(a) a|m y b|m.

(b) Si m′ ∈ A es tal que a|m′ y b|m′, entonces m|m′.

De lo anterior se deduce que, si m, m′ son dos mı́nimos comunes múltiplos
de a, b, entonces m|m′ y m′|m, luego son asociados. Aśı pues, el mı́nimo
común múltiplo de a, b está uńıvocamente determinado, salvo producto por
unidades, y se escribe m.c.m.(a, b).
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5. Un elemento p ∈ A se llama irreducible si es una no unidad distinta de
cero, divisible únicamente por sus asociados y por las unidades.

6. Un elemento p ∈ A se llama primo si p|(ab) ⇒ p|a ó p|b.

Proposición 1.2 Todo elemento primo de un dominio de integridad es irredu-
cible.

Ejemplo 1.3 El rećıproco de la proposición anterior no es cierto. Si conside-
ramos el domino de integridad

A = Z[
√−3] = {a + b

√−3 | a, b ∈ Z} ⊂ C,

se tiene la igualdad 2 · 2 = (1 +
√−3) · (1−√−3) y 2 ∈ A es irreducible pero no

divide a 1 +
√−3 (los detalles se verán más adelante).

Nota 1.4 1. Sea d = m. c.d.(a, b) y escribamos a′ = a/d, b′ = b/d; entonces

m. c. d.(a′, b′) = 1.

En efecto, supongamos que existiese una no unidad e ∈ A, distinta de cero,
tal que e|a′ y e|b′. Entonces (ed)|a y (ed)|b, luego (ed)|d, lo que implicaŕıa
que ed, d son asociados. Esto no es posible, pues e no es una unidad.

2. Nótese que, hasta ahora, no hemos afirmado nada sobre la existencia del
máximo común divisor de dos elementos. Nos hemos limitado a dar pro-
piedades de él, caso de que exista.

Ejemplo 1.5 En Z sabemos que existe el máximo común divisor y el mı́nimo
común múltiplo de cualquier par de enteros no nulos.

Definición 1.6 Un dominio de factorización única (DFU) es un dominio de
integridad A que verifica las siguientes condiciones:

(DFU1) Toda no unidad distinta de cero es producto finito de factores irredu-
cibles.

(DFU2) La descomposición anterior es única salvo orden y producto por unida-
des. Se llama la descomposición factorial del elemento en cuestión.

Ejemplo 1.7 Z es un dominio de factorización única.

Proposición 1.8 Sea A un dominio de integridad que satisface la condición
(DFU1). Entonces A satisface (DFU2) si y sólo si satisface la siguiente:

(DFU3) Todo elemento irreducible de A es primo ( esta propiedad se la conoce
con el nombre de teorema de Euclides, por analoǵıa con el caso de los
números enteros).
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Demostración: Supongamos que A satisface (DFU2), y sea p irreducible
que divide a ab, ab = pq. Supongamos que p no divide a a. Sean

a = p1 · · · ps , b = q1 · · · qt , q = r1 · · · ru

las descomposiciones factoriales de a, b, q. Como

(p1 · · · ps)(q1 · · · qt) = pr1 · · · ru,

la unicidad indica que p (o un asociado) tiene que figurar entre los elementos
irreducibles del miembro de la izquierda de la anterior igualdad. Como no puede
figurar entre los pi, porque no divide a a, debe figurar entre los qj . Aśı p|b, lo
que prueba (DFU3).

Rećıprocamente, supongamos que A verifica (DFU3), y sean

a = p1 · · · ps = q1 · · · qt

dos descomposiciones de a en producto de irreducibles. Por (DFU3), p1 (o un
asociado suyo) debe coincidir con un qi, digamos q1. Cancelando ambos en la
igualdad anterior, se tiene la igualdad

p2 · · · ps = uq2 · · · qt, con u unidad,

con la que se procede como antes, y aśı sucesivamente. Esto prueba (DFU2). ¥

Corolario 1.9 Sea A un dominio de factorización única; cualquier par de ele-
mentos a, b ∈ A distintos de cero tienen un máximo común divisor d ∈ A.

Demostración: Considerando las descomposiciones factoriales de a, b bas-
ta tomar como d el producto de todos los factores irreducibles comunes a las
dos. En efecto, sean

a = (p1 · · · pr)(p′1 · · · p′s) , b = (p1 · · · pr)(q′1 · · · q′t)

las descomposiciones factoriales, donde

{p′1, . . . , p′s} ∩ {q′1, . . . , q′t} = ∅,

y sea d = p1 · · · pr. Claramente d|a y d|b. Sea d′ ∈ A tal que d′|a y d′|b. Si p es
un elemento irreducible que divide a d′, entonces p (o un asociado) debe coincidir
con un pi, digamos p1. De aqúı se deduce que (d′/p1)|(a/p1) y (d′/p1)|(b/p1).
Repitiendo el razonamiento cuantas veces sea necesario se deduce que d′|d. Esto
prueba el corolario. ¥

Definición 1.10 Sean a, b ∈ A; entonces m. c. d.(a, b) = 1 si y sólo si ningún
elemento irreducible divide a ambos. En este caso se dice que a, b son primos
entre śı.
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Corolario 1.11 Sean a, b, c ∈ A tales que c|(ab) y a, c son primos entre śı.
Entonces c divide a b.

La demostración se hace al estilo de la del corolario 1.9, considerando suce-
sivamente divisores irreducibles de c y viendo que dividen a b.

Corolario 1.12 Sea A un dominio de factorización única, a, b ∈ A distintos
de cero, d = m. c. d.(a, b). Entonces a, b tienen un mı́nimo común múltiplo, que
es m = ab/d.

1.3 Dominios eucĺıdeos.

En este punto ya hemos utilizado propiedades elementales de la división eucĺıdea
en Z:“Dados D, d ∈ Z, d 6= 0, existen unos únicos c, r ∈ Z (cociente y resto)
tales que: D = dc + r y 0 ≤ r < |d|”.

De una manera análoga en k[X], anillo de polinomios en la variable X sobre
un cuerpo k, hay una división eucĺıdea de polinomios: “Dados D(X), d(X) ∈
k[X], d 6= 0, existen unos únicos c(X), r(X) ∈ k[X] (cociente y resto) tales que:
D(X) = d(X)c(X) + r(X) y r = 0 ó bien gr(r) < gr(d)”. La demostración
informal de lo anterior se conoce desde la secundaria. Una demostración formal
se puede hacer por inducción en n = gr(D)− gr(d).

Vamos a definir los dominios eucĺıdeos como los anillos en donde se da una
propiedad análoga a las anteriores.

Definición 1.13 Sea A un dominio de integridad. Diremos que A es un domi-
nio eucĺıdeo si existe una aplicación δ : A \ {0} → N tal que:

1. Si a, b ∈ A \ {0} y a|b, entonces δ(a) ≤ δ(b).

2. (División entera con resto respecto de δ) Dados D, d ∈ A, d 6= 0, existen
c, r ∈ A tales que: D = dc + r y δ(r) < δ(d) si r 6= 0.

Por el comentario anterior es obvio que Z y k[X] son dominios eucĺıdeos,
para δ(a) = |a| en el primer caso, y δ(f) = gr(f) en el segundo.

En la segunda propiedad de la definición no se exige que el “cociente” c y el
“resto” r sean únicos. De hecho después veremos ejemplos en los que no se da
esta unicidad.

Proposición 1.14 Sea (A, δ) un dominio eucĺıdeo.

1. Si u es una unidad de A, δ(u) es el valor mı́nimo de δ.

2. Si a, b ∈ A \ {0} son asociados, entonces δ(a) = δ(b).

3. Si a, b ∈ A \ {0}, a|b y δ(a) = δ(b), entonces a y b son asociados.

4. Un elemento a ∈ A \ {0} es una unidad, si y sólo si δ(a) = δ(1).
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Demostración: La primera afirmación es consecuencia inmediata de que
una unidad divide a todo elemento, y de la primera condición de dominio eu-
cĺıdeo. La segunda afirmación es trivial. Para la tercera afirmación, dividimos
a por b: a = cb + r. Si r 6= 0, entonces δ(r) < δ(b). Como a|b, existe a′ ∈ A
tal que b = a′a. Por tanto r = a − cb = (1 − ca′)a, por lo que δ(a) ≤ δ(r),
que contradice la hipótesis. Por ello r = 0, y b|a como queŕıamos. La última
afirmación es consecuencia fácil de las anteriores. ¥

Un ejemplo de dominios es A = Z[
√

m] ⊂ C, con m entero libre de cuadrados.
En ellos podemos definir una aplicación “norma”, que verifica siempre la primera
condición de dominio eucĺıdeo, y en algunos casos también la segunda:

N : A → N, con N(a + b
√

m) = |(a + b
√

m)(a− b
√

m)| = |a2 −mb2|.

Proposición 1.15 N verifica las siguientes propiedades:

1. N(xy) = N(x)N(y) para todo x, y ∈ Z[
√

m].

2. Si u ∈ Z[
√

m], N(u) = 1 si y sólo si u es una unidad.

3. Si x, y ∈ Z[
√

m], x|y y N(x) = N(y), si y sólo si x e y son asociados.

4. Si x ∈ Z[
√

m] y N(x) es un número primo, entonces x es irreducible.

La demostración es un fácil ejercicio.

Nota 1.16 1. Con las propiedades anteriores, es un ejercicio elemental pro-
bar que Z[

√−3] no es DFU, puesto que 2 es un elemento irreducible, pero
no primo, ya que divide a 4 = (1 +

√−3)(1 − √−3), pero no divide a
ningún factor.

2. El caso m = −1 es el del anillo de los enteros de Gauss, Z[i], que es
dominio eucĺıdeo, cuando definimos una división entera en él.

Sean x, y ∈ Z[i], b 6= 0. Entonces el cociente complejo de x y y es u +
vi ∈ C, con u, v ∈ Q. Sean m, n ∈ Z unas aproximaciones enteras que
redondean u, v, es decir tales que

|m− u| ≤ 1
2

y |n− v| ≤ 1
2
.

Entonces r = x− (m + ni)y ∈ Z[i]. Por la elección anterior, se tiene que
r = y[(u−m) + i(v − n)], por lo que N(r) ≤ 1

2N(y) < N(y). Se tiene aśı
que

x = (m + ni)y + r, con N(r) < N(y),

por lo que Z[i] queda dotado de estructura de dominio eucĺıdeo, con la
norma N como aplicación δ.

3. De un modo análogo se podŕıa dotar a Z[
√

2] de una estructura de dominio
eucĺıdeo.
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Definición 1.17 Un dominio A se dice de ideales principales, (DIP), cuando
todos sus ideales lo son.

El resultado siguiente nos da una gran cantidad de ejemplos.

Proposición 1.18 Todo dominio eucĺıdeo es un dominio de ideales principales.

Demostración: Sea (A, δ) un dominio eucĺıdeo, e I un ideal no nulo de A.
Sea a ∈ I \{0} un elemento con δ(a) mı́nimo. Vamos a probar que I = (a). Una
inclusión es clara. Rećıprocamente, sea b ∈ I, que dividimos por a, obteniendo
b = ca+r. Si r no es cero, como está en I y δ(r) < δ(a), llegamos a contradicción
con la elección de a. Por tanto r = 0, y se tiene lo deseado. ¥

No es cierto el rećıproco. Hay dominios de ideales principales que no son
eucĺıdeos, como Z[ 1+

√−19
2 ], pero esta comprobación es bastante dif́ıcil.

Z[X], con X una variable, es un ejemplo de un dominio que no es DIP. Para
ello verif́ıquese que (2, X) no es un ideal principal en Z[X].

1.4 Factorización.

El resultado fundamental de esta sección es el siguiente:

Teorema 1.19 Todo DIP es un DFU.

Definición 1.20 Se dice que un anillo A verifica la condición de cadena as-
cendente para ideales (o, brevemente, la CCA) si toda cadena estrictamente
creciente de ideales de A

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . .

es finita. Equivalentemente, toda cadena ascendente infinita de ideales

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . .

es estacionaria, es decir, existe un entero n > 0 tal que Ij = In, para todo
j ≥ n.

Proposición 1.21 Sea A un DIP; entonces verifica la CCA.

Demostración: Sea
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . .

una cadena ascendente de ideales, y sea

I =
⋃

j≥1

Ij

la unión de todos ellos; entonces I es un ideal. En efecto, sean a, b ∈ I, digamos
a ∈ Ij y b ∈ Ik. Si, por ejemplo, k ≥ j, entonces a, b ∈ Ik, luego a− b ∈ Ik ⊆ I.
Si a ∈ I, digamos a ∈ Ij , y x ∈ A, entonces ax ∈ Ij ⊆ I. Ahora bien, el ideal
I es principal; escribamos I = Ad. Entonces d ∈ In para un cierto n, luego
In = I. Aśı, para todo j ≥ n es Ij = I = In. Esto prueba la proposición. ¥
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Proposición 1.22 Sea A un DIP; entonces A verifica la condición (DFU1).

Demostración: Sea a una no unidad distinta de cero. Tenemos que probar
que a se descompone en producto finito de elementos irreducibles. Si a es
irreducible, no hay nada que probar. Si a no es irreducible, se puede escribir
a = bc donde b y c no son asociados de a, ni unidades. Aśı Aa ⊂ Ab y Aa ⊂ Ac.
Repitiendo el razonamiento con b, por ejemplo, y aśı sucesivamente, la CCA
implica que este proceso es finito, lo que nos lleva a que a debe tener un divisor
irreducible p1. Entonces

Aa ⊂ A
a

p1
.

Si a1 = a/p1 es irreducible, entonces a = a1p1 es una descomposición factorial
de a, y nuestra demostración habrá concluido. Supongamos que a1 no es irre-
ducible. Aplicando a a1 = a/p1 el mismo razonamiento, llegamos a la existencia
de un divisor irreducible p2 de a1, y a una terna

Aa ⊂ Aa1 ⊂ Aa2,

con a1 = p2a2. Por CCA, este proceso debe tener un fin, es decir, debe existir
un entero positivo n tal que a/(p1 · · · pn−1) = pn sea irreducible. Aśı a =
p1 · · · pn−1pn, lo que prueba la proposición. ¥

Proposición 1.23 (Identidad de Bezout) Sea A un DIP, y sean a, b ∈ A dos
elementos no nulos. Entonces existe un elemento d = αa + βb con α, β ∈ A, tal
que d = mcd(a, b).

Demostración: Sea (a, b) el ideal engendrado por a, b; entonces existe
d ∈ A tal que (a, b) = Ad. Como Aa ⊆ Ad y Ab ⊆ Ad, es d|a y d|b. El hecho de
que d = mcd(a, b) viene, ahora, de que d es de la forma d = αa + βb. ¥

La demostración del teorema 1.19 termina con la siguiente

Proposición 1.24 Sea A un DIP; entonces A verifica (DFU3).

Demostración: Sea p ∈ A, irreducible, con p|ab, y supongamos que p no
divide a a. Entonces 1 = mcd(a, p) y, por la proposición anterior, 1 = αa + βp.
Aśı, b = αab + βbp, de donde se deduce que p|b. Esto prueba la proposición. ¥

Nota 1.25 En el caso de un dominio eucĺıdeo A, se puede generalizar el algo-
ritmo de Euclides para Z, de cálculo del máximo común divisor de dos elementos
a, b ∈ A \ {0}:

Se construye la sucesión r0, r1, r2, . . . , rn, poniendo r0 = a, r1 = b, y para
cada j ≥ 2, rj es el resto de dividir rj−2 por rj−1. El proceso acaba alcanzando
el cero en cierto rn. Entonces rn−1 = mcd(a, b). La validez del algoritmo se
basa en dos cuestiones. Por una parte mcd(ri, ri+1) = mcd(ri+1, ri+2), para
cada i = 0, . . . , n − 3, y por otra que el algoritmo debe acabar puesto que δ va
decreciendo en la sucesión creada.

8



Hay un procedimiento simple de construir un DFU: si A es un DFU, también
lo es A[X] . Se basa en el lema de Gauss que los alumnos conocen sólo en el caso
de polinomios con coeficientes enteros. Generalizamos los resultados necesarios
para demostrar el teorema.

Se considera A un dominio de factorización única.

Definición 1.26 Si f(X) ∈ A[X] es un polinomio no nulo, llamamos conte-
nido de f(X) a un máximo común divisor de los coeficientes de f(X), y lo
notaremos por c(f(X)).

Decimos que el polinomio es primitivo si c(f) = 1.

Lema 1.27 (Lema de Gauss) Sea A un dominio de factorización única y f(X),
g(X) polinomios no nulos de A[X]. Entonces,

c(f(X)g(X)) = c(f(X))c(g(X)).

En particular, si f(X) y g(X) son primitivos entonces el producto f(X)g(X)
es primitivo.

Demostración: Análoga al caso A = Z. ¥

Lema 1.28 Se considera A un dominio de factorización única con cuerpo de
fracciones K. Si f(X) ∈ K[X] es un polinomio no nulo, entonces f(X) =
αf1(X) con α ∈ K y f1(X) un elemento primitivo de A[X]. Esta factorización
es única salvo producto por una unidad de A.

Demostración: Análoga al caso A = Z. ¥

Lema 1.29 Sea A un dominio de factorización única con cuerpo de cocientes
K y f(X) ∈ A[X]. Son equivalentes:

1. f(X) tiene grado positivo y es irreducible en A[X].

2. c(f(X)) = 1 y f(X) es irreducible en K[X].

Demostración: Análoga al caso A = Z. ¥

Teorema 1.30 Si A es un dominio de factorización única, entonces A[X] es
un dominio de factorización única.

Demostración: Sea K el cuerpo de cocientes de A y tomemos f(X) ∈ A[X]
no nulo. Si tiene grado cero, es un elemento de A, y su factorización es única.
Podemos suponer que f(X) es de grado positivo.

Como K[X] es un dominio eucĺıdeo, es un dominio de factorización única,
por lo que existen p1(X), . . . , pr(X) polinomios irreducibles en K[X] tales que

f(X) = p1(X) . . . pr(X).
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Existen entonces αi ∈ K tales que pi(X) = αiqi(X), qi(X) ∈ A[X] polinomio
primitivo para cada i = 1, . . . , r. Además, qi(X) es irreducible en K[X] por
serlo pi(X), para todo i = 1, . . . , r.

Sea α = α1 . . . αr = a
b , a, b ∈ A.

Se tiene entonces, bf(X) = aq1(X) . . . qr(X). Por el lema de Gauss,

c(bf(X)) = b(c(f(X))) = a.

Aśı b divide a a y c(f(X)) = α ∈ A.
Por ser A dominio de factorización única, α = d1 . . . ds con di ∈ A elementos

irreducibles en A, y por tanto en A[X]. Obtenemos

f(X) = d1 · · · dsq1(X) · · · qr(X),

una factorización en irreducibles en A[X] porque qi(X) es irreducible en A[X]
por ser primitivo e irreducible en K[X] (lema previo).

Veamos la unicidad de la descomposición.
Supongamos que tenemos otra factorización

f(X) = b1 · · · btq
′
1(X) · · · q′k(X),

donde q′i(X) ∈ A[X] es de grado positivo e irreducible, y bi irreducible en A.
Por el lema previo, se tiene que q′i(X) es primitivo e irreducible en K[X].

Esto proporciona una factorización en irreducibles en K[X] , de donde r = k
y los qi(X) y q′i(X) son asociados en A[X] (reordenando si fuera necesario), para
cada i = 1, . . . , r. Es decir, qi(X) = βi

γi
q′i(X), con βi, γi ∈ A, γi 6= 0, para todo

i = 1, . . . , r. Tomando contenidos en

γiqi(X) = βiq
′
i(X),

se llega, por ser qi(X) y q′i(X) primitivos, a γi = uiβi con ui ∈ A unidad, para
todo i = 1, . . . , r.

Se tiene entonces
d1 . . . ds = ub1 . . . bt

con u ∈ A unidad en A. Por el lema de Gauss, éstas son dos descomposiciones
factoriales del contenido de f , y por tanto s = t y los di y bi son asociados en
A.

¥
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2 Conjuntos algebraicos afines y sistemas de ecua-
ciones polinómicas. Anillos noetherianos. Cálculos
en los anillos de polinomios: bases de Gröbner

2.1 Conjuntos algebraicos afines y sistemas de ecuaciones
polinómicas. Anillos noetherianos.

Esta parte se corresponde con el caṕıtulo 1, secciones 2,3,4 y 5 del libro
Fulton, W., “Curvas algebraicas : introducción a la geometŕıa algebraica”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1971.

2.2 Cálculos en los anillos de polinomios: bases de Gröbner
1

Definición 2.1 Diremos que una relación de orden ≤ en Nn es un orden mo-
nomial si verifica:

(1) Es un orden total.
(2) Para todo α, β ∈ Nn tales que α < β, y para todo γ ∈ Nn, α + γ < β + γ.

A esta propiedad la llamaremos ser estable para la suma.
(3) Es un buen orden, es decir, todo subconjunto no vaćıo tiene un primer

elemento.

Nota 2.2 Para cualquier orden monomial, 0 = (0, . . . , 0) es el primer elemento
de Nn. En efecto, si el primer elemento fuera α 6= 0, se tendŕıa 0 > α, y el ser
estable para la suma aseguraŕıa que

α > 2α > 3α > . . .

seŕıa una cadena infinita, en contra de ser un buen orden.

Ejemplo 2.3 (1) En N, el orden usual ≤ es monomial. Si n ≥ 2, en Nn se
considera el orden natural ≤: α = (α1, . . . , αn) ≤ β = (β1, . . . , βn) si αi ≤ βi,
para todo i = 1, . . . , n. Este orden no es total, y por tanto, no es monomial.
Para referirnos a él, lo llamaremos orden parcial natural en Nn.

(2) (Orden lexicográfico).

1Estas notas han sido elaboradas con la colaboración de Sara Arias de Reyna, Alumna
Interna del Departamento de Álgebra (curso 2002-03).
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Sea n ≥ 1, y sean α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn). Entonces se define
el orden lexicográfico del siguiente modo: α >lex β si y sólo si la primera
componente por la izquierda no nula de α− β es positiva.

(3) (Orden graduado lexicográfico).
Sea n ≥ 1, y sean α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn). Se define la norma o
longitud de α como |α| = ∑n

i=1 αi.
Entonces el orden lexicográfico graduado se define del siguiente modo:

α >grlex β ↔



|α| > |β|
ó
|α| = |β| y α >lex β

(4) (Otros órdenes monomiales).
Sea n ≥ 1, y sean α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn). Sean w1, . . . , wn ∈ R+, y
definamos L(α) =

∑n
i=1 wiαi.

Entonces el podemos definir un orden monomial ≺ del siguiente modo:

α Â β ↔




L(α) > L(β)
ó
L(α) = L(β) y α >lex β

Nota 2.4 Cualquier orden monomial refina el orden parcial natural. En efecto,
sean α, β ∈ Nn donde β = α + γ con γ ∈ Nn − {0}. Si respecto a un orden
monomial α > β, por ser estable para la suma, β = α+ γ > β + γ, en contra de

0 < γ =⇒ β < γ + β.

Por tanto, α < β.

Definición 2.5 Sea f ∈ k[X] = k[X1, . . . , Xn]. El monomio Xα1
1 · · ·Xαn

1

se representará como Xα, donde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Se tendrá, f =∑
α∈J aαXα, donde aα ∈ k, J ⊂ Nn es un subconjunto finito. El soporte de f

es el conjunto

sop(f) = {α ∈ Nn | aα 6= 0}.

Definición 2.6 Sea ≺ un orden monomial, y sea f =
∑

α∈sop(f) aαXα ∈ k[X]
no nulo, donde aα ∈ k.

(1) Se define el exponente o multigrado de f para ≺, y se denota exp≺(f),
como

exp≺(f) := max sop(f),

donde se toma máximo respecto de ≺.
(2) Se define el coeficiente ĺıder de f con respecto a ≺ como

CL≺(f) := aexp≺(f).
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Proposición 2.7 (1) Sean f, g 6= 0. Entonces,

exp≺(f · g) = exp≺(f) + exp≺(g).

(2) Sean f, g 6= 0 tales que f + g 6= 0. Entonces,

exp≺(f + g) ≤ max(exp≺(f), exp≺(g)).

Si además exp≺(f) 6= exp≺(g), entonces se tiene la igualdad.

Demostración: Denotemos α0 = exp≺(f) y β0 = exp≺(g).
(1) Veamos que

α0 + β0 > α + β

para cualesquiera α ∈ sop(f), β ∈ sop(g) con α 6= α0 ó β 6= β0.
Si α ∈ sop(f) y α 6= α0, tenemos que α < α0. Por ser ≺ estable para la suma,
α + β < α0 + β para todo β ∈ Nn. Por tanto,

α + β < α0 + β ≤ α0 + β0,

para cualesquiera β ∈ sop(g). Análogamente se tiene el resultado en el otro
caso.
De esta forma tenemos garantizado que en f · g aparece el monomio Xα0+β0 ya
que no puede cancelarse con ningún otro, y que es el mayor de todos los que
aparecen. Por tanto, exp≺(f · g) = α0 + β0.

(2) Podemos suponer que α0 = max(α0, β0). Sólo en el caso, α0 = β0 y
CL≺(f) + CL≺(g) = 0 se tendrá exp≺(f + g) < α0. En los demás casos se da la
igualdad.

¥

Teorema 2.8 (Teorema de división de Hironaka) Consideremos un orden mo-
nomial ≺. Sean f1, . . . , fr ∈ k[X1, . . . , Xn] = k[X] polinomios no nulos. Enton-
ces, para cada f ∈ k[X] existen q1, . . . , qr, h ∈ k[X] tales que

f = q1f1 + · · ·+ qrfr + h,

y de modo que se verifica

sop(h) ⊂ Nn \
r⋃

i=1

(exp≺(fi) + Nn).

Es decir, o bien h = 0 o, en caso contrario, ningún monomio puede dividirse
por ninguno de los Xexp≺(fi), i = 1, . . . , r.
Además, si f 6= 0 y qifi 6= 0, entonces exp≺(f) ≥ exp≺(qifi).

Demostración:
Si f = 0 basta tomar todos nulos. Si f 6= 0 sean exp≺(f) = α y CL≺(f) = a.
Denotemos también, exp≺(fi) = αi y CL≺(fi) = ai.
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Pueden darse dos casos:
Caso A: Si Xα no es divisible por ningún Xαi , consideramos g = f − aXα.
Caso B: Si existe i, 1 ≤ i ≤ r tal que Xαi |Xα, fijamos un i y consideramos
g = f − a

ai
Xα−αifi.

Si g = 0:
En el caso A, basta tomar qj = 0 para cada j, y h = aXα.
En el caso B, basta tomar qj = 0 para cada j 6= i, qi = a

ai
Xα−αi y h = 0. Notar

(2.7) que exp≺(f) = exp≺(qifi).
Si g 6= 0, tendremos que exp≺(g) < exp≺(f). Por ser ≺ buen orden, podemos
probar el resultado por inducción.
Si α = 0 (primer elemento para el orden monomial) el resultado se tiene pues,
en este caso, f seŕıa una constante y g = 0.
Supongamos entonces el resultado cierto para todo g′ ∈ k[X] con exp≺(g′) <
exp≺(f). Se tendrá entonces que si g 6= 0, existen q′i ∈ k[X] y h′ ∈ k[X] tales
que g = q′1f1 + · · · + q′rfr + h′ donde si h′ 6= 0 sus monomios no son divisibles
por ningún Xαj y si q′jfj 6= 0 entonces exp≺(g) ≥ exp≺(q′jfj). Por tanto:
En el caso A: f = g +aXα, bastará tomar qj = q′j para todo j, y h = h′+aXα.
En el caso B: f = g + a

ai
Xα−αifi, bastará tomar qj = q′j para todo j 6= i,

qi = q′i + a
ai

Xα−αi y h = h′.
¥

Definición 2.9 Si la expresión

f = q1f1 + · · ·+ qrfr + h,

verifica las condiciones del Teorema de división (2.8), diremos que es una divi-
sión de f por f1, . . . , fr. Además diremos que los polinomios qi son cocientes y
que h es resto de división de f por f1, . . . , fr.

Nota 2.10 La demostración del teorema es constructiva. Bastará calcular g a
partir de f y razonar con g como con f en sucesivos pasos. Se construye en
cada paso un polinomio gi a partir de gi−1, g = g1, con exp≺(gi) < exp≺(gi−1).
El número de pasos es finito porque el exponente decrece y el orden monomial
es un buen orden.
Si se determina de forma única cómo elegir el ı́ndice i en la demostración (ver
Caso B), obtenemos un algoritmo de división que, dado un polinomio f , devuelve
unos polinomios qi y un resto h determinados.

Ejemplo 2.11 Ni los cocientes ni el resto de división son únicos. Tomar por
ejemplo, en k[x, y] respecto del orden lexicográfico los polinomios f1 = x3, f2 =
x2y − y3 y f = x3y. Se tiene que f = yf1 + 0f2 + 0 y f = 0f1 + xf2 + xy3

verifican el Teorema de división.

Nota 2.12 Dada una división de f por f1, . . . , fr,

f = q1f1 + · · ·+ qrfr + h,
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entonces existe un algoritmo de división concreto que nos da h como resto de
división de f por f1, . . . , fr.
En efecto, si f = 0 está claro que h = 0 y hemos acabado. Si f 6= 0, sean
exp≺(f) = α y CL≺(f) = a. Denotemos también, exp≺(fi) = αi y CL≺(fi) =
ai.
Si Xα no es divisible por ningún Xαi , α ∈ sop(h) y consideramos el polinomio
f ′ = f−aXα. En otro caso, fijamos i, tal que α = exp≺(qifi) y consideramos el
polinomio f ′ = f − a

ai
Xα−αi . En ambos casos, f ′ se obtiene de f mediante un

paso de la demostración para el i concreto elegido. Si f ′ = 0 hemos terminado.
Si f ′ 6= 0, como exp≺(f ′) < exp≺(f), sigue por inducción. En efecto, para
α = 0, f ∈ k. Si fi 6∈ k para todo i, seŕıan qi = 0 para cada i y f = h
se obtendŕıa como resto de cualquier algoritmo de división. Si existe fi ∈ k,
seŕıa h = 0 que se obtendŕıa como resto de cualquier algoritmo de división.
Supuesto cierto para polinomios de exponente menores que exp≺(f), para f ′ 6= 0
consideramos la expresión

f ′ = q′1f1 + · · ·+ q′rfr + h′,

donde, en el primer caso, h′ = h− aXα y q′i = qi, para cada i; y en el segundo,
para el i elegido, q′i = qi − a

ai
Xα−αi , q′j = qj para todo j 6= i, y h′ = h.

Por hipótesis de inducción, h′ se obtiene como resto de un algoritmo de división
de f ′ por f1, . . . , fr. Basta ahora añadir el paso concreto de f a f ′, para obtener
el algoritmo de división que buscamos.

En lo sucesivo, consideraremos fijado un algoritmo de división, de forma
que cuando hagamos referencia al resto h, nos estaremos refiriendo a un resto
concreto bien determinado. Usaremos la notación h = fRf1, . . . fr, o también,
h = fRF , donde F = {f1, . . . , fr}. La nota anterior asegura que estaremos
trabajando con cualquier resto.

Definición 2.13 Sea A ⊂ Nn, sea ≤ el orden parcial natural. Denotaremos

Mnl(A) := {α ∈ A | α es minimal para ≤ en A }.
Si 1 ≤ i ≤ n y t ∈ N, denotaremos A(i, t) := {α ∈ A | αi = t}.
Lema 2.14 Si A ⊂ Nn, y α ∈ A, entonces existe β ∈ Mnl(A) tal que β ≤ α.

Demostración: Basta observar que el conjunto de elementos menores que α
es finito. Concretamente,

{β ∈ Nn | β ≤ α} = {β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn | 0 ≤ βi ≤ αi, 1 ≤ i ≤ n}.
¥

Proposición 2.15 Si γ ∈ A ⊂ Nn, entonces, Mnl(A) = Mnl(F ) con

F = {γ} ∪
n⋃

i=1

γi−1⋃
t=0

Mnl(A(i, t)).
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Demostración: Puesto que F ⊂ A bastará probar que para cualquier elemento
α ∈ A, existe β ∈ F tal que β ≤ α. Si α ≥ γ se toma β = γ. Si α 6≥ γ, existe i,
1 ≤ i ≤ n, tal que αi < γi. Tenemos que α ∈ A(i, αi), 0 ≤ αi ≤ γi − 1. Por el
lema 2.14, existe β ∈ Mnl(A(i, αi)), con β ≤ α. ¥

Corolario 2.16 (Lema de Dickson) Mnl(A) es finito para cualquiera A ⊂ Nn.

Demostración: Por inducción en n. Si n = 1, por el principio de buena
ordenación de N tenemos que Mnl(A) es unitario si A 6= ∅. Supuesto cierto para
n− 1 lo probaremos para n. Bastará probar que en la proposición anterior F es
finito. Podemos considerar A(i, t) como un subconjunto de Nn−1, y entonces,
Mnl(A(i, t)) es finito por la hipótesis de inducción. Por tanto, F es finito ya que
se obtiene como un número finito de uniones de conjuntos finitos. ¥

Nota 2.17 El lema de Dickson puede considerarse como una generalización del
principio de buena ordenación de N.

Definición 2.18 Diremos que E ⊆ Nn es un ideal de Nn, o escalera de Nn, si
se verifica que E + Nn ⊆ E.

Nota 2.19 Sea E ⊂ Nn. E es una escalera si y sólo si

E =
⋃

α∈Mnl(E)

(α + Nn).

Definición 2.20 Consideremos un orden monomial ≺, y sea un ideal no nulo
I ⊂ k[X1, . . . , Xn]. La escalera de I respecto de ≺, es el subconjunto de Nn

definido como:

E≺(I) = {exp≺(f)|f ∈ I, f 6= 0}

Nota 2.21 E≺(I) es una escalera de Nn. Si no hay posibilidad de confusión la
denotaremos E(I).

Definición 2.22 Sea I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ideal no nulo, y consideremos un
orden monomial ≺. Una base de Gröbner de I respecto de ≺, es un conjunto
de polinomios f1, . . . , fr tales que

E(I) =
r⋃

i=1

(exp≺(fi) + Nn).

Equivalentemente, si

Mnl(E(I)) ⊂ {exp≺(f1), . . . , exp≺(fr)}.
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Ejemplo 2.23 (1) Sea f ∈ k[X1, . . . , Xn] un polinomio no nulo. Entonces f
es una base de Gröbner de I = (f).

(2) Sea I ⊂ R[X1, X2, X3] el ideal generado por f = X1 + X2 + X2
1X3

2 y
g = X1 −X2 + X3

1X2
2 . Consideramos el orden monomial <lex. Sea h = X1f −

X2g ∈ I. Entonces exp<lex
(h) 6∈ (exp<lex

(f) + Nn) ∪ (exp<lex
(g) + Nn).

Por tanto f, g no es una base de Gröbner de I.

Proposición 2.24 Sean I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ideal no nulo, y ≺ un orden
monomial. Sea f1, . . . , fr una base de Gröbner de I.
Entonces, para todo f ∈ k[X1, . . . , Xn], existe un único h ∈ k[X1, . . . , Xn] tal
que:

(1) f = g + h, con g ∈ I.
(2) sop(h) ⊂ Nn \ E(I).

En particular, existe un único resto de la división de f por f1, . . . , fr.

Demostración: Bastará tomar h resto de una división de f por f1, . . . , fr,
f = q1f1 + · · ·+ qrfr + h. Se tiene que g = q1f1 + · · ·+ qrfr ∈ I.
Para probar la unicidad, supongamos que f = g′ + h′ verifican el resultado. Se
tendrá h− h′ ∈ I. Si h 6= h′, exp(h− h′) ∈ E(I) en contra de (2). ¥

Teorema 2.25 Sean I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ideal no nulo, y ≺ un orden mono-
mial. Sea G = {f1, . . . , fr} ⊂ I. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) G es base de Gröbner de I.
(2) Si f ∈ k[X], entonces f ∈ I si y sólo si 0 = fRf1, . . . , fr.

Demostración: Supongamos que G es base de Gröbner. Si f ∈ I y su-
ponemos que h = fRf1, . . . , fr, se tiene h ∈ I. Por tanto, h = 0 ya que
E(I) =

⋃r
i=1(exp≺(fi) + Nn).

Por otro lado, supongamos que se verifica (2). Si G no fuera base de Gröbner,
existiŕıa f ∈ I con exp≺(f) 6∈ ⋃r

i=1(exp≺(fi) +Nn). Entonces, h = fRG 6= 0 en
contra de (2). ¥

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.26 Toda base de Gröbner de I es un sistema de generadores de I.

Nota 2.27 El teorema anterior proporciona un criterio para decidir si un po-
linomio f pertenece a un ideal I. De hecho, conocida una base de Gröbner del
ideal, tenemos un criterio algoŕıtmico para decidir si un polinomio pertenece o
no al ideal. Por tanto, el problema de pertenencia a un ideal se reduce entonces
al de cálculo de una base de Gröbner.

Definición 2.28 Sean f, g ∈ k[X1, . . . , Xn] polinomios no nulos, y sea ≺ un
orden monomial. Sean α = exp≺(f) ∈ Nn, β = exp≺(g) ∈ Nn. Designemos por
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αi a las coordenadas de α en Nn, y por βi a las coordenadas de β en Nn. Sea
γ ∈ Nn definido por γi = max{αi, βi}, es decir, Xγ = m.c.m.(Xα, Xβ).
Entonces el S-polinomio de f y g se define como

S(f, g) =
1

CL≺(f)
Xγ−αf − 1

CL≺(g)
Xγ−βg.

Teorema 2.29 (Criterio de Buchberger) Sean I = (f1, . . . , fr) ⊂ k[X1, . . . , Xn]
un ideal no nulo, y ≺ un orden monomial. Son equivalentes:

(1) f1, . . . , fr es base de Gröbner de I.
(2) S(fi, fj)Rf1, . . . , fr = 0, para todo i, j, con 1 ≤ i < j ≤ r.

Demostración: Por ser S(fi, fj) ∈ I, (1) implica (2) por el teorema anterior
(2.25). Rećıprocamente, supongamos (2). Por el mismo teorema, bastará probar
que si f ∈ I entonces 0 = fRf1, . . . , fr.
Para ello vamos a definir la altura de una expresión g1f1 + · · ·+ grfr como

alt(
r∑

i=1

gifi) = max{exp≺(gifi) | gifi 6= 0}.

Notar (2.7) que la altura de una suma es menor o igual que la suma de las
alturas.
Sea f ∈ I y sea h = fRf1, . . . , fr. Se tiene h ∈ I. Si h 6= 0, tomamos
h = g1f1 + · · · + grfr con altura mı́nima posible β. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad β = exp≺(gifi) para todo i = 1, . . . , s y β > exp≺(gifi)
si i > s y gifi 6= 0.
Denotemos exp≺(fi) = αi, exp≺(gi) = βi, CL≺(fi) = ai y CL≺(gi) = bi,
1 ≤ i ≤ s.
Por ser h resto de división, se tendrá:

(∗) a1b1 + · · ·+ asbs = 0,

y en particular s ≥ 2.
Escribimos gi = biX

βi + g′i, para cada i = 1, . . . , s.
Se tendrá

h =
s∑

i=1

biX
βifi +

s∑

i=1

g′ifi +
r∑

i=s+1

gifi.

Está claro que
∑s

i=1 g′ifi +
∑r

i=s+1 gifi tiene altura menor que β. Llegaremos
a contradicción viendo que (1) =

∑s
i=1 biX

βifi puede escribirse como una ex-
presión de altura menor que β.
Podemos escribir

(1) = a1b1(
1
a1

Xβ1f1 − 1
a2

Xβ2f2) + (a1b1 + a2b2)(
1
a2

Xβ2f2 − 1
a3

Xβ3f3) + · · ·+

(a1b1+· · ·+as−1bs−1)(
1

as−1
Xβs−1fs−1− 1

as
Xβsfs)+(a1b1+· · ·+asbs)

1
as

Xβsfs.
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Observar que usando (∗) y la definición de los S-polinomios se tiene

(1) =
s∑

j=2

ujS(fj−1, fj),

siendo uj = (a1b1 + · · ·+ aj−1bj−1)Xβ−γj , donde Xγj = m.c.m.(Xαj−1 , Xαj ).
Además, (∗∗) : exp≺(ujS(fj−1, fj)) < β.
Por otra parte, al ser S(fj−1, fj)Rf1, . . . , fr = 0, tenemos que existen qji ∈ k[X]
tales que S(fj−1, fj) =

∑r
i=1 qjifi, y si qjifi 6= 0,

(∗ ∗ ∗) : exp≺(qjifi) ≤ exp≺(S(fj−1, fj)).

Por tanto,

(1) =
s∑

j=2

uj(
r∑

i=1

qjifi) =
r∑

i=1

(
s∑

j=2

ujqji)fi.

La última expresión tiene altura menor que β porque para cada i, 1 ≤ i ≤ r,
usando (∗∗) y (∗ ∗ ∗) se tiene que para cada j, 2 ≤ j ≤ s,

exp≺[(
s∑

j=2

ujqji)fi] ≤ exp≺(ujqjifi) ≤ exp≺(ujS(fj−1, fj)) < β.

De esta forma hemos llegado a contradicción y el resultado está probado. ¥

Nota 2.30 Este criterio nos proporciona un algoritmo para la construcción de
una base de Gröbner de un ideal a partir de un sistema de generadores del mis-
mo. Concretamente, si suponemos que partimos de un sistema de generadores
de I, {f1, . . . , fr}, si se verifica la segunda condición del teorema tenemos que es
base de Gröbner. Si no, elegimos i, j, 1 ≤ i < j ≤ r con S(fi, fj)Rf1, . . . , fr =
h 6= 0. Llamamos fr+1 = h y consideramos {f1, . . . , fr+1} como nuevo sistema
generador de I. Si para él se verificase la segunda condición del teorema, ha-
bŕıamos acabado. En otro caso, construiŕıamos un nuevo polinomio fr+2 resto
no nulo de un S-polinomio. Este proceso recurrente debe de acabar. En efec-
to, en otro caso, se tendŕıa una sucesión infinita {fi}i∈N y consideraŕıamos el
conjunto A = {exp≺(fi)}i∈N. Por el lema de Dickson (2.16), Mnl(A) es finito.
Existiŕıa entonces s ∈ N tal que

Mnl(A) ⊂ {exp≺(f1), . . . , exp≺(fs)}.

Ahora bien esto contradice que,

exp≺(fs+1) 6∈
s⋃

i=1

(exp≺(fi) + Nn),

pues fs+1 = S(fi, fj)Rf1, . . . , fs para algún (i, j) con 1 ≤ i < j ≤ s.
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Ejemplo 2.31 Una base de Gröbner de I = (X3, X2Y −Y 3) ∈ k[X, Y ] respecto
del orden lexicográfico es {f1, f2, f3, f4}, donde f1 = X3, f2 = X2Y − Y 3,
f3 = XY 3 y f4 = Y 5.
También lo seŕıa {f1 + af3, f2, f3, f4}, para cualquier a ∈ k.

Definición 2.32 Sean I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ideal no nulo, y ≺ un orden mo-
nomial. Sea f1, . . . , fr una base de Gröbner de I. Diremos que es una base de
Gröbner minimal si

Mnl(E(I)) = {exp≺(f1), . . . , exp≺(fr)}.
Definición 2.33 Sean I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ideal no nulo, y ≺ un orden mo-
nomial.
Diremos que f1, . . . , fr es una base de Gröbner reducida de I respecto de ≺ si:

(1) Es una base de Gröbner minimal de I.
(2) Los polinomios fi son mónicos.
(3)

sop(fi) ⊂ Nn \
⋃

j=1,...,r
j 6=i

(exp≺(fj) + Nn).

Nota 2.34 La condición (3) implica la minimalidad de (1), e incluso que
]Mnl(E(I)) = r.

Proposición 2.35 Sean I ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ideal no nulo, y ≺ un orden
monomial.
La base de Gröbner reducida de I respecto de ≺ existe y es única.

Demostración: Sea {f1, . . . , fr} una base de Gröbner de un ideal I respecto de
un orden monomial fijado. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que es
minimal y que ]Mnl(E(I)) = r. En otro caso, bastaŕıa tomar por cada elemento
minimal un elemento de la base que lo tenga por exponente y obtendŕıamos una
nueva base de Gröbner de I.
Sea f ′1 = f1Rf2, . . . , fr. Se tiene que f ′1 ∈ I, exp≺(f1) = exp≺(f ′1) y

sop(f ′1) ⊂ Nn \
⋃

j=2,...,r

(exp≺(fj) + Nn).

El conjunto {f ′1, f2, . . . , fr} es una nueva base de Gröbner minimal de I.
Para i ≥ 2, supuesto construidos f ′1, . . . , f

′
i−1, bastará tomar

f ′i = fiRf ′1, . . . , f
′
i−1, fi+1, . . . , fr.

Se tendrá que {f ′1, . . . , f ′r} es una base de Gröbner reducida de I sin más que
hacerlos mónicos dividiendo por los coeficientes ĺıderes.
Para ver la unicidad, supongamos que {f1, . . . , fr} y {f ′1, . . . , f ′r} sean dos bases
de Gröbner reducidas de I respecto del orden. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que exp≺(fi) = exp≺(f ′i) para todo i, pues bastaŕıa reordenar en
caso necesario.
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Veamos que f1 = f ′1. Análogamente se tendŕıa para otro i. Si suponemos
que f1 6= f ′1, α = exp≺(f1 − f ′1) ∈ E(I). Además α < exp≺(f1) porque f1

y f ′1 son mónicos. El orden monomial refina al orden parcial natural (2.4),
luego α 6∈ exp≺(f1) + Nn. Por la condición (3) de ser reducida, tenemos que
α 6∈ ⋃

j=2,...,r(exp≺(fj) + Nn). Luego llegamos a contradicción con que E(I) =⋃
j=1,...,r(exp≺(fj) + Nn). ¥

Nota 2.36 La demostración anterior es constructiva. Por tanto, usando 2.30
existen algoritmos de cálculo de la base de Gröbner reducida a partir de un
sistema de generadores.

Ejemplo 2.37 Sean f1 = X + Y + Z, f2 = X − 3Y , I = (f1, f2) ⊂ k[X, Y, Z].
Respecto del orden lexicográfico, 2.30 nos asegura que {f1, f2, f3} es una base
de Gröbner de I, siendo f3 = 4Y + Z = S(f1, f2)Rf1, f2. Una base minimal es
{f1, f3}. La reducimos sustituyendo f1 por f ′1 = X + 3

4Z = f1Rf3. Haciendo
mónicos los polinomios, obtenemos la base de Gröbner reducida de I

{X +
3
4
Z, Y +

1
4
Z}.

Nota 2.38 La base de Gröbner reducida depende del orden monomial fijado.

Ejemplo 2.39 Sea I = (X3 − 2XY, X2Y − 2Y 2 + X) ⊂ k[X, Y ]. La base de
Gröbner reducida de I respecto de grlex es

{X2, XY, Y 2 − 1
2
X}.

Respecto de lex, la base de Gröbner reducida de I es

{X − 2Y 2, Y 3}.

Los diferentes sistemas de cálculo formal, fijado un orden monomial, calculan la
base reducida a partir de un sistema generador.

Corolario 2.40 Dados dos ideales no nulos de k[X1, . . . , Xn], I = (f1, . . . , fr),
J = (g1, . . . , gs), y fijado un orden monomial, I = J si y sólo si las bases de
Gröbner reducidas de I y de J coinciden.

Demostración: Se deduce de la unicidad de la base de Gröbner reducida
(2.35). ¥
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3 Teorema de los ceros de Hilbert

2

Sean k un cuerpo y k[X] = k[X1, . . . , Xn] el anillo de polinomios en n indeter-
minadas con coeficientes en k. An(k) = An representa kn con la estructura de
espacio af́ın.

3.1 Teorema de los ceros (Nullstellensatz) de Hilbert

En esta sección demostraremos el teorema de los ceros de Hilbert en sus dis-
tintas versiones (teorema débil y teorema fuerte) y veremos sus consecuencias.
Usaremos el siguiente resultado algebraico de Zariski que demostraremos en la
sección siguiente.

Lema 3.1 (Lema de Zariski) Sea k algebraicamente cerrado subcuerpo de un
cuerpo L = k[α1, . . . , αr]. Entonces, k = L.

Nota 3.2 Sea A un anillo. Si α1, . . . , αr 6∈ A, A[α1, . . . , αr] es el menor anillo
que contiene a A y a los αi. A este tipo de anillos los llamaremos A-álgebras
finitamente generadas.

Teorema 3.3 (Teorema débil) Sea k algebraicamente cerrado. Si I es un ideal
de k[X], I 6= (1), entonces V(I) 6= ∅.

Demostración: Podemos suponer que I es maximal, pues si no lo fuera,
existiŕıa J maximal con I ⊂ J , y por tanto, V(J) ⊂ V(I).
Sea L = k[X]/I. Por I maximal, L es un cuerpo. Además, L = k[α1, . . . , αn]
siendo αi = Xi + I, para todo i = 1, . . . , n. Por el lema de Zariski, k = L. Por
tanto, para cada i, existe ai ∈ k tal que ai + I = Xi + I. Es decir, Xi − ai ∈ I.
Aśı el ideal m = (X1 − a1, . . . , Xn − an) está contenido en I. Por ser tanto
m como I ideales maximales se tiene m = I. De aqúı, V(I) = {P}, donde
P = (a1, . . . , an). ¥

Corolario 3.4 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal de k[X]. Fijado
un orden monomial, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. V(I) = ∅.
2. I = (1).

3. La base de Gröbner reducida de I es {1}.
2Estas notas han sido elaboradas con la colaboración de Belén Medrano y Beatriz Ro-

dŕıguez, alumnas internas del Departamento de Álgebra (curso 2002-03).
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Demostración: 1 ⇐⇒ 2 es consecuencia inmediata del Teorema débil (3.3).
2 ⇐⇒ 3 por la unicidad de la base de Gröbner reducida (2.35). ¥

Teorema 3.5 (Teorema fuerte) Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal
de k[X]. Se verifica que

IV(I) =
√

I.

Demostración:
Sabemos que I(V(I)) es siempre un ideal radical y que se verifica I ⊂ I(V(I)),
entonces √

I ⊂
√
I(V(I)) = I(V(I)).

Veamos la contención contraria. (La prueba que damos se conoce con el nombre
de truco de Ravinobitsch.)

Sea g ∈ I(V(I)). Consideramos Xn+1 una nueva variable y el siguiente ideal de
k[X1, . . . , Xn, Xn+1]

J = Ie + (1− gXn+1).

Es decir, si suponemos I = (f1, . . . , fr), se tendrá que

J = (f1, . . . , fr, 1− gXn+1).

Veamos que V(J) = ∅.
Si P = (a1, . . . , an+1) ∈ V(J), fi(a1, . . . , an) = 0 para cada i = 1, . . . , n, y
1 = g(a1, . . . , an)an+1. Por tanto, (a1, . . . , an) ∈ V(I), luego g(a1, . . . , an) = 0
lo que es una contradicción porque entonces 1 = 0.
Por el Teorema débil tendremos que J = (1). Entonces, se puede escribir:

1 =
n∑

i=1

hi(X1, . . . , Xn, Xn+1)fi + hn+1(X1, · · · , Xn, Xn+1)(1− gXn+1),

con hi ∈ k[X1, . . . , Xn, Xn+1], para todo i = 1, . . . , n+1. Haciendo Xn+1 = 1/Y
en la relación anterior y quitando denominadores, obtenemos s ∈ N tal que

Y s =
n∑

i=1

h′i(X1, . . . , Xn, Y )fi + h′n+1(X1, · · · , Xn, Y )(Y − g).

Haciendo Y = g,

gs =
n∑

i=1

h′′i (X1, . . . , Xn)fi

lo que prueba que g ∈ √I.
¥
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Corolario 3.6 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal radical de k[X].
Se verifica que IV(I) = I. En particular, las correspondencias V y I entre los
ideales radicales de k[X] y los conjuntos algebraicos de An(k) son una la inversa
de la otra.

Demostración: Siempre se tiene que VI = id. Basta probar que IV = id.
Ahora bien, por ser k algebraicamente cerrado, IV(I) =

√
I = I por ser I

radical. ¥

Corolario 3.7 Sea k algebraicamente cerrado. Existe una correspondencia uno
a uno entre los ideales primos de k[X] y los conjuntos algebraicos irreducibles
no vaćıos. A los ideales maximales les corresponden los puntos. En particular,

Specm(k[X]) = {(X1 − a1, . . . , Xn − an) | ai ∈ k, 1 ≤ i ≤ n}.

Demostración: Sabemos que en cualquier cuerpo se tiene que un conjunto
algebraico no vaćıo V es irreducible si y sólo si I(V ) es un ideal primo.
Veamos el rećıproco. Sea p un ideal primo de k[X], por tanto radical. Por ser k
algebraicamente cerrado, se tiene por 3.3 que V(p) 6= ∅ pues p 6= (1), y por 3.5
que

IV(p) =
√

p = p.

Luego, V(p) es irreducible.
Para un punto P = (a1, . . . , an) siempre se verifica

I(P ) = (X1 − a1, . . . , Xn − an),

que es un ideal maximal. Por ser k algebraicamente cerrado, en la demostración
del Teorema débil (3.3) vimos que los ideales maximales son todos de este tipo,
luego se tiene que la correspondencia es uno a uno. ¥

Nota 3.8 Sea f ∈ k[X] no nulo y no unidad, es decir, f no constante. Sea
f = fα1

1 · · · fαr
r la descomposición factorial de f . El polinomio reducido de f es

fred = f1 · · · fr.

Corolario 3.9 Sean k algebraicamente cerrado, f ∈ k[X] no constante, f =
fα1
1 · · · fαr

r la descomposición factorial de f . Entonces,

V(f) = V(f1) ∪ · · · ∪ V(fr)

es la descomposición en componentes irreducibles de V(f) y IV(f) = (fred).
Además, existe una correspondencia uno a uno entre las hipersuperficies irre-
ducibles y los polinomios irreducibles.

Demostración: Se verifica siempre que

V(f) = V(fα1
1 ) ∪ · · · ∪ V(fαr

r ).
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Basta ahora sustituir V(fαi
i ) = V(fi) para cada i. Además, (fi) es un ideal

primo, ya que fi es irreducible y k[X] DFU.
Por ser k algebraicamente cerrado, se tiene que V(fi) es irreducible. Además, si
i 6= j, (fi) 6= (fj), se tiene V(fi) 6= V(fj) y no existe relación de inclusión entre
ellos. Por tanto, son las componentes irreducibles.
Por otra parte, se tiene que

√
(f) = (fred). Luego, en el caso k algebraicamente

cerrado, IV(f) = (fred).
Ahora la correspondencia uno a uno es evidente, ya que una hipersuperficie es
V(f) con f no constante. ¥

Corolario 3.10 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal de k[X]. En-
tonces, V(I) es finito si y sólo si la dimensión como k espacio vectorial de k[X]/I
es finita. Además,

]V(I) ≤ dimk(k[X]/I).

Demostración: Supongamos que dimk(k[X]/I) sea finita. Sean P1, . . . , Pr ∈
V(I) puntos distintos.
Veamos que para cada i = 1, . . . , r, existen polinomios fi ∈ k[X] tales que
fi(Pi) = 1 y fi(Pj) = 0 si i 6= j. Construimos expĺıcitamente f1 y análogamente
se tendrá para los demás.
Por ser P1 = (a11, . . . , a1n) y P2 = (a21, . . . , a2n) distintos, existe i, 1 ≤ i ≤ n
tal que a1i 6= a2i. Sea g2 = Xi−a2i

a1i−a2i
. Se verifica que g2(P1) = 1 y g2(P2) = 0.

Análogamente, para cada j = 3, . . . , r se construye un polinomio gj tal que
gj(P1) = 1 y gj(Pj) = 0. Basta ahora tomar, f1 = g2g3 . . . gr.
Entonces, se tiene que fi + I = f i son polinomios linealmente independientes
sobre k, i = 1, . . . , r. En efecto, si

∑r
i=1 λif i = 0, con λi ∈ k, el polinomio∑r

i=1 λifi ∈ I, luego 0 = (
∑r

i=1 λifi)(Pj) = λj , para todo j = 1, . . . , r. Por
tanto se tiene que ]V(I) ≤ dimk(k[X]/I).
Rećıprocamente, supongamos V(I) finito. Observar que en general, k[X]/I está
generado por los monomios Xα1

1 · · ·Xαn
n + I, con α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Pro-

baremos que basta con un número finito de éstos.
Si V(I) = ∅, como k es algebraicamente cerrado (3.3), I = (1) y k[X]/I = 0.
Luego se tendŕıa el resultado trivialmente.
Si V(I) = {P1, . . . , Pr}, supongamos Pi = (ai1, . . . , ain), i = 1, . . . , r. Consi-
deramos el polinomio fj = Πr

i=1(Xj − aij) ∈ k[Xj ] de grado r y mónico, para
cada j = 1, . . . , n. Por ser k algebraicamente cerrado y fj(Pi) = 0 para cada
i = 1, . . . , r, se tiene que fj ∈ IV(I) =

√
I. Luego existen, sj ∈ N, tal que

f
sj

j ∈ I, para cada j = 1, . . . , n. Tomando s el máximo de los sj , fs
j ∈ I para

cada j. Por tanto, si Xj = Xj + I, se tiene que X
rs

j es combinación lineal en k

de 1, Xj , . . . , X
rs−1

j , para cada j = 1, . . . , n. Luego el conjunto

{Xα1

1 · · ·Xαn

n | 0 ≤ αi ≤ rs− 1},
genera k[X]/I como k-espacio vectorial.

¥
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Proposición 3.11 Fijamos un orden monomial en k[X] y sea I un ideal de
k[X]. Entonces, {Xα + I | α 6∈ E(I)} es un base de k[X]/I como k-espacio
vectorial.

Demostración: Supongamos f1, . . . , fr una base de Gröbner de I. Dado
f ∈ k[X], lo dividimos por la base anterior y obtenemos

f = q1f1 + · · ·+ qrfr + h,

con h =
∑

α 6∈E(I) aαXα. Como f + I = h+ I, tenemos probado que el conjunto
genera.
Para ver la independencia lineal, supongamos {α1, . . . , αs} ⊂ Nn − E(I) y

s∑

i=1

aiXαi ∈ I, ai ∈ k, i = 1, . . . , s.

Al tomar resto de la división por la base de Gröbner obtenemos

(
s∑

i=1

aiXαi)Rf1, . . . , fr =
s∑

i=1

aiXαi ,

que debe ser 0 por estar el elemento en I. Como el resto es único para una base
de Gröbner (2.24), ai = 0 para cada i = 1, . . . , s.

¥

Como corolario inmediato se tiene el siguiente criterio de finitud de un conjunto
algebraico.

Corolario 3.12 Sea k algebraicamente cerrado y sea I un ideal de k[X]. Fijado
un orden monomial en k[X], V(I) es finito si y sólo si Nn − E(I) es finito.
Equivalentemente, si G es una base de Gröbner de I, entonces, para cada i,
1 ≤ i ≤ n, existe mi ≥ 0 tal que Xmi

i es el exponente de algún g ∈ G.

3.2 Resultado de Zariski

Para la demostración del resultado de Zariski 3.1 necesitamos los siguientes
lemas.

Lema 3.13 Si k es un cuerpo y X una indeterminada, en k[X] existen infinitos
polinomios irreducibles no asociados.

Demostración: Supongamos que sólo existieran un número finito de tales
polinomios, h1, . . . , hs. Entonces, el polinomio hs+1 = h1 . . . hs + 1 no seŕıa
divisible por ningún irreducible, lo que contradice que k[X] es DFU. ¥

Definición 3.14 Sea A subanillo de un anillo B. Se dice que b ∈ B es entero
sobre A si existen ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ m tales que

(∗) bm + a1b
m−1 + · · ·+ am = 0.

Es decir, b verifica un polinomio mónico con coeficientes en A.
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Nota 3.15 A (∗) la llamaremos una ecuación de dependencia entera de b sobre
A.

Lema 3.16 Sea A subanillo de un anillo B, entonces

C = {α ∈ B | α es entero sobre A}
es un anillo. Además, A ⊂ C ⊂ B.

Demostración: Que A ⊂ C ⊂ B, se tiene pues cualquier elemento a ∈ A
verifica el polinomio X − a.
Sean α, β ∈ C. Para probar que C es anillo, bastará ver que α − β ∈ C y
que αβ ∈ C. Consideramos la A-álgebra finitamente generada R = A[α, β].
Supongamos que

αm + a1α
m−1 + · · ·+ am = 0, ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ m,

βl + b1β
l−1 + · · ·+ bl = 0, bi ∈ A, 1 ≤ i ≤ l,

son ecuaciones de dependencia entera. Estas ecuaciones aseguran que los ele-
mentos de R son combinación lineal en A de los elementos αiβj , 0 ≤ i ≤ m− 1,
0 ≤ j ≤ l − 1. Denotamos ei ∈ R a éstos elementos, es decir

{ei | 1 ≤ i ≤ r} = {αiβj | 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ l − 1}.
Definimos el endomorfismo de grupos ϕ : R −→ R, ϕ(γ) = (α− β)γ. Se tendrá
que ϕ(ei) =

∑r
j=1 aijej , donde aij ∈ A, 1 ≤ i, j ≤ r.

Expresando matricialmente las relaciones anteriores obtenemos lo siguiente:

[(α− β)I − (aij)]




e1

...
er


 =




0
...
0


 .

Llamamos M a la matriz [(α−β)I− (aij)] y multiplicamos ambos miembros de
la igualdad anterior por la matriz adjunta de M traspuesta. Como se verifica
que adj(M)tM = det (M)I, tenemos:

det (M)I




e1

...
er


 =




0
...
0


 .

De esto se deduce que det (M)ei = 0, para todo i. En particular para el i tal que
ei = 1, con lo cual det (M) = 0. Pero det (M) nos proporciona un polinomio
mónico con coeficientes en A que es verificado por α − β. Por tanto α − β es
entero sobre A.
Para probar αβ ∈ C, se razona análogamente con el endomorfismo de R consis-
tente en multiplicar por αβ.

¥
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Lema 3.17 Sea A un DFU y sea K su cuerpo de fracciones. Si α ∈ K es
entero sobre A, entonces α ∈ A.

Demostración: Sea a/b ∈ K con m.c.d.(a, b) = 1 un elemento entero sobre
A. Entonces, a/b verifica una ecuación de dependencia entera de la forma:

0 =
(a

b

)m

+ a1

(a

b

)m−1

+ . . . + am−1

(a

b

)
+ am, ai ∈ A, i = 1, . . . ,m.

Multiplicando la ecuación anterior por bm, obtenemos lo siguiente:

0 = am + a1ba
m−1 + . . . + am−1b

m−1a + ambm.

Luego: −am = b(a1a
m−1 + . . . + am−1b

m−2a + ambm−1).
Podemos considerar esta igualdad en A, con lo que b | am. Por tanto, todos los
factores irreducibles de b lo son de a. Como m.c.d.(a, b) = 1, se verifica que b
debe ser unidad, lo cual prueba que a/b ∈ A. ¥

Definición 3.18 Sea A un dominio de integridad, y sea K = Q(A) su cuerpo
de fracciones. Se dice que A es ı́ntegramente cerrado si α ∈ K entero sobre A,
implica que α ∈ A.

Nota 3.19 Sea k ⊂ K una extensión de cuerpos y sea α ∈ K:

1. Si α es algebraico sobre k, entonces k[α] = k(α).

2. Si α no es algebraico, o sea, es trascendente sobre k, entonces k[α] ' k[X].

En efecto, el homomorfismo de anillos sobreyectivo ϕ : k[X] −→ k[α] tal que
ϕ(X) = α, nos da el isomorfismo

k[X]/ker(ϕ) ' k[α].

Si α es algebraico, ker(ϕ) = (f) donde f es el polinomio mı́nimo de α que es
irreducible. Por tanto, el ideal (f) es maximal y k[α] es un cuerpo.
Si α es trascendente, ker(ϕ) = (0) y k[X] ' k[α].

Proposición 3.20 Sean k un cuerpo y L ⊃ k una k-álgebra finitamente gene-
rada por α1, . . . , αr (i.e. L = k[α1, . . . , αr]). Si L es un cuerpo, entonces αi es
algebraico sobre k, para todo i = 1, . . . , r.

Demostración: Bastará probar que la extensión k ⊂ L = k[α1, . . . , αr] es
algebraica. Lo haremos por inducción en r.
El caso r=1 es trivial, ya que si α1 fuese transcendente sobre k, k[α1] seŕıa un
anillo de polinomios en una variable con lo cual no podŕıa ser un cuerpo.

Supongamos, pues, el resultado cierto para r-1,y veámoslo para el caso r. Como
L es cuerpo, debe verificarse k(α1) ⊂ L, por tanto L = k(α1)[α2, . . . , αr] es un
cuerpo. Por hipótesis de inducción, tenemos que αi es algebraico sobre k(α1),
para todo i = 2, . . . , r.
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Aśı, la extensión k(α1) ⊂ k(α1)[α2, . . . , αr] es algebraica. Luego basta probar
que α1 es algebraico sobre k por la transitividad de las extensiones algebraicas.
Razonando por reducción al absurdo, supongamos que α1 es trascendente sobre
k. Se tendrá por (3.19) que k[α1] ' k[X] que es ı́ntegramente cerrado (lema
3.17).
Por ser α2, . . . , αr algebraicos sobre k(α1). Se verificará

0 = αi
mi + ai1αi

mi−1 + . . . + aimi−1αi + aimi
,

donde aij ∈ k(α1), 1 ≤ j ≤ mi, para cierto mi ∈ N, i = 2, . . . , r. Tomamos un
denominador común de todos los aij . Es decir a ∈ k[α1], tal que aaij ∈ k[α1]
para todo (i, j). Multiplicando la expresión anterior por ami , obtenemos:

0 = (aαi)
mi + aai1(aαi)

mi−1 + . . . + ami−1aimi−1(aαi) + amiaimi
.

Luego, hemos obtenido una ecuación de dependencia entera sobre k[α1] para
aαi, i = 2, . . . , r.
Dado z ∈ L = k[α1, . . . , αr],

z =
∑

d∈Nr

bdα
d1
1 · · ·αdr

r ,

donde d = (d1, . . . , dr) ∈ Nr, y bd ∈ k es nulo salvo para un número finito de
elementos d. Tomando N ∈ N suficientemente grande obtenemos

aNz =
∑

d∈Nr

bda
N(d)αd1

1 (aα2)d2 · · · (aαr)dr , con N(d) ∈ N.

Por tanto, aNz será entero sobre k[α1] por constituir los elementos enteros un
anillo (lema 3.16).
Como k(α1) ⊂ L, la propiedad anterior se verificará en particular para los
elementos de k(α1). Aśı, si z ∈ k(α1) entonces aNz ∈ k(α1) es entero sobre
k[α1] para cierto N ∈ N. Como Q(k[α1]) = k(α1) y k[α1] es ı́ntegramente
cerrado, debe ser aNz ∈ k[α1]. Basta tomar z = 1

c con c que no divida a a para
llegar a contradicción. (Existe c por el lema 3.13.) ¥

Como corolario inmediato se tiene el resultado de Zariski 3.1.
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4 Módulos sobre un anillo. Operaciones. Hom(M,N).

Este tema se corresponde con las 6 primeras secciones del caṕıtulo 2 del libro
Atiyah, M.F., Macdonald, I.G., “Introducción al Álgebra conmutativa”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1989.
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5 Aplicaciones multilineales. Producto tenso-
rial de módulos. Álgebras.

Este tema se corresponde con las 5 últimas secciones del caṕıtulo 2 del libro
Atiyah, M.F., Macdonald, I.G., “Introducción al Álgebra conmutativa”. Ed.
Reverté, Barcelona, 1989.
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6 Teorema de estructura de los módulos finita-
mente generados sobre un D.I.P.. Aplicacio-
nes: ecuaciones lineales con coeficientes ente-
ros, formas canónicas de Jordan

6.1 Teorema de estructura de los módulos finitamente ge-
nerados sobre un D.I.P.

El objetivo de este tema es probar el siguiente teorema.

Teorema 6.1 (Teorema de estructura de módulos finitamente generados sobre
un D.I.P.) Sea M un A-módulo finitamente generado no nulo, A un dominio de
ideales principales. Entonces, existen unos ideales únicos am ⊂ am−1 ⊂ · · · ⊂
a2 ⊂ a1 ⊂ A, con a1 6= A, tales que

M ' A/a1 × · · · ×A/am.

Como M es un módulo finitamente generado, se puede expresar como cociente de
un módulo libre An por un cierto submódulo M ′. Empezaremos estudiando los
submódulos de un A-módulo libre An. Pero antes, veremos algunos resultados
matriciales.

6.1.1 Diagonalización de matrices con coeficientes en un D.I.P

Lema 6.2 Sea A un dominio de integridad. Sea Q una matriz n × n con coe-
ficientes en A. Entonces, Q es inversible si y sólo si det(Q) es una unidad en
A.

Demostración: Como A es dominio de integridad, podemos emplear las pro-
piedades de los determinantes en su cuerpo de fracciones K.
Si Q es inversible QQ−1 = I, luego det(QQ−1) = det(Q) det(Q−1) = det(I) = 1.
Por tanto, det(Q) es una unidad en A.
Rećıprocamente, supongamos det(Q) unidad de A. Entonces,

Q−1 =
1

det(Q)
(AdjQ)t

es una matriz con coeficientes en A.
¥

Definición 6.3 Si A es un dominio de integridad, consideramos las siguientes
matrices elementales:

1. Si b ∈ A, Tij(b), i 6= j, es la matriz cuadrada que tiene en la diagonal
todos unos, y en el resto ceros salvo en el lugar (i, j) que aparece b.
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2. Sea u ∈ A una unidad, Di(u) es la matriz diagonal con todos sus elementos
no nulos unos, salvo en el lugar (i,i) que aparece u.

3. Sea Pij, i 6= j, la matriz cuadrada en cuya diagonal aparecen todos unos
salvo en los lugares (i, i) y (j, j) que hay ceros, y en el resto ceros salvo
en los lugares (i, j) y (j, i) que aparecen unos.

Nota 6.4 Las matrices anteriores son todas inversibles y producen las siguien-
tes transformaciones elementales al multiplicarlas por una matriz Q arbitraria:

- Tij(b)Q: a la fila i-ésima le suma la j-ésima multiplicada por b.

- QTij(b): a la columna j-ésima le suma la i-ésima multiplicada por b.

- Di(u)Q: la fila i-ésima la multiplica por u.

- QDi(u): la columna i-ésima la multiplica por u.

- PijQ: intercambia las filas i y j.

- QPij: intercambia las columnas i y j.

En el siguiente teorema, rg(Q) es el rango de Q como matriz con elementos en
K cuerpo de fracciones de A.

Teorema 6.5 Sea A un dominio de ideales principales y sea Q una matriz
m × n con coeficientes en A. Entonces existen unas matrices P y R de orden
m×m y n×n respectivamente, con coeficientes en A e inversibles (i.e. det(P )
y det(R) son unidades de A) tales que

PQR =




a1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 a2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . . 0 0 · · · 0

0 0 · · · aq 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0




donde q = rg(Q) y a1|a2| · · · |aq, ai ∈ A− {0}.

Nota 6.6 La demostración que damos nos permite obtener las matrices P y R
(no únicas en general) como producto de ciertas matrices elementales. Concre-
tamente:

1. Si A es un dominio eucĺıdeo, basta con matrices del tipo: Tij(b), Di(u) y
Pij (6.3).
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2. Si A es un dominio de ideales principales que no sea dominio eucĺıdeo,
además de los tipos anteriores, hay que añadir matrices cuadradas de la
forma




x s 0 · · · 0
y t 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · 1




, donde
(

x s
y t

)
es una matriz inversible .

Demostración:
Ver
Jacobson, N., “Basic Algebra I”. Second edition. W. H. Freeman and Company,
New York, 1985.

¥

Proposición 6.7 En las condiciones del teorema 6.5, si denotamos por ∆i el
máximo común divisor de los menores i× i no nulos de Q, con i = 1, . . . , q, se
tiene:

a1 = ∆1, ai =
∆i

∆i−1
, i = 2, . . . , q.

Demostración: Ver
Jacobson, N., “Basic Algebra I”. Second edition. W. H. Freeman and Company,
New York, 1985. ¥

Definición 6.8 Se llama forma normal canónica de Smith de la matriz Q a la
matriz PQR del teorema 6.5. (Está definida uńıvocamente salvo asociados de
los ai)
A los elementos no nulos de su diagonal se les llama factores invariantes de la
matriz Q. (Están definidos uńıvocamente salvo asociados)

6.1.2 Submódulos de un A-módulo libre

Sea A un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones.

Lema 6.9 Sean v1, . . . , vm ∈ An. Entonces los vi son A-linealmente indepen-
dientes (en An) si y sólo si son K-linealmente independientes en Kn.

Definición 6.10 Dado un subconjunto cualquiera no vaćıo S ⊂ An, definimos
el rango de S, que notaremos rg(S), como el número máximo de elementos de S
que sean A-linealmente independientes, que por el lema anterior, coincide con
el número máximo de elementos de S que sean K-linealmente independientes en
Kn, o lo que es lo mismo, con dimK LK(S), donde LK(S) denota el subespacio
vectorial de Kn generado por S.
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Lema 6.11 1. Si S ⊂ An, entonces rg(S) ≤ n.

2. Si M ⊂ An es un submódulo, entonces los elementos de LK(M) son de la
forma a−1m, con a ∈ A, a 6= 0 y m ∈ M .

3. Si S = An, entonces rg(An) = n.

4. Si M1,M2 ⊂ An son dos submódulos tales que M1 ∩ M2 = 0, entonces
rg(M1 ⊕M2) = rg(M1) + rg(M2).

Nota 6.12 Un módulo M finitamente generado sobre un anillo A es libre si
posee una base {m1, . . . , mr}, es decir, un sistema de generadores que es lineal-
mente independiente. Además, dos bases cualesquiera de M tienen el mismo
número de elementos.

En lo que sigue A denotará un dominio de ideales principales y K su cuerpo de
fracciones.

Proposición 6.13 Sea M un módulo libre de rango n ≥ 1 y sea M ′ ⊂ M .
Entonces, M ′ es libre y tiene una base de q ≤ n elementos .

Demostración: Ver
Jacobson, N., “Basic Algebra I”. Second edition. W. H. Freeman and Company,
New York, 1985. ¥

Ejemplo 6.14 El teorema anterior no es cierto si A no es un D.I.P.. En tal
caso existirá un ideal I ⊂ A no principal, por lo que I no podrá tener una base
con un solo elemento. Tampoco podrá tener una base con dos o más elementos,
pues dos elementos no nulos de un anillo siempre son linealmente dependientes.

Teorema 6.15 Sea M un módulo libre de rango n ≥ 1 y sea M ′ ⊂ M un
submódulo de rango q ≥ 0. Entonces, existe una base {e1, . . . , en} de M y unos
elementos a1, . . . , aq ∈ A− {0} tales que:

1. {a1e1, a2e2, . . . , aqeq} es una base de M ′,

2. a1|a2| · · · |aq.

Demostración: Sea {f1, . . . , fq} una base de M ′ y sea {e1, . . . , en} una base
de M . Se tendrá que

fi =
n∑

j=1

aijej , con aij ∈ A,

para cada i = 1, . . . , q. Sea Q = (aij) matriz q × n. Por el Teorema 6.5, existen
P y R inversibles tales que

PQR =




a1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 a2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . . 0 0 · · · 0

0 0 · · · aq 0 · · · 0



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Sean f ′l =
∑q

i=1 pljfj , para cada l = 1, . . . , q, siendo P = (plj). Se tiene que
f ′1, . . . , f

′
q es otra base de M ′, por ser P inversible.

Si R−1 = (r′ij), sea e′i =
∑n

j=1 r′ijej , para cada i = 1, . . . , n. El conjunto
{e′1, . . . , e′n} es otra base de M .
Basta ahora observar que f ′i = aie

′
i, para cada i = 1, . . . , q.

¥

6.1.3 Existencia

Corolario 6.16 Si E es un A-módulo finitamente generado no nulo, entonces
existen unos ideales am ⊂ am−1 ⊂ · · · ⊂ a2 ⊂ a1 ⊂ A, con a1 6= A, tales que:

E ' (A/a1)× (A/a2)× · · · × (A/am) .

Demostración: Como E es un módulo finitamente generado, se puede expre-
sar como cociente de un módulo libre An por un cierto submódulo M ′. Apli-
cando el teorema anterior, si ninguno de los ai es unidad, basta tomar ai = Aai,
i = 1, . . . , q y ai = 0 para q < i ≤ n. En caso contrario, procedeŕıamos a
quedarnos sólo con los ai = Aai tales que ai no sea unidad.

¥

Definición 6.17 Dado un A-módulo M , diremos que un elemento x ∈ M es
un elemento de torsión si existe un a ∈ A, a 6= 0 tal que ax = 0.
Diremos que M es un módulo de torsión si todos sus elementos son elementos
de torsión.

Lema 6.18 Dado un A-módulo M , el conjunto de sus elementos de torsión
Tor(M) es un submódulo de M .

Corolario 6.19 Todo A-módulo finitamente generado es suma directa de su
módulo de torsión Tor(M) y de un módulo libre de rango finito, cuyo rango está
determinado uńıvocamente por M . En particular todo A-módulo finitamente
generado sin torsión es libre.

Corolario 6.20 Dado un A-módulo M finitamente generado existen un entero
d ≥ 0, unos ideales primos pi ⊂ A no nulos y unos enteros si ≥ 1, i = 1, . . . , r,
tales que:

M ' (A/ps1
1 )× · · · × (A/psr

r )×Ad.

Además, el isomorfismo anterior establece otro isomorfismo:

Tor(M) ' (A/ps1
1 )× · · · × (A/psr

r ) .

Demostración: Basta tener en cuenta que si a es un ideal propio de A, de
que A sea un DIP deducimos la existencia de unos ideales primos p1, . . . , pm y
unos enteros e1, . . . , em ≥ 1 (todos ellos únicos) tales que

a =
m∏

i=1

pei
i .
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¥

6.1.4 Unicidad

Definición 6.21 Sea p ∈ A un primo y M un A-módulo. Llamaremos p-
componente de M a

Mp := {y ∈ M | pky = 0 para algún k ∈ N}.

Nota 6.22 Mp ⊂ M es un submódulo. Además, si p1, . . . , pr son primos dis-
tintos, es decir, no asociados,

Mp1 ∩ (Mp2 + · · ·+ Mpr ) = (0).

En efecto, si y1 ∈ Mp1 ∩ (Mp2 + · · · + Mpr ), y1 = y2 + · · · + yr, con yi ∈ Mpi .
Existen ki ∈ N, 1 ≤ i ≤ r, tales que pki

i yi = 0. Aśı, pk1
1 y pk2

2 · · · pkr
r ∈ Ann(y1).

Por la identidad de Bezout, 1 = m.c.d.(pk1
1 , pk2

2 · · · pkr
r ) ∈ Ann(y1). Luego se

tiene que y1 = 0.

Teorema 6.23 Sea M un A-módulo de torsión finitamente generado. Enton-
ces, la p-componente de M es nula salvo para un número finito de primos p:
p1, . . . , pr. Además, M = Mp1 ⊕ · · · ⊕Mpr .

Demostración: Sean x1, . . . , xs, generadores de M . Sean p1, . . . , pr todos los
primos que aparecen en la descomposición factorial de los di, Ann(xi) = (di),
1 ≤ i ≤ s. Entonces, Axi ⊂ Mp1 + · · ·+ Mpr . En efecto, si di = pk1

1 · · · pkr
r , por

ser 1 = m.c.d.(pk1
1 , pk2

2 · · · pkr
r ) la identidad de Bezout asegura que existen α y

β ∈ A, tales que 1 = αpk1
1 +βpk2

2 · · · pkr
r . Entonces, xi = xiαpk1

1 +xiβpk2
2 · · · pkr

r .
Al ser xiβpk2

2 · · · pkr
r ∈ Mp1 , bastará probar que xiαpk1

1 ∈ Mp2 + · · ·+Mpr . Pero
esto sigue por inducción, ya que Ann(xiαpk1

1 ) = (pk2
2 · · · pkr

r ).
Se tiene entonces que M = Mp1 + · · · + Mpr . Además, por ser los primos pi

distintos, la suma es directa (Nota 6.22).
Si p es un primo distinto de los pi, Mp ⊂ Mp1 + · · ·+ Mpr , luego (Nota 6.22)

Mp = Mp ∩ (Mp1 + · · ·+ Mpr ) = 0.

¥

Demostración: La existencia está probada en Corolario 6.16. Veamos la
unicidad. Supongamos

M ' A/a1 × · · · ×A/am ' A/b1 × · · · ×A/br,

con am ⊂ am−1 ⊂ · · · ⊂ a2 ⊂ a1 ⊂ A, br ⊂ br−1 ⊂ · · · ⊂ b2 ⊂ b1 ⊂ A, a1 6= A y
b1 6= A.
Sean s y t, 1 ≤ s ≤ m, 1 ≤ t ≤ r, tales que 0 = am = am−1 = · · · = as−1 =
br = br−1 = · · · = bt−1, ai 6= 0, para todo i ≤ s, bi 6= 0, para todo i ≤ t.
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Tendremos que

M ' A/a1 × · · · ×A/as ×Am−s ' A/b1 × · · · ×A/bt ×Ar−t.

Aśı,
Tor(M) ' A/a1 × · · · ×A/as ' A/b1 × · · · ×A/bt,

y M/Tor(M) ' Am−s ' Ar−t. Por estar el rango de un módulo uńıvocamente
determinado m− s = r − t. Luego, m = r ⇐⇒ s = t.
Podemos reducirnos a probar el teorema en el caso en que M sea un módulo de
torsión. En este caso, podemos considerar los ideales ai y bi de la forma (pe),
con p primo y e ∈ N (Corolario 6.20).
Por tanto, fijando el primo p, la p-componente de M , Mp, se obtendrá tomando
la suma directa de todos los sumandos correspondientes a ideales de la forma
(pe). Esta debe coincidir en ambas descomposiciones. Por el teorema 6.23,
podemos reducirnos al caso en que M = Mp.
Supongamos entonces

M ' A/(pe1)× · · · ×A/(pes) ' A/(pf1)× · · · ×A/(pft),

con e1 ≤ · · · ≤ es, y f1 ≤ · · · ≤ ft.
Tenemos que probar que s = t y ei = fi para todo i = 1, . . . , s. Sea k ∈ N. Se
tiene que pkM = {pkx | x ∈ M} es un submódulo. Se verifica:

pkM ⊂ · · · ⊂ p2M ⊂ pM ⊂ M.

Sea M (k) = pkM/pk+1M. M (k) es un A-módulo y un A/(p)-módulo porque
Ann(M (k)) = (p). Por ser (p) un ideal maximal de A, A = A/(p) es un cuerpo.
Aśı, M (k) es un A-espacio vectorial.
Si k ≥ es se tiene que pkM = 0. En otro caso,

pkM = pkA/(pel+1)× · · · × pkA/(pes),

siendo el ≤ k < el+1.
El A-módulo pkM está generado por

F1 = (pk + (pel+1), 0, . . . , 0)
...

Fs−l = (0, . . . , 0, pk + (pes)).

Las clases de los Fi generan M (k) como A-espacio vectorial. Para ver que
forman base, bastará ver que son no nulos. Si Fi ∈ pk+1M = p(pkM), Fi =
p

∑s−l
j=1 ajFj , con aj ∈ A. Por tanto, pk + (pel+i) = aip

k+1 + (pel+i). Es decir,
pk(1− aip) ∈ (pel+i). Como p no divide a 1− aip, tiene que ser k ≥ el+i lo que
es una contradicción.
Es decir, la dimensión como espacio vectorial de M (k) coincide con el número
de ei tales que k < ei. Análogamente, será el número de fi tales que k < fi.
Tomando k < min(e1, f1), tendremos que dim(M (k)) = s = t.
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Si suponemos que e1 6= f1, y por ejemplo e1 < f1, tomando k = e1 < f1,
tendŕıamos que dim(M (k)) = s−1 = s, lo cual es imposible. Por tanto, e1 = f1.
De forma análoga se deduce que ei = fi para cada i. ¥

Definición 6.24 Los ideales am ⊂ am−1 ⊂ · · · ⊂ a2 ⊂ a1 se denominan facto-
res invariantes del módulo M .

6.2 Aplicaciones

6.2.1 Formas canónicas de Jordan

En lo que sigue k será un cuerpo y V un k-espacio vectorial de dimensión finita
d ≥ 1. Dado un endomorfismo f : V → V , podemos definir una estructura de
k[X]-módulo sobre V de la siguiente forma:

(
m∑

i=0

aiX
i) · v :=

m∑

i=0

aif
i(v)

para todo polinomio
∑m

i=0 aiX
i ∈ k[X] y todo v ∈ V .

Lema 6.25 El k[X]-módulo V anterior es f.g. y de torsión.

Demostración: Es claro que todo sistema (finito) de generadores de V como
espacio vectorial también es un sistema de generadores de V como k[X]-módulo.
Para ver que V es un k[X]-módulo de torsión, tomemos un v ∈ V cualquiera y
consideremos la familia de elementos de V siguiente:

v, f(v), f2(v), f3(v), . . .

Como V es de dimensión finita, la familia anterior ha de ser linealmente depen-
diente, de donde deducimos la existencia de un polinomio no nulo p(X) ∈ k[X]
tal que p(X) · v = 0. ¥

Consideremos una base B = {u1, . . . , ud} de V (como k-espacio vectorial) y la
aplicación k[X]-lineal π : k[X]d → V dada por:

π(p1, . . . , pd) =
d∑

i=1

piui,

que es sobreyectiva.

Proposición 6.26 En la situación anterior, sea M = (aij) la matriz de f

respecto de B, i.e. f(ui) =
∑d

j=1 aijuj. Entonces las filas de la matriz

XI −M =




X − a11 −a12 . . . −a1d

−a21 X − a22 · · · −a2d

...
...

. . .
...

−ad1 −ad2 . . . X − add



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forman un sistema de generadores (y de hecho una base) de kerπ.

Lema 6.27 Dado λ ∈ k, el k[X]-módulo k[X]/((X − λ)n) admite una base
como k-espacio vectorial B = {e1, . . . , en} tal que

X · e1 = λe1 + e2, . . . , X · en−1 = λen−1 + en, X · en = λen,

o lo que es lo mismo, la forma matricial de la multiplicación por X respecto de
la base B es 



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ




.

Nota 6.28 El teorema de estructura del k[X]-módulo V (k[X] es un D.I.P.)
(teoremas 6.15, 6.5, corolario 6.20) junto con la proposición 6.26 y el lema
6.27 nos permiten dar una nueva prueba del Teorema de Jordan en el caso de
que k sea algebraicamente cerrado, o si se quiere, en el caso en que todos los
autovalores de f estén en k. Es más, el teorema 6.5 nos proporciona un método
de cálculo de la forma de Jordan.
En el caso k = R también podemos obtener una prueba de la existencia de la
forma canónica real, aśı como un método de cálculo.

6.2.2 Ecuaciones lineales con coeficientes enteros

Sea A un dominio de ideales principales. (En particular, para A = Z)

Teorema 6.29 La condición necesaria y suficiente para que un sistema de
ecuaciones lineales con coeficientes en A tenga solución, es que el rango de
la matriz ampliada coincida con el rango de la matriz de los coeficientes, y el
máximo común divisor de los menores no nulos de orden igual al rango coincida
en ambas.

Nota 6.30 El cálculo de matrices P y R asociadas a la matriz Q del sistema
(Nota 6.6) nos proporciona un método para resolver el sistema. Sea





a11x1 + · · ·+ a1mxm = c1

...
...

an1x1 + · · ·+ anmxm = cn

el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en A. En el caso A = Z se
llaman ecuaciones lineales diofánticas.
Matricialmente escribiremos Qxt = ct. Sean P y R tales que PQR = D forma
normal de Smith de Q.
El sistema diagonal Dyt = Pct tiene solución si y sólo si la tiene el de partida.
En este caso, las soluciones del de partida serán xt = Ryt.
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Nota 6.31 Si el sistema es homogéneo siempre existe solución. Además, el
conjunto de soluciones es un submódulo M ⊂ Am. Si α0 ∈ Am es una solución
particular del sistema, entonces

α0 + M = {α0 + α | α ∈ M},

es el conjunto de soluciones del sistema.

Ejemplo 6.32 No es cierto en general que al tomar vectores de Am que formen
una base como K-espacio vectorial del conjunto de soluciones en Km del sistema
homogéneo, obtengamos un sistema generador de M .
Tomando x1 − x2 = 0, una base de soluciones en Q2 seŕıa (3, 3) que no genera
M = 〈(1, 1)〉 ⊂ Z2.
Otro ejemplo, x1 + 4x2 − 2x3 = 0 para el que

M = 〈(−4, 1, 0), (2, 0, 1)〉 ⊂ Z3,

ya que si Q =
(

1 4 −2
)
, PQR =

(
1 0 0

)
para P =

(
1

)
y R =


1 −4 2
0 1 0
0 0 1


 .

Se tiene que el conjunto

{(−4, 1, 0), (0, 1, 2)} ⊂ M

es base de soluciones en Q3. Sin embargo,

M 6= N = 〈(−4, 1, 0), (0, 1, 2)〉,

pues la forma normal de Smith de
( −4 1 0

2 0 1

)
es

(
1 0 0
0 1 0

)
, mientras

que la de
( −4 1 0

0 1 2

)
es

(
1 0 0
0 2 0

)
.
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