TEORIA DE ALGEBRA: Tema 7. DIPLOMATURA DE ESTADISTICA 1

Tema 7: Estructura euclidea de R”

1 Producto escalar

Definicién. 1.1 Dados x = (21,...,Zn), ¥ = (y1,.-.,Yn) € R™ definimos el producto escalar de x

e y como el nimero
n
Xy= E LilYi-
i=1

Proposiciéon. 1.2 Dados u, v, w € R", a € R, se verifica:

H)u-u>0
2)u-u=0 <= u=0
3 u'v=v-u
Hu-(v+w)=u-v+u-w
5) u-(av) =alu-v)
Definicién. 1.3 Dado u = (uq,...,u,) € R" definimos la norma de u como,
1
u 2
o = v - (3
i=1

Proposiciéon. 1.4 Dado u € R” y a € R, se verifica:

D) Jluff =0

2) Jul=0 <= u=0

3) llaul| = |af|ull
1 . .

4) Wu es un vector unitario, es decir, de norma 1.
u

Proposicién. 1.5 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
Vu, v eR", fu-v| < [[uf|v]

es decir, si u = (ug,...,u,) y v=(v1,...,0p),

Zuivi < (Z uf) <Z vf) .
i=1 i=1 i=1

Ademis, dicha desigualdad es una igualdad si y sélo si u y v son proporcionales.

Teorema. 1.6 (Desigualdad triangular)

Vu,v e R, flu+ v < flufl + [|v]|
Ademas, dicha desigualdad es una igualdad si y sélo si existe o € R, a > 0 tal que u = av.
Corolario. 1.7 (Teorema de Pitdgoras)

Vo, veR™, u-v=0 <<= [u+v|?=]ul®+|v|>
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2 Ortogonalidad

Definicién. 2.1 Dados u # 0,v # 0 € R", definimos el dngulo entre u y v como el nimero

a = (u,v) dado por:
u-v

COS Q¥ =
[[ul[[[v]

Definicién. 2.2 Dados u,v € R", decimos que u y v son ortogonales, y lo denotamos por u L v,
siu-v=0.

Lema. 2.3 Dados u,v € R", u,v # 0,

ulv < (uv)= g
Definicién. 2.4 Dados u = (uq,...,uy),v = (v1,...,v,) € R™, definimos la distancia entre u 'y v

como el nimero

dist(u,v) =|lu—v| = (2:@z - vi)2> .

i=1

3 Bases ortonormales. Método de Gram-Schmidt

Definicién. 3.1 Un conjunto {aj,...a,} C R™ es un sistema ortogonal si

Vi,j=1,...r, i1 #3j, a;-a; =0.

Definicién. 3.2 Un conjunto {ay,...a,} C R™ es un sistema ortonormal si

. 1 si i=j
Vi,j=1,...,r a,--aj:{o . z;é;

En otras palabras, el conjunto dado es ortonormal si es ortogonal y todos sus elementos tienen norma
1.

Proposicién. 3.3 Si {a;,...a.} C R" es un sistema ortonormal entonces es linealmente indepen-
diente.

Nota. 3.4 La proposicién es vilida también para sistemas ortogonales, con tal de ser todos los
vectores distintos de 0.

Definicién. 3.5 Sea W C R™ una v.l. y B = {uy,...,u,} una base de W. Diremos que B es una
base ortogonal de W, abreviadamente B.O.G., si B es un sistema ortogonal. Andlogamente, diremos
que B una base ortonormal de W, abreviado B.O.N., si es un sistema ortonormal.

Proposicién. 3.6 Sea W C R" una v.l. y B = {uy,...,u,} una base de W. Sea A = (a;;) € M,
la matriz simétrica definida por

VZ',].:l,...T, G5 = W; - 4.
Entonces, dados u,v € W con ug = (ay,...,a,) vg = (f1,..., ) se tiene

T
u-v= E aijoiB; = thBAVB.

,j=1
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En particular, si B es B.O.N., tenemos

T
u-v= g ;3 = u%vlg.

i=1

A continuacién veremos un método para obtener una base ortonormal a partir de una base
cualquiera.

Método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt:

Sea W C R" unav.l. y B={ai,...,a,} una base de W. El método de Gram-Schmidt construye
una B.O.N. de W, B’ = {uy,...,u.}, tal que

L({ai1}) = L({ui})
L({a1,a2}) = L({u1,uz})

L({al, cooart)=L{uy, ... w0 }).

Proposicién. 3.7 Dada W C R"™ una variedad lineal y una base {aj,...,a,}, construimos una
base ortogonal {z1,...,2.}, tal que L(a;) = L(z1),...,L(a1,...,a;) = L(z1,...,%;)

Para obtener una BON basta con tomar:

g k=1,...,r

4 Cambio de bases ortonormales. Matrices ortogonales
Definicién. 4.1 Diremos que A € M,, es ortogonal si A® = A~!, es decir,
AtA = AA' =T

Proposicién. 4.2 Sea A = [a4]...|a,] € M,, ortogonal. Entonces,

{ai,...,a,}
es una base ortonormal de R™.
Proposicion. 4.3 Si A € M,, es una matriz ortogonal sus filas forman una base ortonormal de R".
Teorema. 4.4 Sean By B’ dos bases ortonormales de R” y A € M,, la matriz de cambio de base,

xp = Axp.

Entonces, A es ortogonal.

5 Complemento ortogonal de una variedad

Definicién. 5.1 Sean W y W’ dos subconjuntos de R™. Diremos que W y W' son ortogonales, y
lo denotamos por W L W'/ si:

vxeW,VyeW', x-y=0.
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Proposicion. 5.2 Se verifica:
1) SixeR*"y W = L({a1,...,an}) € R" entonces,
{x} LW — Vi=1,...,m, x-a;=0.

2) SiH, H CR", H1H < L(H)LLH).

3) Si Ly W son v.l. de R",
L1W = LnW={o}

Definicién. 5.3 Dado H C R", definimos el complemento ortogonal de H como

t={xeR": VycH x-y=0}
Proposicién. 5.4 Sean H,G C R"™. Se verifica:

1) H* es una v.l. de R™.

2) HL HYy HC (HYH),.

3) H* es el mayor subespacio de R™ ortogonal a H.
)

4) HCG = G+tcH.

Teorema. 5.5 Si L C R" es una v.l. entonces
R"=L&L"
En particular, dim(L*) = n — dim(L) y (L*)* = L.
Proposicién. 5.6 Dada una v.I. L C R”, L+ es la tinica variedad lineal de R™ tal que:
R'=L@®Lt y LLL*

En particular, si L es una variedad lineal (L+)+ = L.

6 Proyeccién ortogonal

Definicién. 6.1 Dada L C R" v.l. y x € R", puesto que R” = L @ L1, existen unos tinicos x; € L
y X € Lt tales que
X = X1 + Xo.

X1 se denomina proyeccion ortogonal de x sobre L.

Teorema. 6.2 Sea L C R" una v.l. y x € R, x; € L. Son equivalentes:

1) x; es la proyeccién ortogonal de x sobre L.
2)VyeL, x-y=x1"Yy.

3) vy eL, [x—yll =[x —x].
La igualdad se da si sélo si y = x;.
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Nota. 6.3 Dados x € R™ y una v.l. L CR"™, sea x1 la proyeccion ortogonal de x sobre L, entonces,
para todo'y € L tenemos

dist(x,y) = |x = y[ =[x = x| = dist(x, x1),

es decir, la proyeccion ortogonal de x sobre L es el vector de L mas préximo a x.

Definicién. 6.4 Dada una v.I. L C R"” y x € R" decimos que u € L da la distancia minima de x
a L si:
VvelL, [x—ul|<]|x—v|.

Definimos la distancia de x a L como

dist(x,L) = ||x —u| = min{|x —v| : veL}.

Nota. 6.5 Acabamos de probar que la proyeccidn ortogonal es el vector (es inico) que da la dis-
tancia minima.

7 Pseudosoluciones

Definicién. 7.1 Dado un S. E. L. (S) : Ax = b, con A € M,,xn, diremos que xo € R™ es una

pseudosolucion de () si:
Yu eR", [Au-Db| > ||Axo — b].

Proposicién. 7.2 Sea (S): Ax =b, con A € M,,x, vy b € R". Se verifica:

1) Si (S) es compatible, toda solucién de (S) es una pseudosolucién.
2) (S) es compatible = b e C(A).

3) up € R™ es una pseudosolucién de (S) si y sélo si Aug es la proyeccién ortogonal de b sobre

C(A).

Definicién. 7.3 Dado (S) : Ax = b, llamaremos sistema normal asociado a (.59), al sistema:
(8"): A'Ax = A'b.

Proposicién. 7.4 Dado (S) : Ax = b, up € R" es una pseudosolucién de (S) si y sélo si es una
solucién del sistema normal asociado, es decir,

ug es pseudosolucién — At Auy = A'b.

En particular, deducimos que el sistema normal asociado siempre es compatible.

Puesto que las pseudosoluciones de un sistema son la soluciones del sistema normal asociado
(que siempre es compatible) en general, pueden existir mas de una pseudosolucién. Los siguientes
resultados aclaran cuando es asi.

Lema. 7.5 Dada A € M,,«, se verifica:
r(A) = r(A'A).

Proposicion. 7.6 Dados A € M,,un, (S) : Ax = by (5') : A'Ax = A'b el sistema normal
asociado, se tiene:
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e Si r(A) = n entonces (S’) es compatible determinado y, por tanto, (S) posee una tUnica
pseudosolucién
xo = (A'A)"1A'b.

e Si r(A) < n entonces (S’) es compatible indeterminado y, por tanto, existen infinitas pseu-
dosoluciones.

De este modo, en ciertas ocasiones existen infinitas pseudosoluciones para un S.E.L. dado, por
lo que podemos preguntarnos cual de ellas es, en cierto sentido, la mejor. A continuacién veremos
un criterio para elegir dicha pseudosolucién.

Definicién. 7.7 Dado (S) : Ax = b con A € M, x, llamaremos pseudosolucién 6ptima de (S) a
la pseudosolucién, xg, de norma minima, es decir,

o]l = minimo({}x|| : A'Ax = A'b}).

Proposicion. 7.8 Dada A € M,,,«, se verifica

En particular, R" = F(A) @ N(A).
Teorema. 7.9 La pseudosolucién éptima (es decir, de norma minima) del sistema (5) : Ax = b, es
la tnica psedosolucién xg de (S) tal que

Xo € F(A)

Més atin, x¢ es la proyeccién ortogonal sobre F(A) de una pseudosolucién cualquiera de (.5).

8 Calculo de la proyeccion ortogonal

Sea L C R™ una variedad lineal con dim(L) = r y b € R™. Queremos hallar la proyeccién ortogonal
de b sobre L. Para ello disponemos de dos métodos.

1) Sea B ={uj,...,u,} una B.O.N. de L. Entonces podemos razonar como sigue:
Puesto que b € R” = L @ Lt tenemos

b:b0+V,

siendo by € L la proyeccién ortogonal de b sobre L y v € L*. Puesto que B es B.O.N, se

tiene .
by = A
i=1

donde Vi=1,...,7, A\; =bg-u; =b-u;. Luego,

T

bo = Z(b . ui)ui.

=1

2) Supongamos ahora que poseemos una base A = {aj,...,a,} no necesariamente ortogonal,
entonces la matriz
A=lai]...|a;) € Myuxr

es tal que r(A) = ry C(A) = L, por ser B una base de L. En consecuencia, (S) : Ax = b,
posee una unica pseudosolucién xy € R”. En tales circunstancias, sabemos que Axq es la
proyeccién ortogonal de b sobre C(A) = L.

Resumiendo, podemos calcular la proyeccién ortogonal de b sobre L del siguiente modo:
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1) Obtener una base A= {ay,...,a,} de L.
2) Plantear el sistema (S): Ax =b con A = [a;]...|a,] € My,

)
)
3) Obtener una pseudosolucién xq de (.5).
4)

by = Axg es la proyeccién ortogonal de b sobre L.

9 Ajuste de datos por minimos cuadrados

Supongamos que tenemos cierta cantidad de datos

(tlﬂyl)v (t27y2)a sy (tmaym)v

siendo t; # t; para i # j, y queremos hallar la “mejor” relacién del tipo y = at + b a la hora de
describirlos. Es decir, pretendemos que, para cada t;, el valor

at; +b

sea lo mas parecido posible (en algin sentido) al valor y;. Una forma de proceder es la siguiente:

Consideremos el S.E.L.

1 = tia+ b
y2 = toa+b
(S):9 .
Ym = tma-+ b
Matricialmente,
t1 1 Y1
t2 1 a Y2
%) : [ b ] -

t, 1 Ym

donde a y b son incognitas.

Normalmente (5) serd incompatible y, por tanto, deberemos conformarnos con sus pseudosolu-
ciones, esto es, las soluciones del sistema normal asociado

itf iti thyz
(8" : i=1 i=1 {‘;

St | S

Una solucién (ag, by) de (S”) tiene la propiedad de hacer

n
ao |
bo :

Ym

minima, en otras palabras
m
E? = Z[(aoti +bo) — yil?
i=1

es minimo.

Geométricamente, y = agt+bg nos da la recta que mejor se ajusta a los puntos (t1,41), - - -, (Em, Ym)-
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Nota. 9.1 El ajuste de datos por el método de minimos cuadrados no se restringe sélo a rectas,
puesto que, en general, podemos ajustar datos por minimos cuadrados utilizando para ello pardbolas,
polinomios de grado fijo u otro tipo de funciones. Por ejemplo, si pretendemos ajustar los datos

(t17y1)v (th yZ)v SERE) (tTrL7ym)a

mediante una pardbola,
y=at® +bt+c,

bastara considerar el sistema

ot 1 Y1

3t 1 a Y2
S): | . . b | =1 .

2 tm 1 Ym

y razonar como antes, resolviendo el sistema normal asociado (S').



