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Tema 4: Estructura vectorial de R".

1 Definiciones y propiedades
Definicién. 1.1 Denotaremos por R™ al conjunto de todas las n-tuplas de niimeros reales, es decir:
R*"={ (a1,...,an): a; €ER, i=1,...,n}.

Notaremos los elementos de R™ por a, b, ¢, etc. y los denominaremos vectores. Ademds dado
a=(a1,...,ay), para cada i =1,...,n, el ndmero a; se denominard componente i-ésima de a.

Nota. 1.2 Observemos que dados a, b € R"se tiene
a=Db — a;=b; Vi=1,...,n.

En particular, identificaremos cada vector a € R™, con una matriz columna (de orden n x 1).

Definicién. 1.3 Dados a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,) € R™ definimos la suma de a y b como
el vector
a+b= (a1 +b1,...,an +by).
Es facil comprobar que la suma tiene las siguientes propiedades:

Proposiciéon. 1.4 Dados a, b, ce R" se verifica:

a) Propiedad asociativa:

a+(b+c)=(a+b)+c.

b) Prop. conmutativa:

a+b=b+a.

c¢) Elemento neutro: existe 0 € R™ tal que

O+a=a+0=a.

d) Elemento opuesto: dado a€ R™ existe —a € R™ tal que

(—a)+a=a+(—a)=0.
Definicién. 1.5 Dados o € R y a € R™ definimos:

aa = (aay,...,qa,).
De nuevo resulta facil establecer las siguientes propiedades:
Proposicién. 1.6 Dados o, § € Ry a, b € R", se verifica:

1. (a+ pla=aa+ fa
2. ala+b)=aa+ab
3. a(fa) = (af)a

4. la=a
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Se dice que R™ es un espacio vectorial sobre R.

Proposicion. 1.7 Dados a, 8 € Ry a, b € R”, se verifica:
1. 0a=0ya0=0
2. (-l)a=-a

ca=0 = (a=06a=0)

- W

ca=fPaya#0=a=7
5 cpa=abya#0 = a=b

6. a(—a) = —(ea) = (—a)a

2 Dependencia lineal

Definicién. 2.1 Dados ay,...,a, € R™ una combinacién lineal de ai,...,a, es un vector del tipo:

arag + - +arar

para ciertos aq,...,q, € R.
Definicién. 2.2 Diremos que aj,...,a, € R” son linealmente dependientes si el vector 0 puede
expresarse como una combinacion lineal, no trivial, de ellos, es decir, si existen Aq,...,A- € R no

todos nulos, tales que:
Aa; +---+ Aa,.=0.

Diremos que ay,...,a, € R™ son linealmente independientes, si

Mag+---+Na.=0 = A=0,....\.=0.

Proposicién. 2.3 Los vectores aj,...,a, € R" son linealmente dependientes si y sélo si uno de
ellos es combinacién lineal de los demés.

Proposicién. 2.4 Sean H, H' C R™ dos conjuntos finitos. Se verifica:
i) Si 0 € H entonces H es linealmente dependiente.

ii) Si H es lin. dep. y H C H' entonces H’ es lin. dep.

iii) Si H es lin. indep. y H' C H entonces H' es lin. indep.

Obviamente el hecho de que un conjunto de vectores sea linealmente dependiente, o indepen-
diente, no depende del orden de dichos vectores. Ademés tenemos las siguientes propiedades, que
nos permitirdn desarrollar un método para estudiar la dependencia lineal de un conjunto finito de
vectores:

Proposicién. 2.5 Sea H = {ay,...,a,} CR" y a € R, o # 0. Se verifica:

a) Fijadoi=1,...,rst H ={ay,...,aa;,...,a,}, entonces

Hesl d. (ol.i) <= H'esl d (ol i).
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b) Fijados 4,5 =1,...,r, i # j si

H” = {al, e, A4-1,Q4 + aajg, a1, ... ,ar},
entonces
Hesl d (ol i) <= H"'esl d. (ol i).
Definicién. 2.6 Diremos que H = {ay,...,a,} es escalonado si la matriz cuyas filas son ay, ..., a,

es escalonada por filas.

Proposicién. 2.7 Si H = {ay,...,a,} es escalonado y todos los vectores son distintos de 0, en-
tonces los vectores ay,...,a, son linealmente independientes.

Utilizando estos dos resultados, a la hora de determinar la dependencia, o independencia, lineal
de un conjunto finito de vectores, podemos razonar como sigue:

Sea H ={ay,...,a,} CR" ysea A € M,,x, la matriz que tiene como filas los vectores de H.
Sabemos que A es equivalente por filas a una matriz escalonada F.

Podemos asegurar entonces que:

i) H es 1. i. siy sélo si los vectores formados por las filas de E son 1. i.

ii) Las filas de E son 1. i. si y sélo si ninguna de ellas es nula.

3 Variedades lineales. Bases

Definicién. 3.1 Dado L C R", decimos que L es una variedad lineal (o subespacio vectorial) de
R™ si L # () y verifica:

1)Vx,yeL, x-ye€lL.
2) VaeR, VxeR", axelL.

Lema. 3.2 Dada una variedad L de R”, se verifica:

1) 0e L.

2)VxelL, -—-xe€lL.

3)Vx, yeL x+yel.

)
)
)
) Va BER Vx,yeL, ax+pfy€eL.

Definicién. 3.3 Sea H C R". Definimos la variedad lineal generada por H , como

LH) ={ma,+ - +ara,: ai,...,a, ER, aj,...,a, € H, r € N},

es decir, L(H) es el conjunto formado por todas las posibles combinaciones lineales de elementos de
H. Por definicién, si H = () entonces L(H) = {0}.

Lema. 3.4 Dado H C R", L(H) es la menor variedad lineal que contiene a H.

Proposicién. 3.5 1. L({ai,...,a;,...,4;,...,a,}) = L({ai,...,a;,...,a;,...,a,})

2. Sea o # 0, entonces L({ay,...,a;,...,a,}) = L({a1,...,0a;,...,a,})
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3. Seaar € Rei # j, entonces L({as,...,a;,...,a;,...,a,}) = L{a1,...,a+aa,,...,a;,...,a,})
4. L({a1,...,a.}) = L({ar,...,a,, > iy N })
Proposicién. 3.6 Sean H, F C R". Se verifica:

1) HC L(H).
2) Si H C F entonces L(H) C L(F).

Definicién. 3.7 Sea W C R™ una variedad lineal y H C W tal que L(H) = W. Diremos entonces
que H genera W, o que H es un conjunto de generadores de W.

Definicién. 3.8 (base)
Sea W C R™ una variedad lineal y B = {uy,...,u,.} C W. Diremos que B es una base de W si:

1) B es linealmente independiente.
2) L(B)=W.

Ejemplo.- Una base de R™ es (1,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,1).

En todo lo que sigue V serd una variedad lineal de R™, distinta de la variedad lineal {0}.

Lema. 3.9 Sean vi,vs,...,v, € V linealmente independientes y v € V. Se verifica una de las dos
posibilidades:

1. ve L(vy,...,Vy) ¥ V1,Va,...,Vy, Vv son linealmente dependientes.

2. V1,Va,...,Vy,,V son linealmente independientes.

Lema. 3.10 Sean A C S C V subconjuntos finitos de V' con A linealmente independiente y S
generador de V. Entonces existe una base B de V, tal que A C B C S.

Lema. 3.11 1. Todo conjunto finito de generadores de V' contiene una base de V.

2. Todo subconjunto finito de V' linealmente independiente puede ser ampliado a una base de V.

Lema. 3.12 (del intercambio) Sea x € V, x #20 y by,..., b, € V vectores linealmente independi-
entes tales que x € L({by,...,b,}), entonces, existe un i : 1 <i <r, tal que

1) by € L({b1,..., % ....by}), y por tanto L({b1,...,% ... by}) = L({b1, ..., b.}).

(i

2) {by,...,X,...,b,} es linealmente independiente.
Proposicién. 3.13 Sea V' C R™ una variedad lineal y B = {uy,...,u,,} una base de V. Si
{vi,..., v} € V son linealmente independientes, entonces m > r. Ademds, si m = r entonces
{V1,...,v,} es una base de V.
Corolario. 3.14 Sea V C R" una variedad lineal y B = {uy,...,u,,} una base de V. Se verifica:

a) Todas la bases de V tienen m elementos.

b) Todo subconjunto de V' linealmente independiente con m elementos es una base de V.
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¢) Todo conjunto con méds de m vectores es linealmente dependiente.

d) Todo sistema de generadores tiene al menos m elementos y si tiene m es una base.

Sean vi,...,Vv, vectores linealmente independientes de V. Se dice que forman un conjunto
méaximo de vectores de V linealmente independientes, si, dado cualquier elemento w € V, los
vectores vi,...,Vv,,w son linecalmente dependientes.

Un conjunto de vectores S = {vy,...,v,} de V se dice generador minimo de V| si todo subcon-
junto propio de S no es generador.

Proposicién. 3.15 a) Si S es un conjunto méximo de vectores linealmente independientes de
V', entonces S es una base de V.

b) Si S es un conjunto de vectores de V' generador minimo, entonces S es una base de V.

Teorema. 3.16 Toda variedad lineal de R™, no trivial, es decir, distinta de {0}, posee una base
con m < n elementos.

Dado que todas las bases de una variedad lineal tienen el mismo ntimero de elementos podemos
dar la siguiente

Definicién. 3.17 Dada una variedad lineal W C R"™ llamaremos dimensién de W, dim(W), al
ntmero de elementos de una base de W. Por definicién, dim({0}) = 0.

Lema. 3.18 Sea W C R™ una variedad lineal y B = {uy,...,u,,} una base de W. Entonces, dado
v € W, existen unos unicos aq,...,q,, € R™ tales que

m
vV = E ;5.
i=1

Definicién. 3.19 Sea W C R”™ una variedad lineal y B = {uy,...,u,,} una base de W. Dado
v € W llamaremos coordenadas de v respecto de B al dnico elemento vg = (a1,...,q,) € R™ tal

que
m
VvV = E a;4u;.
i=1

Proposicién. 3.20 Sea W C R™ una variedad lineal y B = {uy,...,u,,} una base de W. Se
verifica:

1) 05 = (0,...,0) € R™.

3

) 0

Q)VveW, VaeR, (av)p=ava.
Vv, weW, (v+w)g=vg+wg.
)

4) SiA={vy,..., v} CSWy A ={vig,...,v.5} € R™ entonces

Aesl d. (resp. L. i.) <= A’ esl d. (resp. L i.).
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4 Cambio de base

Sea L CR" unav. 1. y By = {uy,...,un}, Bo = {vi,...,v,,} dos bases de L. Entonces, dado
x € L existen (a1,...,am), (B1,...,0m) € R™ tales que:

XBy :(041,...,047”) y XBQZ(Bl)"'7ﬁ'"L)'

Sin embargo, jqué relacién existe entre xp, y x5,7 Para resolver esta cuestién, expresamos los
vectores de una de las bases, por ejemplo By, como combinacién lineal de los vectores de la otra
base, B1, de este modo, para cada j =1,...,m,

m
v, = Zpijui, es decir, (v;)B, = (P1j,- - - Dmj)-
i=1
Sea P = (p;j) € M,, la matriz que se obtiene colocando por columnas las coordenadas de los
vectores de By respecto de By, esto es,

P =[(vi)a,[(v2)s, |- |(vin)5,]-
Entonces, dado x € L, si x5, = (@1,..-,m) ¥ X8, = (01, ..., Om) tendremos
m m m m m m m
X = Zﬂjvj = Zﬂj Zpijui = ZZﬂjpzjui = Z Pij 5 |
j=1 j=1  i=1 j=1i=1 i=1 \j=1

Puesto que las coordenadas de un vector respecto de una base son 1inicas resulta

m
Yi=1,...,m, q :Zpijﬂj-
J=1

Matricialmente,
Vx € L, Xz, :PXBQ.
5 Rango
Definicién. 5.1 Dado H = {ay,...,a,} C R", llamamos rango de H, rang(H ), al nlimero maximo

de vectores linealmente independientes contenidos en H.
Proposicién. 5.2 Dado H = {ay,...,a,.} CR" r(H) =dimL(H).

Proposicién. 5.3 1. Sea H = {ay,...,a;,...,a,}, H = {a;,...,aa;,...,a,}, siendo o # 0,
entonces r(H) = r(H').
2. Sea H ={ai,...,a;,...,a,}, H ={a;,...,a; + aa;,...,a,}, siendo i # j entonces r(H) =
r(H').
Definicién. 5.4 Dada A € M, «, definimos:

e El espacio fila de A, F(A), es la variedad lineal de R™ generada por las filas de A. F(A) =
{x'A: x € R™} o bien escritos por columnas como F(A4) = {A'x : x € R™}.

e El espacio columna de A es la v. 1. de R™, generada por las columnas de A. C(A) = {Ax :
x € R"}.
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Definicién. 5.5 Sea A € M., «n.

a) Definimos el rango por filas de A como el rango del subconjunto de R™ formado por las filas
de A, consideradas como vectores de R™, es decir r(A) = dim(F(A)).

b) Definimos el rango por columnas de A como el rango del subconjunto de R™ formado por las
columnas de A, consideradas como vectores de R™, es decir r.(A) = dim(C(4)).

Definicién. 5.6 Llamaremos menor de una matriz A al determinante de cualquiera de sus subma-
trices cuadradas.

Definicién. 5.7 Definimos el rango por menores de una matriz como el mayor de los érdenes de
sus menores no nulos y lo denotaremos por r,,(A4).

Proposicién. 5.8 Si un menor de orden r # 0 de A es distinto de 0, y todos los menores de orden
r+1 de A son 0, entonces r,,(A4) = r:

Proposicién. 5.9 1. Si B es equivalente por filas a A, entonces F(B) = F(A) y por tanto
rp(B) =r(A). Si B es escalonada por filas, r;(B) = ntmero de filas no nulas de B.

2. Si B es equivalente por columnas a A, entonces C(B) = C(A) y por tanto r.(B) = r.(4). Si
B es escalonada por columnas, r.(B) = ntimero de columnas no nulas de B.

Proposicién. 5.10 Sise hace una transformacion elemental (por filas o columnas) en A obteniendo
B, entonces r,,(B) = r,,,(4).

Proposicién. 5.11 Si A es escalonada por filas (columnas), entonces 7,,(A) =ntimero de filas
(columnas) no nulas de A.

Proposicién. 5.12 Sea A € M,,,x,,. Entonces r7(A) = r,,,(A4).
Proposicién. 5.13 Sea A € M,,,x,,. Entonces r.(A4) = rp,(A).
Teorema. 5.14 Sea A € M, .. Entonces 77(A) = r,,(A) = r.(A).

Definicién. 5.15 Se define el rango de una matriz A, como su rango por filas, o su rango por
columnas o su rango por menores. Dicho nimero se denotard por r(A).

Dada A € M,,xn sabemos que existen matrices regulares P € M,, y Q € M,, tales que

=[5 8]

Podemos asegurar entonces: r(A) = 7.
Teorema. 5.16 Dadas A, B € M,,,x,. Ay B son equivalentes < r(A) = r(B).

Proposicién. 5.17 Se tienen las siguientes propiedades:

a) Si A € M,,, entonces
A es regular — r(A4) = n.

b) Dada A € My,xn, si P € M,, y Q € M,, son regulares, entonces
r(PAQ) = r(4).
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c) Para toda A € My, xn, r(A) = r(A?).
d) Si A€ Mpxpy B € Mpyy, entonces
r(AB) < min(r(4), r(B)).
Proposicién. 5.18 Si en una matriz A un menor de orden r es distinto de cero y los orlados con la

fila p y restantes columnas son cero, entonces la fila p es combinacién lineal de las filas que entran
en el menor.



