Facultad de Matematicas
Departamento de Algebra

Capitulo 2

Nociones basicas de curvas

Antes de comenzar, debemos decir unas palabras sobre una consecuencia
importante de las notas 1.2.14 y del teorema 1.2.15. Sea A un dominio factorial
y sean

f(X) = acXP +a XP ' +---+a,1X+a,, as+0
boX1+ b1 XUt + ...+ by 1 X +Dby, bo#0

Q
e
I

dos polinomios en A[ X ] de grado positivo. Las notas nos dicen que la resultante
R es simétrica en las raices x;, i = 1,...,n y en las raices y;, j = 1,...,m por
separado, cosa por otra parte evidente, por las relaciones de Cardano y porque
la resultante es un polinomio en los coeficientes. Por otra parte, el teorema
nos dice que la resultante R es homogénea de grado pq en las raices x;, Y,
i=1,...,p,J=1,...,q. El teorema 1.2.12 nos dice entonces que la resultante
R es un polinomio en (ao, a1,...,ap) Yy (bo, b1,...,b,) tal que, otorgando a a; y
b; los grados iy j, respectivamente, cada termino de R es homogéneo de grado
pq.

Esto tiene una consecuencia trascendental cuando se trata con formas en
mas de una variable. Supongamos que F,G € C[yo, Y1,...,Yn] son dos for-
mas distintas de cero de grados respectivos p y q. Fijandonos en una variable,
digamos 7y, que aparezca en una de las dos, podemos escribir

F = aoyh+ayh '+ - +a, 1yn+a,
G = boyh+biyat+ -+ by 1yn+by,
donde a; b; pertenecen a C[ o, ¥1,...,Yn-1] ¥ son formas, de grados respecti-

vos i, J. Si R es la resultante, o bien R = 0 (con lo que no hay nada que decir),
o bien R # 0y, entonces, es homogénea de grado pgqg en (Yo, Y1---, Yn-1)-
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2.1. Curvas proyectivas planas

Operaremos sobre el cuerpo complejo C. Consideraremos siempre el espa-
cio afin C" sumergido en el proyectivo P¢, n > 2, en la forma:

(ai,...,an) — L:asr:...:an).

Las coordenadas proyectivas seran designadas normalmente por la notacion
clasica (yo: y1:...:vn) Y las afines por (x4,...,Xy), luego el hiperplano del in-
finito tiene como ecuacion Yo = 0. Los anillos correspondientes seran P =
Clyo,>1,--sYnly A=Clxy,..., xnl.

Recordemos de 1.1.3.1 que, si 0 # F € P es una formade grado my Q =

Definicion 2.1.1.- Una hipersuperficie proyectiva es el conjunto V(F) de los
puntos de P¢ que anulan a una forma 0 = F € P de grado positivo. Se dira que
F = 0 es una ecuacion de V (F).

Tenemos que hacer algunas aclaraciones sobre las hipersuperficies proyec-
tivas.

Notas 2.1.2.—

2.1.2.1. Vamos a tratar, en primer lugar, de las ecuaciones de las hipersuper-
ficies proyectivas. No podemos perder de vista que, por 1.1.2.3, la forma F
factoriza en producto de formas, luego se podra escribir

F=F* - -FF,

donde las F; son irreducibles. En este caso, V(F) = V(Flrl) U---UV(FP) Y,
como es claro que V(Fl-”') = V(F;), tenemos que V(F) = V(F1) U - - - UV (Fs).

Sea G = F; - - - Fs, entonces V(G) C V(F). Hay algo que es importante, y es
el siguiente

2.1.2.2. Aserto: Sea H € P una forma tal que H(Q) =0, VQ € V(F); entonces
G|H. En efecto, tomemos un factor irreducible cualquiera, digamos F;, que su-
ponemos de grado m, y sea R; la resultante de H y F; con respecto a alguna de
las variables que aparezcan en F;, digamos ;. Si R; = 0, entonces H y F; deben
tener un factor comun, que no puede ser otro que F; por irreducibilidad, luego
F1|H. Supongamos que R; # 0; entonces R; es una forma de grado mh, donde
h es el grado de H, en las variables (yq, V1 ..., Yn). Existe un punto proyectivo
Qi = (49:41:---:dn_1) tal que R1(q0,41,---,9y,-1) * 0. Por tanto, debe existir
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embargo, no puede anular a H por no anular Q] a la resultante. Esto contradice
la hipotesis de que H se anula sobre todos los puntos de V(F), luego R, = 0.
Esto prueba que H es divisible por todos los factores irreducibles F;, luego que
G|H.

2.1.2.3. Como consecuencia inmediata de este aserto se deduce que V(F) =
V(G), con lo que podemos tomar siempre como ecuacion de una hipersuper-
ficie una forma sin factores maltiples, cosa que haremos siempre en el futuro.
Los factores Fi,...,F; estan univocamente determinados salvo producto por
constantes. Es claro, entonces que

V(F) =V(F))uU---UV(F)
y a las V (F;) se les llama las componentes irreducibles de V (F).

2.1.2.4. A veces nos interesaran las figuras de P¢ definidas por la anulacion de
una forma F de grado m > 0, el la cual F pueda tener factores multiples. Esto
facilitara el lenguaje. Por ejemplo, si hablamos de conicas como los conjuntos
de puntos que anulan una forma de segundo grado en C[yqg, V1, V>], sabemos
por algebra lineal elemental que los tipos proyectivos de conicas vienen defini-
dos por el rango de su matriz. Desde este punto de vista se llamara conica al
conjunto de los puntos del plano de ecuacion y3 = 0. Como conjunto, éste no
es mas que una recta. En el lenguaje ordinario vamos a decir que se tratra de
una recta contada dos veces. En general, llamaremos ciclo al par formado por
una forma F = 0 de grado positivo en C[yo, 1, ..., Y» (sin restriccion sobre la
factorizacion) y la propia forma F. Si F = F;* - - - F5*, diremos que la componen-
te de ecuacidon F; = 0 esta contada v; veces.

2.1.2.5. A lo largo de todas estas notas usaremos el lenguaje de hipersuperfi-
cies. Sin embargo, el Icetor debera darse cuenta de que la inmensa mayoria de
las demostraciones no dependen de que las ecuaciones que se toman tengan
o0 no factores multiples. Con esto los resultados seran validos si se sustituye
la palabra hipersuperficie por ciclo. Un primer ejemplo se obtiene al observar
cuidadosamente la demostracion de la proposicion 2.1.3, que damos enseguida.

Proposicion 2.1.3.— Una hipersuperficie proyectiva C tiene infinitos puntos.

Demostracion: Sea F = 0 una ecuacion de C, donde F es una forma de grado m.
Como el grado de F es positivo, debe aparecer en ella alguna variable; digamos
que aparece y,. Entonces podemos escribir

F = am—S(yO’---)yn—l)y,i-i----—k
am—l(y01---,yn_1)yn+am(y0’___’yn_l)yfl’
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donde cada a; es una forma de grado i en las variables que se indican, s > 0

(luegom —s <m)y am-s(¥Vo,..., Yn-1) = 0. Tanto si a,,_s €s una constante,
como si no, exiten infinitos puntos de P¢* que no la anulan. Para cada uno de
ellos (xg:... :xXu-1), la ecuacion en vy,
— s
O — am_s(ao,...,an_l)yn‘i‘ e +
Am-1(Xo, -, On-1)YVn + Am (Ko, - -, Kn—1) 0y,

tiene s > O soluciones. Esto prueba la proposicion. En lenguaje geométrico
diremos que se proyecta C sobre P{~! y que es finita la fibra de la proyeccion
sobre los puntos de ]P’E‘1 fuerade ay-s(vo,..., Yn-1) = 0. 0

Proposicion 2.1.4.— Sea C:F = 0 una hipersuperficie, donde 0 # F es una forma
de grado m. Una recta de P¢ que no esta contenida en C la corta en m puntos,
de los cuales algunos pueden coincidir.

Demostracion: En primer lugar, es claro que hay rectas no contenidas en C:
como P¢ \ C # & basta tomar un punto Q1 = (q10:q11:--- :q1n) € P¢ \ C y otro
punto Q2 = (g20:g21:--- :q2n) € C para que la recta Q10Q> no esté contenida en
C. Sea ¢ = Q1Q>; sus ecuaciones parameétricas son

Vi =Aq1i + Uq2i, 1=0,1,...,7m.

Es evidente que

G(A,u) = F(Aqao + Uq20,Aq10 + Hd20, - - -, Adan + UG2n)

es una forma de grado m en A, u, distinta de cero porque, si no, ¢ C C, luego se
descompone en m factores lineales, de los que algunos pueden coincidir. Esto
significa que existen

(Ar:t1), ..oy (A Hm) € PE
que son los Gnicos puntos que anulan a G(A, u). Llevados estos puntos a las

ecuaciones paramétricas de ¢, producen exactamente los m puntos de o N C
(de los que algunos pueden coincidir). Esto prueba la proposicion. O

Corolario 2.1.5.- Sea C una hipersuperficie en P¢; entonces P \ C es un abierto
denso de P{.

Demostracion: Por 1.1.3.3, P¢ \ C es un abierto; De nuevo por 1.1.3.3, P¢ \ C no
es vacio. Sea Q, € C un punto arbitrario y tomemos una recta ¢ que pase por
Q2 y no esté contenida en C; por 2.1.4, o N C es un conjunto finito y Q, esta en
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él. Existe entonces un polidisco de ¢ centrado en Q> que no contiene a ningln
otro punto de ¢ N C. Esto implica claramente que todo polidisco de ¢ centrado
en Q. debe entonces contener puntos de P¢ \ C, luego que todo polidisco de

¢ centrado en Q. debe contener puntos de P¢ \ C, y asi Q» es un punto de
acumulacion de P¢ \ C. Esto prueba el corolario. O

Definicion 2.1.6.—- Una curva proyectiva es una hipersuperficie de P2.

Ejemplo 2.1.7.- Hay un problema computacional evidente. Si se da una forma
F € Clyo,y1,y2] y se pretende definir la curva de ecuacion F = 0, ;como
se sabe si F no tiene factores maltiples? Este problema es secundario, si se
quiere. El principal es: ;como se saben los factores de F sobre C? Respondida
esta pregunta, y supuesto que hay factores multiples, se puede definir una
nueva ecuacion tomando el producto de los factores irreducibles elevados a la
primera potencia, para cumplir las condiciones. Si hay un solo factor elevado a
la primera potencia, la curva es irreducible. Las componentes irreducibles son
los ceros de los factores.

En Maple hay un algoritmo que hace la factorizacion absoluta de un polino-
mio. Por factorizacion absoluta entendemos la factorizacion sobre el minimo
cuerpo algebraicamente cerrado que contiene al cuerpo de los coeficientes. En
Maple se hace la factorizacion abosluta por medio de la composicion de fun-
ciones evala y AFactor. El problema de esta funcion es que la salida es poco
intuitiva. Veamos un ejemplo. Tomamos las formas lineales

F1 ivo— (14+1)y1+3)>
F, = —-iyo—(1-1)y1+3)>

donde i es una de las raices cuadradas de —1. Multiplicamos ambas formas y
obtenemos

F =FiF, = Y0 = 2yoy1 + 21 — 6 12 + 957,

La cuestidon esta en recuperar F; y F, conociendo solamente F. Eso se hace con
la orden de Maple evala(AFactor (F)), que produce como salida

(yo + (—1 — RootOf (,22 + 1)) Y1 + 3 y,Ro0tOf (12 + 1))
(yo + (—1 + RootOf (,Z2 + 1)) y1 — 3 y,Ro0tOf (12 + 1))

Tratamos de obtener la factorizacion sobre el cuerpo de los nUmeros alge-
braicos (en particular sobre C) de la forma F. Entonces la funcion AFactor crea
la factorizacion y la funcidon evala (evaluar expresion en numeros algebraicos)
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la hace aparecer. La expresion de salida no es muy clara, y hay que interpretarla.
De momento dice que F se descompone en un producto de dos factores linea-

les. Para ver cuales son, tenemos que sustituir la expresion RootOf <,Z2 + 1)

por i, que es cualquiera de las dos raices de .Z? + 1 = 0. El nombre de la varia-
ble, _Z, es extrano, pero Maple lo usa quizas para garantizar que el usuario no
ha asignado valor anterior a esa variable (jpor lo rara!). O sea, que escribiendo
la salida en lenguaje mas legible tenemos

F, = Yo+ (=1—1i)y;+3iy,
F Yo+ (=1+1) y1 —3iyz

Notese que F; = F1/iy F, = iF,, luego F{F, = F; F>.
Cuando hay factores multiples, éstos se hacen notar en Maple. Ponemos
ahora G = F?FZ y asi

G = —36y0Y1Y2° +24 Y0 Y1°Y2 — 12 V0° Y12 + T2 ¥1270% — 24 y13
—80y1° + 1810%y2% + 8172 + 8 Y212 + 41t — 4 vo3yy
—108 y1y23 + J’o4 .

La orden evala(AFactor(G)) produce como salida
(v0 + (~1— RootOf (2% +1)) y1 + 3 y2Ro0tOf (22 + 1))2
(70 + (~1+ Rootof (2% +1)) 1 — 3 y,Ro0tOf (22 + 1))2

que es la misma que antes, pero indicando su exponente.

La factorizacidon absoluta tiene el mismo inconveniente que la resolucion de
ecuaciones: que a partir de quinto grado, no hay estructuras matematicas que
representen a las raices?.

2.2. EIl teorema de Bézout

Nuestro primer objetivo en esta seccidon es dar un teorema que es una ver-
sion débil del resultado clave de la teoria de curvas proyectivas planas, el lla-
mado Teorema de Bézout.

Nota 2.2.1.- Dada una curva proyectiva C, existe una forma F cuya descompo-
sicion factorial no contiene factores multiples y C tiene como ecuacion F = 0.

1Esto se deriva de la teoria de Galois: la ecuacion general de grado superior a 4 no es
resoluble por radicales
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Esta forma F esta determinada univocamente salvo producto por una constan-
te, luego su grado esta univocamente determinado: se le llama el grado de la
curva.

Proposicion 2.2.2.- Dos curvas planas proyectivas C y D sin componentes
comunes, de grados respectivos m y n, se cortan en un numero finito de puntos.

Demostracion: Sean C : F =0, D : G = 0, donde F, G son formas sin factores
multiples de grados respectivos m y n. Podemos suponer que (0:0:1) ¢ CU D,
luego F y G (salvo producto por una constante) se pueden escribir en la forma

F
G

Y+ ar (e, vV + -+ am (o, V1)
ygl-’_bl(yOsyl)y;lil-i_ e +bn(y0,y1)

donde cada a;(yq, 1) es, bien cero, bien una forma de grado i en {yo, Y1} Yy
donde cada b;(yo, y1) es, bien cero, bien una forma de grado j en {yo, ¥1}. La
resultante R de F y G respecto de Y, no puede ser cero porque C y D no tienen
factores comunes, luego es una forma de grado mmn en Yy, Y1 que se descom-
pone en un producto de mmn factores lineales. Esto significa hay exactamente
mmn puntos

(X10:011) 5 -y (Xm0 :®mn,1) € PE

que anulan a R, de los que algunos pueden coincidir. Para todoi = 1,...,mn
tenemos un sistema de ecuaciones

0 = '+ ai(cto, 1) Y t+ -+ - + Am (o, Ki1)
0 = ¥+ bi(&o, ®i1) Yyt + -+ + by(o, Xi1)

cuyas soluciones son los puntos de C N D. Como cada ecuacidon por separado
tiene un numero finito de raices (m y n respectivamente), el nUmero de raices
comunes debe ser finito (y distinto de cero). Esto prueba la proposicion. 0

Teorema 2.2.3.—- Teorema de Bézout, version débil. Dos curvas planas pro-
yectivas C y D de grados respectivos m y 1, sin componentes comunes, se cortan
en mmn puntos, de los que algunos pueden coincidir.

Demostracion: Sean C: F =0, D : G = 0 ecuaciones de Cy D donde F y G son
formas de grados respectivos m y n sin factores maltiples. Por la proposicion
2.2.2, Cn D es un conjunto finito. Si contiene sdlo un punto, tomamos un siste-
ma de referencia tal que (0:0:1) ¢ CUD. Si CnD contiene mas de un punto, por
cada dos de ellos pasa una recta, que totalizan un niamero finito de rectas. Sean
£, =0,...,¢, =0 las ecuaciones de todas las rectas que pasan por cada par de
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puntos de C N D, donde ¥; es una forma lineal, Vi = 1,...,r. Consideremos la
forma H = FG¥1---¥, ylacurvaV = V(H), conjunto de puntos que anulan a
H. Existe un punto Q & IP’(ZC que no pertenece a V, es decir, H(Q) # 0. Tomamos
un nuevo sistema de referencia proyectivo en el cual Q = (0:0:1) y cambiamos
a él todas las ecuaciones. Asi pues, podemos suponer, desde el principio que
(0:0:1) ¢ V, es decir, que (0:0:1) no pertenece ni a C ni a D ni a ninguna
recta que pase por dos puntos de interseccion de C y D. Por 1.1.3.2, y previa
multiplicacidon por una constante no nula si preciso fuera, se puede suponer
que

F = y'+ai(yo,y)yI t+ -+ am(yo, y1)
G V3 +b1(vo, y1) ¥yt + -+ bu(yo, Y1)

donde cada a;(yq, 1) es, bien cero, bien una forma de grado i en {yo, Y1} Yy
donde cada b;(yo, Y1) es, bien cero, bien una forma de grado j en {¥o, ¥1}.

Sea R = R(Vo, 1) laresultante de F y G respecto de y,; sabemos que R + 0
porgue C y D no tienen componentes comunes. Sabemos también que R es una
forma de grado mn, luego hay exactamente mn puntos

/ . 1
(X10:011) 5+« oy (Kmn,0 :Cmn,1) € Pg

que la anulan, aunque algunos puedan coincidir. Paratodo i = 1,...,mn tene-
mos un sistema de ecuaciones

0 It + as (o, i) Y3+ - -+ A (o, K1)
0 = )+ bi(cio, 0‘1’1)3’;_1 + - - - 4 by (&Ko, Ki1)

cuyas soluciones son los puntos de C N D. La primera ecuacion tiene m raices
(distintas o algunas coincidentes) y la segunda 7. Sabemos que ambas ecuacio-
nes tienen una raiz comidn «; al menos, luego (&jo:Xj1:%;) € C N D. Si ambas
ecuaciones tuvieran otras raiz «; = «;, seria (X0 :®i1:x;) € C N D. Como

(&Xio, Ki1, &) — (Ko, Ki1, &;) = (0,0, &; — &)

y & — &; # O resultaria que el punto (0:0:1) = (0:0:x; — «;) perteneceria a la
recta determinada por los puntos (Xjo i1 :%i) € CN Dy (Xjo:Xi1 :(x;) eCnD,
luego (0:0:1) estaria alineado con dos puntos de interseccion de C y D, lo que
no es posible por construccion. Asi las ecuaciones anteriores solo pueden tener
una raiz comun, y C n D consta exactamente de mn puntos, aunque algunos
puedan coincidir. Esto implica, de paso, que C N D # . 0O
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Definicion 2.2.4.- Dadas dos curvas proyectivas C y D, se dice que un sistema
de referencia proyectivo R = [Qq, Q1, Q2; Q] esta en posicidon general respecto
deellassi Q2 ¢ CUD y ninguna recta que pase por dos puntos distintos de CN D
contiene a Q2 (Q, es el punto unidad). Dadas las curvas C y D, existe un tal
sistema de referencia por la demostracion del teorema 2.2.3.

Definicion 2.2.5.- Sean C y D dos curvas proyectivas, supongamos elegido un
sistema de referencia en posicidon general respecto de ellasy sean F =0, G =0
ecuaciones respectivas sin factores multiples, donde

F = Yyl +ai(yvo,y)yy 1+ +am(Yo, y1)
G YE+b1(Yo, Y)Y+ -+ by(Vo, V1) .

Sea
-
R = o] [(@ioy1 — Xizyo)*
i=1
la descomposicion factorial de la resultante de F y G respecto de Yo, >/_, S; =
mny sea

CND ={P; = (X10:X11:%12), ..., Pr = (X0 : 01 :02)}

(ver demostracion del teorema 2.2.3). Para cada i = 1...,7 el exponente s; se
llama la multiplicidad de interseccion de C y D en el punto P; respecto del sistema
de referencia dado. También se dira que s; es el nUmero de veces que aparece
P; en Cn D o que los puntos de C N D se cuentan propiamente cuando cada uno
se cuenta el nUmero de veces que aparece.

El punto clave de toda esta seccion, y de la teoria de interseccion de curvas
planas es el siguiente:

Proposicion 2.2.6.— El nUmero de veces que aparece cada P; en CND no depende
del sistema de referencia, siempre y cuando éste se encuentre en posicion general
respectode Cy D.

Demostracion: Partimos del sistema de referencia y las ecuaciones de la de-
finicion 2.2.5. Vamos primero a describir lo que hemos de probar. Tomemos
otro sistema de referencia R = [Qg, Q1,Q2; Q] en posicion general respecto
de ellas, designemos por (yy:Y;:Y,) a las coordenadas respecto de &l y sean

Aoo do1 do2

(Yo, V1,2) =0(Vg, V1, Va) | a0 a1 a2 | =0 (yg,y1, V)M
dzo d21 dA22
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las formulas del cambio de sistema de referencia; entonces

0
0

F(Yo,71,Y2)M) = F'(¥5,Y1,%2)

son las ecuaciones de C y D respecto de R. Notese que, en particular,

0 + F'(0,0,1) = p"F(az az1,az2)
0 = G'(0,0,1) = p"G(az az1,a22)
Sea , ,
('190 agl agz
Mt =| aj a,11 a,12
Apg Ay App

de tal manera que (Vg, V1, V2) = 0 - (Yo, Y1, Y2)M’; entonces
Qo = (Ago:Ao1:0gp) , Qa1 = (Ajg:aiy:ary), Q2= (az:ds :ay),

y
Qu = (Agg + Ahg + App:Agy + A1q + Anq gy + A1p + A2p)
respecto del sistema de referencia original. Los puntos {Pi,...,P,} = CnND
tienen las coordenadas siguientes respecto de R:
P]_ = (oqoa{)o + (xlla'lo + 0(1261,20 :0(10@61 + 0(1161/11 + 0(1261,,21:
0(10(162 + 0(1201,;_1 + 0(12@'22)

P, = (poQpg + Gr1dig + Cy2lhg :Codgy + 01y, + Kp2dsy
0(7061,62 + O(yzalll + O(yza,zz)
Como R esta en posicion general respecto de C y D tenemos que, salvo pro-
ducto por una constante,
F
G

(V)™ + a1 (Yo, y) )™+ oo+ am (Y, V1)
(V)" + b (V5 1) (Y + o+ b (v, Ve) .

La descomposicion factorial de la resultante R’ de F’ y G’ con respecto a y, es
del tipo
v
t.
R =b ]_[[((xioa{)o + aila'lo + O(izéllzo)yi v (O(ioa61 + 0(1‘1(1;_1 + O(iza«,z]_)yé] !
i=1
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con Z?zl t; = mn,y se trata de probar que t; = s;, Vi=1,...,7.

Una vez visto como funcionan los cambios de sistema de referencia en las
curvas, y lo que tenemos que hacer, vamos a aplicar una técnica llamada de
generalizacion. Para ello consideramos un vector de variables

X = (Xo00,X01,X02,X10,X11, X12, X20, X21 , X22)

y ampliamos el cuerpo base a un cierre algebraico K = C(x). Se trata de operar
en el espacio proyectivo PE, cuyas coordenadas designamos por (zg:z1:22).
Desde luego, P¢ C P¢, y asi el sistema de referencia sigue siendo

(1:0.0), (0:1:0), (0:0:1), (1:1:1).
Ahora se consideran las curvas Cx y Dy, que son

Cx = {(z0:z1:2z2) € P} | F(20,21,22) =0}
Dy = {(z0:z1:22) € P} | G(z9,21,22) =0}.

La técnica de hallar los puntos de interseccion de dos curvas (calculo de la
resultante, de los puntos que anulan a ésta y los puntos correspondientes que
anulan al sistema), junto con el hecho de que F y G tienen todos sus coeficientes
en C nos dicen que

CXmDXZ {Pl!""PT}’ Pi: (aio:o‘il:o‘iZ)’i:l!---”r'

Esto implica que, aunque hayamos cambiado el cuerpo base, el sistema de refe-
rencia en el que estan escritas las ecuaciones F = 0y G = 0 de (¢ y Dy esta en
posicidon general con respecto a estas curvas.

Vamos a considerar en P¢ el cambio de sistema de referencia dado por la

matriz de variables
Xoo Xo1 Xo2

X =] X10 X11 X12
X20 X21 X22

gue tiene como ecuaciones

Xoo Xo1 Xo2

(Yo,¥Y1,Y2) =0(20,21,22) | X10 X11 X12 | = 0(20,21,22)X.
X20 X21 X22

Pongamos
4 !/ 14
Xoo Xo1 Xoz
— 14 4 4
X1t= X10 X112 X120 |,
14 !’ 14
X200 X1 Xp2
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donde cada elemento xlfj es, como se sabe, el adjunto del elemento que ocupa
el mismo lugar en la traspuesta de X dividido por
det(X) = XooX11X22 — X00X12X21 — X10X01X22
+X10X02X21 + X20X01X12 — X20X02X11 ,
entonces es
(20,21,22) =6 (Yo, 1, Y2) X *.
Llamando R al nuevo sistema de referencia, sus puntos constitutivos son

Qxo0 = (Xg0:X01:X02)»  Qx1 = (X10:X11:X15),  Qx2 = (Xg0:X51 :X05),

’ ’ I ’ rooLT ’ ’
Qxu = (Xgo + X109 + X0 :Xp1 + X171 + X1 : X0 + X1 + X33) -

El sistema de referencia Ry esta en posicion general con respecto a Cx y Dx.
En efecto, si no lo estuviera, tampoco lo estaria R, que se obtiene a partir de
Ry sustituyendo x;; por a;j, Vi, j = 1,2,3, y sabemos que esto no ocurre.

La ecuaciones de Cx y Dy, respecto de Ry, son, respectivamente, Fx(zg, 21,22) =
0y Gx(zo,21,22) =0, donde

F [ (Yo, Y1, v2)X 11 = F(yo,¥1,Y2)
Gxl (Yo, 1, V2)X '] = G(¥o,¥1,¥2) -

Los puntos de Cx N Dy, en el sistema de referencia R, tienen coordenadas
Py = (K10Xgo + K11X10 + X12X50 :KX10X; + K11X71 + K12X5q
0(10X62 + 0(12X11 + 0(12Xé2)

P, = (0roX(g + 0r1X1g + Cyr2Xng :00X01 + Or1X1, + 42X

Sea R« (zo, z1) la resultante de Fyx y Gx con respecto a z,; entonces
v
Ry = ¢ [ [[(ctioXgo + XirX1o + XizX5o)Z1 — (XioXgy + Ki1 X1y + Xi2X3y)Zo]™
i=1
donde ¢ € Ky >!_,u; = mn. El elemento ¢ € K puede tener denominador,
pero es evidente que este denominador debe ser una potencia de det(X). Cam-
biando x{j por a;j (lo que tiene sentido pues, al ser det(M) # 0, no se anula
el denominador de ¢) y z; por y;, i = 1,2, se debe obtner la resultante R’. Por
tanto, t; = u;, i = 1,...,7 y de manera analoga se ve que s; = u;. Esto prueba
la proposicion. 0
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De esto se deduce el teorema de Bézout en toda su generalidad:

Teorema 2.2.7.— Dos curvas proyectivas planas C y D de grados respectivos m
y M se cortan en mmn puntos, contados propiamente.

Nota 2.2.8.- Sean C:F =0y D :G = 0 dos curvas planas de grados respectivos
m y n, donde suponemos que F y G estan escritas en un sistema de referen-
cia que esta en posicion general respecto de C y D. En la proposicion 2.2.3
se dice como construir un tal sistema de referencia. Se debe notar que esta
construccion incide solamente en la posicion del punto (0:0:1), siendo libre la
eleccion de los restantes puntos del sistema. Vamos a elegir el (0:1:0) de la
forma siguiente: como C N D es un conjunto finito, el conjunto de rectas que
unen (0:0:1) con cada punto de C n D es finito, luego podemos tomar como
recta yo = 0 una cualquiera ditinta de todas ellas, y el punto (0:1:0) en ella.
Esto quiere decir que, si consideramos el plano afin C? = P2\ (), = 0) con la
inmersion clasica (x;, ) — (1,1, &2), entonces todos los puntos de C N D
estan dentro del plano afin. Pongamos f = F(1,x1,X>), g = G(1,x1,X>), don-
de (x1,X>) son las coordenadas del punto genérico del plano afin. La resultante
R de F(yo,Y1,Y2) Y G(Yo,Y1,Y2) respecto de y, no puede ser divisible por
Yo, luego, salvo producto por constante, es de la forma

'
R=[]Oon-oiyo),;€C, i=1,...,r,
i=1

donde 7; es la multiplicidad de interseccion de C y D en el punto (1:xj, i),
siendo B; la Gnica raiz comdn de las dos ecuaciones

O:F(lyaiiyZ) = G(lyo(iiyZ)-

Esto, junto con el hecho de que la resultante es combinacion lineal de F y G,
demuestra dos cosas:

1. que la resultante de f y g con respecto a x» es

r
R(l,xl)zn(X]_—O(i)Ti,(XiEC, izls---”rs
i=1

2. que los puntos de C N D son los puntos afines de la forma («;, §;), donde
Bi es la Gnica raiz del sistema

0= f(x,x2) =g(cxj, x2).
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En otras palabras, se puede elegir un sistema de referencia en IP’(% de tal manera
que el calculo de los puntos de CN D, con sus multiplicidades, se pueda efectuar
el el plano afin. Esto simplifica los calculos de una cierta forma, al suprimir una
variables de los sistemas de ecuaciones a resolver.

2.3. Haces de conicas

Una forma no nula F € C[yyg, V1, V»] de grado 2 es irreducible o se descom-
pone, salvo un factor de proporcionalidad, bien en un producto de dos formas
lineales distintas (en este caso entendemos no proporcionales), bien en el cua-
drado de una forma lineal. Llamamos conica al conjunto de los puntos de P2
que anulan a F. En el primer caso, la conica se llama irreducible. En el segundo,
es una union de dos rectas: los puntos que anulan a cada una de las dos formas
lineales. En el tercer caso, la conica consta solamente de una recta: los puntos
que anulan a la forma lineal que esta elevada al cuadrado. En los dos primeros
casos, la conica es una curva plana; en el tercero no lo es porque su ecuacion
tiene factores multiples. Sin embargo, lo admitiremos, diciendo que la conica
es una recta doble.

Vamos a estudiar las posibles intersecciones de dos cdnicas C y D sin com-
ponentes comunes. Para ello elegimos un sistema de referencia que esté en
posicidon general respecto de ambas, y tomamos ecuaciones respectivas F = 0
y G = 0, donde

F
G

Y3+ a1 (Yo, ¥1) V2 + a2(Yo, 1)
J/zz + b1 (Yo, Y1) Y2 + b2(¥o, Y1),
donde a;, b; son formas de grado i en las variables que se indican, i = 1,2. La
resultante R de F y G con respecto a y, es una forma de grado 4 en Yo, V1,

luego la anulan cuatro puntos de IP’}C, de los cuales algunos pueden coincidir.
Vamos a estudiar los posibles casos de interseccion.

Notas 2.3.1.—

2.3.1.1. Supongamos que los puntos de P{ que anulan a la resultante sean
cuatro distintos. Como el sistema de referencia esta en posicidon general, cada
punto de P que anula a R da lugar a un tnico de CND, luego CND esta formada
por cuatro puntos distintos, cada uno de ellos con multiplicidad 1. Para ver que
este caso se da efectivamente, ponemos un ejemplo. Sean

F = =530°+ 7212+ 22 +2yoy1 + 4 Y02
G = —-9Y0°+ 13312 —2y1y2+ Y22 + 4 VoY1 + 8 Y02
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La resultante R con respecto a Y-, es

R =32y, (¥o— 1) (Yo —2x1) (Yo + 1)
cuya anulacion da los siguientes cuatro puntos de P¢:
(1:0),(1:1),(2:1),(1:-1)
y éstos a que
CnD=1{(10:1),(1:1:-2),(2:1:1),(1:—-1:0)}

Las seis rectas que pasan por los cuatro puntos de C N D se obtienen como el
conjunto de los puntos que satisfacen las siguientes formas lineales igualadas
a cero:

Yo+ Y1+ Y2 Yo—XY1— D2
Yo—3Y1—Y2 —DYo—Y1+3)>
3Y0o—5yY1—Y2 —DYo—Y1+DY2,

como ninguna pasa por (0:0:1), ni tampoco C y D, efectivamente el sistema de
referencia esta en posicion general y el ejemplo esta bien planteado.

2.3.1.2. Supongamos que los puntos de P{ que anulan a la resultante sean
tres distintos, uno de ellos con multiplicidad 2. Como el sistema de referencia
esta en posicion general, cada punto de P: que anula a R da lugar a un Gnico
de C n D, luego C N D esta formada por tres puntos distintos, uno de ellos con
multiplicidad 2 y los otros dos con multiplicidad 1. Para ver que este caso se
da efectivamente, ponemos un ejemplo. Sean

F = =20 +2Y:Y0—2y1Y2 + ¥2° + ¥1°
G = —2¥0°+532Y0— Y1Yo— 4 1Yz + ¥2° + 317

La resultante R con respecto a Y- es
R=-2y0 (¥ — 1) (o —2y1)°
cuya anulacion da los siguientes cuatro puntos de P%:
(0:1),(1:1),(2:1),(2:1)
y éstos a que

CnD=1{(0:1:1),(1:1:0),(2:12:1),(2:1:1)}.
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Las tres rectas que pasan por los tres puntos distintos de C N D se obtienen
como el conjunto de los puntos que satisfacen las siguientes formas lineales
igualadas a cero:

Y1—Y2, Yo—XY1—DY2, —DYo+tJV1— D2,

como ninguna pasa por (0:0:1), ni tampoco C y D, efectivamente el sistema de
referencia esta en posicion general y el ejemplo esta bien planteado.

2.3.1.3. Supongamos que los puntos de P£ que anulan a la resultante sean dos
distintos, cada uno de ellos con multiplicidad 2. Como el sistema de referencia
esta en posicion general, cada punto de P: que anula a R da lugar a un Gnico
de Cn D, luego C N D esta formada por dos puntos distintos con multiplicidad
2. Para ver que este caso se da efectivamente, ponemos un ejemplo. Sean

F = 330 —4Y2Y0+ Y2 — ¥1Y0 — Y1V2
G 550° — 6320 + ¥2° — 2 Y10 — 21>

La resultante R con respecto a Y, es
R = 4y¢°y,?
cuya anulacion da los siguientes cuatro puntos de P¢:
(0:1),(0:1),(1:0),(2:0)
y éstos a que
CnD=1{(0:1:0),(0:1:0),(1:0:1),(1:0:1)}.

La recta que pasa por los dos puntos distintos de C N D tiene como ecuacion
Yo — Y2 = 0. Como no pasa por (0:0:1), ni tampoco C y D, efectivamente el
sistema de referencia esta en posicion general y el ejemplo esta bien planteado.

2.3.1.4. Supongamos que los puntos de P£ que anulan a la resultante sean dos
distintos, uno de ellos con multiplicidad 3 y el otro con multiplicidad 1. Como
el sistema de referencia esta en posicion general, cada punto de P que anula
a R da lugar a un tnico de C n D, luego C n D esta formada por dos puntos
distintos con multiplicidades respectivas 3 y 1. Para ver que este caso se da
efectivamente, ponemos un ejemplo. Sean

F = 32 =2y1Y2—4Y2Y0 + 2210 + 3 V0% — V12
G V22 —321Y2 — 6 V20 + 3 V1Yo + 510° — 2 12
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La resultante R con respecto a Y-, es
R=2y:°(y0 + 1)
cuya anulacion da los siguientes cuatro puntos de P¢:
(1:0),(1:0),(1:0),(1:—-1)
y éstos a que
CnD=1{(1:0:1),(1:0:1),(1:0:1),(1:—-1:0)}.

La recta que pasa por los dos puntos distintos de C N D tiene como ecuacion
V2 —Y1— Yo = 0.Como no pasa por (0:0:1), ni tampoco Cy D, efectivamente el
sistema de referencia esta en posicion general y el ejemplo esta bien planteado.

2.3.1.5. Supongamos que haya una solo punto de P% que anule a la resultante
con multiplicidad 4. Como el sistema de referencia esta en posicion general,
cada punto de P que anula a R da lugar a un Gnico de C n D, luego C n D
esta formada por un solo punto con multiplicidad 4. Para ver que este caso se
da efectivamente, ponemos un ejemplo. Sean

F = 3%0°—4y2)0+ ¥2° — yi?
G = 5¥0°—6y2)0+ 22 —2y:°

La resultante R con respecto a ), es R = v, cuya anulacion da los siguientes
cuatro puntos de PZ:
(1:0),(1:0),(1:0),(1:0)

y éstos a que
CnD=1{(1:0:1),(1:0:1),(1:0:1),(1:0:1)}.

Como es evidente que el sistema de referencia esta en posicion general, el ejem-
plo esta bien planteado.

Notas 2.3.2.— Recordemos que, dadas dos conicas C:F =0, D:G = 0, sin com-
ponentes comunes, se llama haz de conicas determinado por ambas al con-
junto de las conicas de ecuaciones AF + uG = 0, donde A,u € C, siempre
que entre ellas haya una conica irreducible. Naturalmente, dos conicas del haz
AMF+uG=0yA;F + up, G =0 son iguales si y solo si

det(A1 ”1>=0
A2 Uz
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Siempre supondremos que el sistema de referencia esta en posicion general
respecto de las dos conicas originales. Esto no significa en absoluto que esté en
posicion general respecto de cualquier par de conicas del haz. De hecho, hay
una Unica conica del haz que pasa por (0:0:1), que es la correspondiente a
A=-G(0,0,1), u=F(0,0,1).

2.3.2.1. Si F’ #+ 0 es una forma de grado 2, se puede escribir en forma matricial
de la manera siguiente: si

’ ’ 2 / ’ ’ 2 / / 2
F' = agys +2ap0,. VoY1 + 2402Y0Y2 + A11 VT + 2A15Y1Y2 + A Y5,

entonces
Ago Ao1 Aoy Yo
F' = ( Yo Y1 Y2 ) agy ay A Y |
Agy A1 Ay Y2

denotemos por A’ a la expresion anterior. Por algebra lineal elemental sabemos
que hay tres tipos proyectivos de conicas (dos conicas estan en el mismo tipo
si y sblo si una de ellas es igual a la otra cambiada de coordenadas), a saber:

1. Cobnicas de rango 3. Como el rango de la matriz A’ de la conica F' = 0 es
un invariante en los cambios de sistema de referencia por eso se puede
hablar del rango de una conica, queriendo decir el rango de una cualquiera
de sus matrices con respecto a un sistema de referencia arbitrario. Las
conicas de rango 3 son irreducibles.

2. Conicas de rango 2: constan de una union de dos rectas distintas.

3. Cobnicas de rango 1: son una recta doble.

2.3.2.2. Escribimos las ecuaciones de las conicas dadas en forma matricial de
la manera siguiente: si

F = aoY§ +2acnYoy1 + 2d02YoY2 + A11Y7 + 2a1201Y2 + 223
G = booYE +2boiYoyi + 2bo2Yo Y2 + b11VE + 2b12y1 Vo + boo Y3
se tiene que
doo do1 Aoz Yo
F = ( Yo Y1 )2 ) dor dix A2 Y1
Aoz A1z A2 Y2

boo bo1 Do Yo
G = (J’o Y1 yz) bor bi1 b1 Y1
bo, bi1x b Y2
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Desiganemos por A y B a las matrices cuadradas de F y G, respectivamente;
una conica cualquiera del haz se escribe

Yo
AF+uG= (> » ¥2 )AA+uB) | 2 |,
Y2

donde

Adoo + Uboo Ador+ Ubor Adogs + U bo
AA-F[,(B: A&l01+ub01 A&l11+ub11 A6L12+Hl’712
Adoz + Ubo, Adix +pubix Aaz + uby,

El determinante de A A + u B es una forma H (A, u) de grado 3 en A, u. Natural-
mente, H + 0 porque, por hipotesis, hay al menos un valor A = Agu = pg que
da una conica irreducible, luego de rango 3. La ecuacion H = O produce tres
puntos de P{ (de coordenadas (A, u)), luego tres conicas de rangos 2 6 1, donde
algunas pueden coincidir: se las llama las conicas degeneradas del haz.

2.3.2.3. Todo haz de cbnicas esta univocamente determinado por dos conicas
distintas cualesquiera de &l. En efecto, si (Ao, to), (A1, 1) € PL son tales que

det(i\0 uo)iO
A1

| (2)-(x ) (E)
verwr = (r) () =00 (3 32) (¢)
vewe = (g )= (o (3 8) (R):

lo que prueba nuestro aserto. De lo anterior se deduce también que toda conica
del haz pasa por C N D y que, para todo par de conicas distintas C’, D’ del
haz, C' "D’ = C n D. Lo que es ya un poco mas dificil es la demostracion del
teorema que damos a continuacion.

Teorema 2.3.3.— Sean C’ D’ dos conicas cualesquiera del haz determinado por
C y D. Entonces C' n D’ consta de los mismos puntos, con las mismas multiplici-
dades, que C N D, siempre que el sistema de referencia esté en posicion general
respectode C'y D’.
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Demostracion: Escribamos

F = yzz + a1 (Yo, Y1) ¥2 + az(¥o, Y1)
G = y§ + b1 (Yo, Y1) Y2 + b2(Vo, 1) ;

la resultante de F y G con restecto a y, es

1 0 1 O
a, 1 bl 1
aA; d; bz bl
0O a, O bz

R = det

Tomemos dos conicas del haz, de ecuaciones
0=F1=A1F+IJ1G, 0=F2=A2F+[J2G,
de tal manera que el sistema de referencia esté en posicidon general respecto de
ellasy
A
0 + det 1 # .
Az U2

Por las propiedades de los determinantes (multilinealidad) se verifica que la
resultante de F; y F, con respecto a y, es

2
det(il “l> R,
2 M2

luego ambas resultantes, al ser una multiplo constante de la otra, determinan

los mismos puntos de P con las mismas multiplicidades. Como la interseccion
de las Gltimas dos conicas es igual a C N D, tenemos el resultado. 0
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Capitulo 3

Tangencia

3.1. Polares

Consideremos el anillo C[Yo, V1,..., Vn] = Clyl, (¥ = (3o, V1...,¥n)), Una

nueva coleccion de variables z = (zo,z1...,zy,) yelanillo BP = C[yo, Y1, -+, Yn, 20, 21, - - -

Una forma bihomogénea de BP de bigrado (p,q) es un polinomio tal que to-
dos sus términos tienen grado p en las y; y grado g en la z;. Por ejemplo,
sin = 2, yoz5 + V122 + Y225 es bihomogéneo de bigrado (1,2), mientras que
YoZo+ Y125+ V23 no es bihomogéneo, aungue si homogéneo en las y; de grado
1.

Notas 3.1.1.— Consideremos el operador diferencial
n
0
D = Z Zi~— .
o 9Yj

3.1.1.1. Si consideramos a D como una funcion D: BP — BP, definimos la po-
tencia i-ésima D! de D, i > 0, como la funcidon que se obtiene al componer D
consigo mismo i veces. Utilizando las propiedades de las derivaciones, escri-
biendo un operador diferencial como una suma formal de derivadas parciales,
y por la regla de Leibnitz de la potencia de un polinomio, tenemos que

Dl — - — ZJO 5 oo ZJ" - ’
2. Jol+ v+ ju!™° " ayle .oy

— il Z #ZJ'O .. Zjn al
4 JOIJTLI ¥ nayéoayﬂl"
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3.1.1.2. Dado un polinomio F € BP, homogéneo en y de grado m, se llama
polar i-ésima, i > 0,de F a

E;)y)(F) *Dl(F) _ Z ;Z(J)‘O . Z}Z‘ln , alF -
i o Tl OyE o

Extendemos la definicion a i = 0 poniendo

o, (F(z,y)) = F(y,y).

De la propia definicion se deduce que
@ [li-1) _ 1 ha
H(Z,y) I:H(;,y) (F):I = 7D |:(l _ 1)|D i-1) (F):l
1

= i 1)ID“)(F) = ill{.,, (F)

luego
(i) & 1)
My, (F) = H<zy [ ) (F)]

3.1.1.3. Nobtese que HE?,y) (F) =0, para todo i > m, luego trataremos solamente

con las polares i- eS|mas para todo i = 0,1,...,m. Notese también que, si F €
Cly], entonces H(Z y) (F) es bihomogénea en (z,y) de bigrado (i,m — 7). Por
ejemplo,sin =2y F = y¢3y,2 — y,°, la lista de polares es

Hﬁgfw (F) = y0°y2° —1°

MGy, (F) = 33022220 — 531%21 + 20°Y222

Hfi)y) (F) = 3y0V2%220% + 6 Y0%Y22022 — 10 13212 + 103252
(
(
(

3
ng,)y) F) = 152203 + 6 V0122022 + 3 Y0%2022% — 10 12243
4
HEZ,)y) F) = 23,20°22 + 3Y020°2,° - 5y12,*
5
M3y, (F) = z0°z° - z,°

3.1.1.4. SiQ € P¢ y F € Clyl, se llama polar de Q respecto de F a la forma en
z

H‘”@(F) Z | S —zP 2 -aiF —(Q),
Jo++e et jn= jJol o ! 0y’ - - - oy’
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que es de grado i. En el ejemplo de 3.1.1.2, si Q = (1:0:0), tenemos que

(0) —

(Qy)(F) -

g, (F) =

Eé’y><F> = ¥
(Qy)(F) = 32z022°
(Q,y) (F) - 3202222
Hgyy)(F) = 20°z,° — z1°

3.1.1.5. Normalmente, el concepto de polares o de polares de un punto se apli-
cara a formas de F € C[y]; con ello, se obtendra un contenido geométrico de la
polar. Una forma F € C[y], con o sin factores multiples, define un ciclo en P¢
como conjunto de puntos gue la anulan. Del estudio de las polares de F, vamos
a obtener propiedades geométricas del ciclo.

Vamos a estudiar algunas propiedades de las polares.

Notas 3.1.2.— Seguimos con las notaciones de las notas 3.1.1.

3.1.2.1. Sii> 0 se verifica que

—-i+1

(t) w (i-1)
(y y) (F) = i l_I(y y) ?

donde por H(y V) (F) se entiende la sustitucion de z por y en H(Z V) (F). En efecto,
podemos escribir

'), (F) = D'(F) = DD"X(F)

(Z!y
Z (i—il)"zgo |4 .Z#D< O7'F ) _
ot tin= 1J0 “In | ayJO .. aan
1 ai—lF
i-1 > 2z Z Zk .
Jo+ e+ jn=i-1 JOI “Jn ! k=0 ayk ay . ayizl”
Al hacer z = vy, el teorema de Euler nos dice que
n 9__ .
0'"'F . oi-1F
Z ayaJO .0 jn:(m_l+1)a jo___a Jn’
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luego

(l) - 1 jO Jn ai_lF

My, (F) = (m-i+1) > oyl — .

YY) oot i JO! ‘s Jn! ay(J)O L. aygl

. (i-1)
de donde 1
-1+
(l)y)(F) - l—[(l 1)(F)

3.1.2.2. Como consecuencia de 3.1.2.1 obtenemos que, si un punto Q € P¢
pertenece al ciclo (o hipersuperficie) C:F = 0, entonces pertenece a todas sus
polares respecto de F. En efecto, supongamos que F(Q) = 0. La primera polar
de Q = (go:q1:... :qn) respecto de F es

L(z)=> zj=— oF

(Q),
o Y

luego, por el teorema de Euler,
L(Q) = Z qJ (Q) - mF(Q) =

luego Q anula a la primera polar. Supongamos que i > 1y que Q anula a la
polar (i — 1)-ésima, o sea que HEEZ a)( ) = 0. As],

0 m-—i+1 i
Migq)(F) = = Tgq(F) =0.

Esto prueba el aserto.

En las notas siguientes relacionamos las polares con la formula de Taylor
para sacar, primero, consecuencias relativas a las propias polares, y luego he-
chos geométricos claves sobre una hipersuperficie C:F = 0.

Notas 3.1.3.— Seguimos con las notaciones que venimos usando en este seccion.

3.1.3.1. Sea, como siempre, 0 + F € C[y] una forma de grado m > 0. Operando
con variables y,z como siempre, la formula de Taylor para funciones de varias
variables nos dice que

F(Ay + uz) = ZA’" WILY,, (F);

i=0
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esta formula tiene varias consecuencias algebraicas que conviene detallar.

3.1.3.2. Es evidente que
F(Ay + uz) = F(uz + Ay) .

Sin embargo, en la formula de Taylor, ambas expresiones no son intercambia-
bles, en principio, porque en la primera se deriva respecto de y y en la segunda
respecto de z. Lo que si esta claro es que ambas expresiones son formas de
grado m en las dos variables (A, i), luego deben tener los mismos coeficientes
de los mismos monomios en A, u. En otras palabras, se debe verificar que

(i)  _ yim=1i) -
H(z,y) _H(y,z) , Vi=0,1,...,m.

Esto significa, evidentemente, que dentro de una Unica serie de polares, diga-
mos HEZy), es

(i) _ yim=1) -
H(Z,y) _H(Z,y) y Vl—O,l,...,m,

aunque esta igualdad no es cierta a menos que se intercambien en uno solo de
sus miembros las y con las z. En 3.1.1.3 vemos que ilustrada esta propiedad.

3.1.3.3. Finalmente, sea w = (wq, w1 ..., Wy ) Otra serie de variables; se verifica
que
GYIILE) (F) = IS TG (F)
En efecto, que
LY (F) = TIESTLG (F)

es consecuencia trivial de que conmutan los dos operadores diferenciales
< 0 < 0
Z Zj ov.' y Z wj e
j=0 yJ =

El caso general se deduce trivialmente de éste y de que, por 3.1.1.2, es
- 1
(i) _ (1)
MY(F) = 5 () ),

donde, por potencia, entendemos siempre composicion.

3.1.3.4. En general, se puede aligerar el lenguaje hablando del operador polar
i-eésima, que es el operador diferencial

ai

@ _ Ly 1 jo jn
Mgy = 3D'F) = > PR
Jo+--tjn=i
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Entrando ya en polares de puntos, tenemos el siguiente

Teorema 3.1.4.- Teorema de reciprocidad de las polares: Sea 0 = F €
Cly] una forma de grado m > 0y sean Q,Q’ € P¢ dos puntos. Si la polar i-
ésima de Q respecto de F pasa por Q’, la polar (m — i)-ésima de Q' respecto de
F pasa por Q

Demostracion: Como, cuando se van a hallar valores de un polinomio en un
punto concreto da igual el nombre de las variables, podemos suponer que F €
Cly] 6 F € C[z] con la misma expresidon intercambiado cada y; con z;. El hecho
de que la polar i-ésima de Q pase por Q' se expresa diciendo que se obtiene 0 al

sustituir y por Q y z por Q' en H (zy)» 10 que se puede escribir simbblicamente:

0= H(Q, Q) Por 3.1.3.2 es H(Z y) = HE;;”, luego, con las mismas sustituciones

_ y(mi)
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3.2. Interseccion de hipersuperficie y recta

Vamos a plantearnos el siguiente problema: se da una hipersuperficie C :F =
0, que no pasa por P,, = (0:...:0:1), donde F es una forma de grado m sin com-
ponentes maltiples y un punto Q = (qo:q1:..- :qn) € C. Se considera una recta
arbitraria ¢ que pase por Q y no por P, (luego el sistema de referencia esta en
posicion general respecto de C y @). Se trata de estudiar la multiplicidad de
interseccion de Cy ¢ en Q, donde vamos a definir sobre la marcha este concep-
to en toda su generalidad, viendo que coincide con el ya definido para n = 2.
El instrumento sera la formula de Taylor, en la que usaremos ampliamente el
concepto de polar i-ésima.

Notas 3.2.1.—- El lugar fundamental de nuestros estudios lo van a ocupar las
derivadas parciales
0'F
. . —(Q), Jot+ - FJn1tin=1
0y - - - By Lo .

de orden arbitrario i de F, evaluadas en Q, parai = 1,...,m. Es evidente que
hay algunas no nulas porque al menos algunas de las de orden m lo son, ya
gue son constantes no nulas, porque F es una forma de grado m. Para evitar
complicar el lenguaje, consideraremos que hay una Gnica derivada parcial de
orden cero, que es F.

3.2.1.1. Si s = 0 es unindice tal que todas las derivadas parciales de orden s se
anulan en Q, entonces todas las derivadas parciales de orden i < s (si las hay)
se anulan en Q. En efecto, el teorema de Euler expresa las derivadas de orden
p — 1 como combinacion lineal, con coeficientes las variables por un nimero
racional, de las derivadas de orden p, de donde la conclusion.

Para estudiar la interseccion de C con la recta ¢ que pasa por Q, empleare-
mos la formula de Taylor y las polares. Si Q" = Q es un punto, las ecuaciones
paramétricas de ¢ = QQ’ son

Yi=2Aqi +uq;,, i=0,1,...,n,

donde Q = (qo :.--,:qn) Y Q' = (qp : ---, :q,). Abreviadamente escribiremos
estas paramétricas en la formay = AQ + uQ’. En estas circunstancias, la ecua-
cion en A, u dada por 0 = F(AQ + uQ’), describe la interseccion QQ' n C, en el
sentido siguiente:

1. Si F(AQ + uQ’) es idénticamente nula, entonces QQ’' Cc C

Reina Mercedes s.n. - 41012 Sevilla - TIfno: +34 954 55 6946 - Fax: +34 954 55 6938 - http://www.us.es/da - secalg@algebra.us.es



Facultad de Matematicas
Departamento de Algebra

2. Si F(AQ + uQ’) # 0, es una forma de grado m en (A, u), determina m
puntos (A, u;) € P, i = 1,...,m que son exactamente aquéllos que la
anulan (de los que algunos pueden coincidir). Llevados a AQ + uQ’ nos
producen los m puntos de interseccion de QQ’ con C (repetimos que
algunos pueden coincidir).

Asi pues, el estudio de QQ’ n C se traduce en la resolucion de la ecuacion
F(AQ + uQ’) = 0. La expresion de F(AQ + uQ’) se obtiene de la formula de
Taylor para varias variables que, teniendo en cuenta que F(Q) = 0, se escribe
abreviadamente en este caso

m
F(AQ +pQ") = XA u' g o (F),
i=1
donde Hg,(F) es la polar i-ésima de F en las dos series de variables z,y (véase
3.1.1.2).

3.2.1.2. Sea s el minimo entero i tal que H(Zf)Q(F) + 0; entonces a s se le llama
la multiplicidad del punto Q en la hipersuperficie C. Si s = 1 se dira que Q
es simple y si s > 1 se dira que Q es un punto singular o un punto s-uple de
C. En los apartados siguientes damos contenido geométrico a estas palabras.
Conservamos en lo que sigue la definicion del entero s.

3.2.1.3. El conjunto de los puntos que anulan a cada polar de Q es un ciclo,
porgque las polares pueden tener factores multiples. En cualquier caso, como
conjunto, es una hipersuperficie, definida por la igualacion a cero del producto
de los factores irreducibles con exponente 1. Notese que hemos cambiado las
variables y por z, pero esto no afecta a nuestros razonamientos. Recordemos
que Q anula a cualquier polar H;f)Q (F) por 3.1.2.2.

3.2.1.4. Como H;f)Q(F) + 0 existe todo un abierto U de P{ de puntos que no
la anulan, pudiéndose suponer siempre que QP, C P\ U.Sea Q" € U y sea
Q" =A0Q+1Q" € QQ'\{Q}, entonces Ly + 0. Podemos escribir las ecuaciones
paramétricas de QQ’ = QQ" en la forma

y=AQ + Q" = (A + pudo)Q + ppoQ’

con notacion abreviada obvia. La formula de Taylor nos dice entonces que

m

F(AQ +pQ") = D" (A + pdo)™  (kpo) Tl o (F) .

i=$

Como H(QS,),Q(F) + 0, la ecuacion 0 = F(AQ + uQ'") tiene a uuo = 0 como raiz
maltiple de orden s, o sea, a u = 0 como raiz multiple de orden s. Esto significa
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que larecta QQ’ corta a C Q en exactamente s puntos confundidos, y que este
hecho no depende del punto Q' que tomemos dentro de esa recta fijada.

3.2.1.5. Supongamos ahora lo contrario, que Q"' anula a H;f()z(F); por 3.2.1.4,
no puede haber ningln punto Q" € QQ" que no anule a HS)Q(F). Esto significa

que el ciclo H;f)Q(F) = 0 (o la hipersuperficie correspondiente) es una union de
rectas que pasan por P, por eso se le llama un cono. De hecho, se le llama el
cono tangente a C en Q por la razdon que explicamos a continuacion.

Dada una recta ¢, solo pueden ser posibles uno de estos tres casos:

1. o C C. Esto significa que, si ¢ = QQ’, Q" # Q, entonces Q' pertenece a
todos los ciclos polares de Q respecto de F.

2. 0 ¢ Cy p no pertenece al cono tangente a C en P; entonces ¢ corta a C
en Q en exactamente s puntos confundidos.

3. ¢ ¢ Cy p pertenece al cono tangente a C en P. Sea Q # Q' € g; entonces
F(AQ + uQ’) = 0 tiene a u = 0 como raiz multiple de multiplicidad 5" > s.
Este s" no depende del punto Q' que tomemos sobre ¢, como demostra-
mos en el apartado siguiente 3.2.1.6. Asi pues, podemos decir que ¢ corta
a C en Q en exactamente s’ confundidos.

Entonces, si ¢ ¢ C, llamamos multiplicidad de interseccion de ¢ y C en Q al
namero de puntos confundidos en Q en que ¢ cortaa C en Q. As], las rectas no
contenidas en el cono tangente a C en Q dan multiplicidad de interseccidon con
C en Q la minima posible, y las contenidas en el cono tangente la dan mayor.
Esto justifica el llamar a s la multiplicidad de Q en C. Mas adelante veremos
que, en el caso de curvas planas, esta nocion dada aqui de multiplicidad de
interseccion de recta e hipersuperficie coincide con la obtenida a través de la
resultante.

3.2.1.6. Sea Q" = AgQ + Q' # Q, es ug + 0; sabemos que, para las indeter-
minadas (A, u), el exponente mas bajo de u que aparece en F(AQ + uQ’) es s’.
Entonces, para nuevas variables (&, f8),

F(aQ + BQ") = F((a+ BAo)Q + BuoQ’) = D (& + BAo)™ " (Buo) Iy o (F) .

i=s’

La mera observacion de esta expresion indica que B aparece como potencia
en ellay es la minima (aparece en el monomio ug «™~* B y sdlo en &l).
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Teorema 3.2.2.- Sea C:F = 0 una hipersuperficie de grado my Q € C un
punto. Entonces Q es singular si y solo si

oF oF OF
0= — = = )
370 (Q) v, (Q) v Q)
Si Q es simple, el cono tangente a C en Q es el hiperplano

oF oF oF
0= T%(Q)yo + TM(Q)yl +---+ E(Q)yn,

que se llama el hiperplano tangente a C en Q. Los puntos Q que pertenecen
a dos componentes irreducibles distintas de C son singulares en C. Un punto
Q que pertenece a una sola componente irreducible C; de C en Q es singular
(resp. simple) en C si y solo si lo es en C;. En consecuencia, si C no tiene puntos
singulares, es irreducible. Si C es un ciclo, no hipersuperficie, todo punto que
pertenece a una componente maltiple es singular.

Demostracion: La demostracion es extrordinariamente sencilla: se trata de
poner en palabras geométricas los calculos algebraicos de las notas 3.2.1. Un
punto Q € C es singular si y solo si tiene multipliciddad mayor que 1, o sea siy
solo si es idénticamente nula su primera polar. Como ésta es (usando variables

Y)
oF oF oF
— + - + " s s + —_ ,
ayo (Q)_’)’o a_)/l (Q)_’)’l a_)/ Yn

n

para que sea idénticamente nula tiene que ocurrir que
oF
o0yi

Si Q es simple, su multiplicidad es 1, luego su primera polar es distinta de cero
e, igualada a cero, es la ecuacidon del cono tangente. Asi éste es

oF oF
0=— +
ayo (Q)yo

(Q)=0, Vi=0,1,...,n.

oF
ayl(Q)yl +t ayn(Q)yn,
que, claramente, representa un hiperplano porque no todos los coeficientes son
cero.

Sea F = F; - - - F, la descomposicion factorial de F, donde los F; son irre-
ducibles y supongamos que » > 1 y que, por ejemplo, Q anula a F; y a F>.
Escribamos F = F,1F,G, donde G es el producto de los restantes factores irre-
ducibles, o 1 si no hay mas. Paratodo j =0,1,...,1n es

oF _O0F 0(F,G)
T%(Q) = ayj(Q)(FzG)(Q) + F1(Q) 2,

(Q)=0
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luego Q es singular en C. Supongamos que Q anula a F; y solo a ella y escriba-
mos, esta vez, F = F,G donde G(Q) # 0. Si Q es singular en C debe ser, para
todo j =0,1,...,n

8F1 aFl

a (Q 7(Q)G(Q) +F1(Q)7 Q) = 7(Q G(Q).
Yi

Como G(Q) # 0, esto ocurre si y solo si (0F1/0y;)(Q) = 0, para todo j =
0,1,...,n, luego siy solo si Q es singular en C; :F; = 0.

Para demostrar que una hipersuperficie con puntos singulares es irreducible
basta ver que dos hipersuperficies siempre se cortan. Sea C:F = 0, D :G = 0 dos
hipersuperficies; si tienen una componente irreducible comln es claro que se
cortan. Supongamos que no, y supongamos elegido el punto P,, = (0:....:1) ¢
CUD;sipyqsonlos grados de F y G respectivamente, podemos escribir

F = Yhi+ai(Vo,..,n-0)¥h "+ +ay(Yo,..., Yn-1)
G = YH+bi(Vo,eo, Vn-) Vi o+ Dg(Voyeeey Ynoa) -
Como C y D no tienen componentes en comun, la resultante R(Yo,..., Yn-1)

de F y G respecto de y, no es nula y es una forma de grado pgq. Siempre hay
puntos de P% ! que la anulan: un namero finito si n = 2 e infinitos si n > 2. Para
cada uno de esos puntos, (Xg:... :X,-1) hay un Gnico punto (Xg:... :Xu_1:) €
CnD,luego CND =+ &.

Finalmente, supongamos que F; es irreducible y F?|F; entonces F = F2G.
Sea Q € C tal que F,(Q) = 0; paratodo j =0,1,...,n, es

Q) _2F(Q) @(Q 1G(Q) Ff(Q)aayG_<Q> o
J

luego Q es singular en C. 0

Teorema 3.2.3- Sean = 2y C:F = 0 una curva plana (jno ciclo!). Entonces
C tiene sdlo un numero finito de puntos singulares (que puede ser ninguno). El
hiperplano tangente en los puntos simples se llama simplemente la tangente.

Demostracion: Se puede suponer que C es irreducible. En efecto, si demostra-
mos, bajo esta hipotesis, que hay s6lo un numero finito de puntos singulares,
lo tendremos en general porque:

1. Hay sblo un numero finito de componentes irreducibles, luego hay sdlo un
namero finito de puntos de interseccion entre ellas, que son singulares.
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2. Fuera de esos puntos, los que pertenecen sdlo a una componente irredu-
cible son singulares en C si y sblo si lo son en la componente, y hemos
afirmado que vamos a demostrar que una curva irreducible tiene sdlo un
numero finito de puntos singulares.

Supongamos, pues, que F es irreducible. Podemos elegir un sistema de refe-
rencia proyectivo en el cual el punto (0:0:1) ¢ C; entonces podemos escribir

F=y"+ai(yo, Y)Yy + -+ am (o, ¥1)

donde las a;(yo, Y1) son formas de grado i en las variables que se indican.
Entonces

3y, my;" t + (m—-1)ai(yo, y1) ¥yt + -+ ame1(Yo, Y1) -
Si m = 1, entonces 0F/0y, = 1 + 0, con lo que C no puede tener puntos
singulares. Es decir, una recta no tiene puntos singulares. Supongamos, de ahora
en adelante, que m > 1.

Sea R el discriminante de F con respecto a Y, es decir, la resultante de F y
0F /0dy,; entonces R + 0 porque, en caso contrario, F y 0F /0y, deberian tener
un factor comun, que tiene que ser F por irreducibilidad. Pero eso es imposible
porque F es de grado m y 0F /0y, es de grado m — 1.

Ahora bien, R es una forma de grado m(m — 1) en Yg, ¥1, luego hay exacta-
mente m(m — 1) puntos

(X10:11) 5oy (Km(m-1),0 :Xm(m-1),1)
de IP)}C que la anulan (algunos pueden coincidir). Paracadai=1,...,m(m — 1),
el sistema
0 = ¥ +ai(Xio, &)Yt + -+ am(&io, i)
0 = myy" '+ (m-1Day(&io, &)Yyt + -+ Am-1(Kio, Xig)

tiene una Unica solucion comdn (el sistema de referencia esta en posicion ge-
neral respecto de ambas). En resumen, el sistema O = F = 0F /0y, tiene un
namero finito de soluciones distintas. Como el conjunto de puntos singulares
de C es un subconjunto de éste, se deduce el enunciado. 0
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Ejemplo 3.2.4.- Una clbica eliptica escrita en forma de WeirstraR no tiene
puntos singulares. Sea

F = yoy§ + (V1 — 1 Yo) (V1 — X20) (V1 — &X3)0)

con &y, &,z € Cy distintos. Vamos a probar que C:F = 0 no tiene puntos
singulares. Tenemos que resolver el sistema

oF
0= aiyo = Y[2]% + 1 (1 — o) (V1 — X3Y0) +
X2 (y1 — 1 yo) (V1 — &3)0) + &X3(V1 — 1 Yo) (V1 — &2)0)
oF
0= 3, = —(y1— 2¥0)(yY1 — &X3Y0) — (1 — X1Y0) (V1 — X3)0)
—(y1 — x1y0) (V1 — &2)0)
oF
O=— = 2
ayz yoyz

La anulacion de la tercera ecuacion nos conduce a que Yo = 0 0 v, = 0. Para

Yo = 0 tenemos que

oF

i, _3y2’

01 '
luego y; = 0. Para 0 = o = 1, la anulacidon de la primera derivada nos da
y3 =0, luego y» = 0y asi el sistema no da solucion. Para y, = 0, las ecuaciones

primera y segunda nos dan

0 = oa(y1— 0)o) (Y1 — &3Yo) + x2(y1 — ®1)0) (V1 — ®3)0)
+&3(YV1 — ®1)0) (1 — X2)0)

0 = —(y1—02)o)(¥1— &3Y0) — (V1 — 1)0) (Y1 — X3)0)
— (1 — 01 Yo) (Y1 — x2)0) .

Restando a la primera ecuacidon «; por la segunda, nos queda

0 = (cx2—x1)(y1— x1yo) (Y1 — &3)0)
+ (03 — &1) (V1 — X1Y0) (V1 — X2)0)

o sea
0= (y1—01)0)[(=20x1 + Xz + 0t2) Y1 + (X1 X3 + X1 X2 — 2 X20X3) Vo]
Esta ecuacion da lugar a dos puntos (1:x;:0) y

(201 — 03 — 0 X103 + K12 — 2 Ko X3 :0)
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Sustituyendo el primer punto en 0F /0y, tenemos — (X1 — &3) (X1 — X2), que es
distinto de cero. Sustituyendo el segundo punto en 0F /07y, obtenemos

3 (0t — 3)% (1 — &3) (X1 — OXo)

que también es distinto de cero. Asi pues el sistema es incompatible, y no hay
puntos singulares.

Ejemplo 3.2.5.- Sea 0 # F € C[yo,¥1,Y2] una forma de grado m cuyas com-
ponentes puedan ser maltiples, C = V(F) el lugar de los puntos que anulan a
F. Supongamos que existe un punto Q € C de multiplicidad m; entonces C es
unidn de m rectas que pasan por Q, de las que algunas pueden coincidir. En
particular, si F no tiene factores maltiples, entonces C es unidon de m rectas
distintas que pasan por Q.

Es evidente que basta con probar el segundo enunciado, aquél en que F no
tiene factores maltiples. Sea Q = (qo:q1:g2) € Cy Sea Q + Q' = (qp:4;,:95) €
C; escribamos las ecuaciones paramétricas de la recta QQ’ en la forma

)’o=?\(/lo+u%, Y1 =Ad1+ Hq;, Y2=2Ad2+ Uq;.

Por las notas 3.2.1, la multiplicidad de interseccion con C en Q de la recta QQ’
debe ser mayor o igual que la multiplicidad de Q, que es m, luego

F(Ado + Mg, A1 + Hd1, A4z + Uqs) =
S L OF aryie(q)i gy =
ig+ir+iz=m lolllllz' ay(l)oayilayéz

u™F(dy,4q1,4q5) =0,

lo que significa que toda la recta QQ’ esta contenida en C. Esto implica que F
es divisible por la forma lineal que, igualada a cero, suministra una ecuacion
implicita de QQ’. Si C = QQ’, entonces nuestra demostracion ha terminado.
Si no, volvemos a tomar otro punto Q = Q; € C\ QQ’, procediendo igual, y
asi sucesivamente. Esto prueba nuestro aserto.

Para terminar esta seccion vamos a demostrar que la multiplicidad de inter-
seccion de recta y curva plana en un punto, definida como en 3.2.1.5, coincide
con la definida a través de la resultante, en la definicion 2.2.5. Esto se hace en
las notas 3.2.6.

Nota 3.2.6.— Sea C una curva plana definida por una ecuacion F = 0, donde F es
una forma de grado m sin factores multiples de tal forma que P, = (0:0:1) ¢ C.
Sea Q = (qo:q1:q2) € Cy sea ¢ = 0 una recta que pase por Q y no por P,
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donde ¥ es una forma lineal; suponemos que @ no es una componente rectilinea
de C. Entonces el sistema de referencia esta en posicidon general respecto de
ambas. Sea 0 # R € C[yy, y1] la resultante de F y £; se puede escribir

R = (qoy1 — 410)°® (Yo, V1) ,

donde s € Z. y @ es una forma de grado m — s (la resultante tiene grado
m -1 = m) no divisible por (qoY1 — q1)0). Por otra parte, R pertenece al ideal
engendrado por F y ¥, luego

R = g(50, 71, ¥2)F (Y0, Y1, ¥2) + h(yo, Y1, ¥2)4 .
La homogeneidad y los grados implican que g debe ser una constante y h una
forma de grado m — 1.
Sean
Yo=Ado+Hdo, Y1i=2Ad1+Hdy, Y2=Adz+pa;
las ecuaciones paramétricas de ¢, donde Q' = (g, :41 :q5) €s un punto arbitrario
del plano no alineado con Q y P,; tenemos que

R(Aqo + g, Aq1 + uqy, A4z + uqs) = gF (Ado + pdg, Ady + nqy, Adz + uqs) .

Asl,
F(Ado + Hdg, Aqo + Hd1, Ad2 + Uqs) =
(1/9)[q0(Aq1 + pay) — a1(Aqo + 1ao) P @ (Ado + Hdg, A + H4q;) =
k)
@/gusdet [ P M) o(Ago + uay, Ay + uds) .
do 41
Aqui,

det( q9 qll ) +0
o 491

porque Q y Q' no estan alineados con (0:0:1). Por otra parte, la formula de
Taylor permite escribir

@ (Ago + Uy, Aq1 + Hqy) =

A" @(do,q1) +

m-—s i

ol 1 o' . .

>oamTstigh N = ————(do, q1) (a) ™ (q)™ .

i—1 ioiaei W01 9y 0yt
Pero @ (qo,q1) # O porque @ (¥o, Y1) no es divisible por (qoy1 — q1Y0). Por
tanto, u = O es una raiz de

F(Aqo + pag, Ado + uai, Az + 1q;) = 0

de orden exactamente s. Esto prueba nuestro aserto.
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3.3. Geometria de la tangencia

Vamos a comenzar esta seccion tratando un problema insoslayable: como se
comportan los distintos conceptos introducidos frente a los cambios de coor-
denadas.

Notas 3.3.1.— Seay = xy’A un cambio de coordenadas en P¢, donde « € C\ {0}

doo do1 - don

Ao Ai1 -+ din
A= ]

aAno An1 - - Ann

3.3.1.1. Sea 0 # F(y) una forma de grado m > 0, cuya igualacion a cero es la
ecuacion de un ciclo en P¢. Aplicando el cambio de coordenadas anterior, el
ciclo tiene en las nuevas coordenadas la ecuacion F'(y’) = 0, donde F'(y’) =
F(y'A). Laregla de la cadena permite, entonces, escribir

oF" oF , .0yo OF  , 0y oF , 0yn
~—W) = —KvYAIT+ (YA T+ + (A) ;
T 3o Y Favs "o Y Vo oy yo
oF OF , dvo OF ayl oF Vi
) = — VYA + (y'A) + 0 ( A)
e 57 Y Va3 T oY Ny ovn Y Moy
OF ,  OF , 03y, OF  ,. owm OF , dvn
y) = —KA) + (Y'A) +t (y'A) :
oy, Y 3vo > Vo T oY Vo, avn Y Moy
O Sea
oF' oF oF F
—(y') = &agp=—(Y'A) +aa A -+ Xagn=—(Y' A
ayo(y) ooayo(y ) 01 (y ) + Onayn(y )
oF’ oF aF oF
-(y') = aap=—VYA) + xann=—WYA)+---+xan— YA
ayl(Y) 108yo(y ) nayl(y ) 1nayn(y )
oF" ., F oF oF
5y;l(y) = (Xanoayo(yA)""O(anl (Y'A) + +cxann—ayn(yA),
que se escribe
OF’ OF’ oF'
7/( ,)! /( ,)l"'li,( ,)) =
(ayo / oy, -/ oy, y

oF oF oF
— (Y A),=— (Y A),...,— (YA | A
“(ayo(y )ayl(y ) ayn(y ))
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0, abreviadamente,

oF'
oy’

V4 _ ai 7 t
(y) = (xay(y A)A

donde A! es la traspuesta de A. Estos razonamientos significan que, si Q es un
punto, si q = (qo,41,---,4n) €S un vector de coordenadas primitivas de Q y

siq = (q4,41,---,4,) €s un vector de Q en las nuevas coordenadas, entonces
existe un &’ € C tal que g = x'q’A. Por tanto,

BF’ / m—lai ’ t
) = ax(o) ay(q A)A",

luego, vectorialmente,

6F’

7(q) =

En otras palabras, el concepto de punto simple o singular del ciclo F = 0 no
depende de las coordenadas.

3.3.1.2. Afinemos un poco mas nuestros razonamientos para ver cOmo se com-
portan las polares bajo el cambio de coordenadas. EI comportamiento de la
primera polar se deduce facilmente de 3.3.1.1. En efecto,

2o
OF' OF' OF' z3
(1) ’ A ’ ’ ’

Zy
Zg
OF OF OF z3
= | Z=—KA),—KA),...,.— KA |AL|
(5)/0( ) ayl( ) ST (y )) :
zy

- g)y (F)| =y'A,z=2’A"’

que es la formula coherente con el cambio de coordenadas. Hemos suprimido
las constantes multiplicativas por simplicidad.

Supongamos que i > 1 es un indice, y supongamos que

(i-1) ry _ pli-1) .
H(Z',Y')(F ) = zy) (F) |y y'A,z=2'A"’

entonces

IT
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(i) N 1@ -y 1 1)
z'y) (F) 1 ;H(Z'YY')[ (z"y") (F )] ¢4 y)[ zy) (F)|y Y'A,ZZ'A]
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= Hg)y [ (;yl))(F)]

y=y'A,z=2"A

_ (i) ‘
H(Z’y) (F) y=y'A,z=2'A"’

lo que nos da la formula general del cambio de coordenadas en las polares.
Ahora bien, sea Q € P¢ y sea Q' su transformado mediante el cambio, de
tal manera que Q = Q’A. Las formulas anteriores nos dicen que, para todo

i=1,...

, M, es
M) (F) =0 = T o (F) =

luego la multiplicidad de un punto es invariante por cambio de coordenadas.

Supongamos ahora que Q = Q € P% es otro punto y Q’ es su transforma-
do mediante el cambio, de tal manera que Q = Q’A. Los calculos anteriores
implican asimismo que

(QQ)(F)—O@H ,)(F)=O

luego la multiplicidad de interseccion en Q de la recta QQ con el ciclo F = 0 es
invariante por cambio de coordenadas.
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