Tema 8.- Hipercuadricas afines. Clasificacion. Interpretacién proyec-
tiva de propiedades afines.

8.1 Hipercuadricas afines
Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de dos.
Definicién 8.1.1.— Una hipercuddrica afin en k™ es una ecuacion de segundo grado en n variables, salvo escalar

A cada polinomio

i+j<2

se le asocia una matriz simétrica Ay con coeficientes en k tal que

f(yly"' ayn) = (17y1a"' 7yn)Af(1ay17 ayn)t

(se ha utilizado aqui que el cuerpo es de caracteristica distinta de dos). Por tanto una hipercuddrica afin de k™ es,
salvo escalar, una ecuaciéon YAY' =0, con Y = (1,y1,... ,yn) ¥ A una matriz simétrica de orden n + 1.
Definicién 8.1.2.— Si @) es una hipercuddrica afin en k" se llama hipercuddrica lugar asociada a @ al conjunto

Vo (Q) = {(a1,... ,an) € E"| f(a1,... ,a,) =0},

donde f = 0 es una ecuacién de Q.

Nota 8.1.3.— Obviamente la definicién anterior es consistente, es decir, el conjunto V, (@) no depende del represen-
tante f elegido.

Nota 8.1.4.— Recordamos que un sistema de referencia afin en k™ estd dado por R = {O; B}, donde O es un punto
de k™ y B es una base del espacio vectorial k™. El ejemplo mas elemental es el del sistema de referencia canénico, dado
por O = (0,...,0) y por la base canénica de k™, en donde el punto (ay,... ,a,) de k™ tiene coordenadas (a1, ... ,an)
respecto del sistema de referencia canénico. Por otra parte, si R’ = {O’; B’} es otro sistema de referencia afin en k",
las ecuaciones del cambio de sistema de referencia afin son de la forma:

1 | mo1 mMon

(1 _ 1 , , O mi1 min
ay17"'7yn)_( ay17"'7yn) : : : )

0 mpo ... Mpn

o bien, Y = Y’'M, con la notacién obvia.

Por tanto, dada una hipercuddrica afin ) de ecuacién Y AY? = 0, respecto de un sistema de referencia afin R, en
otro sistema de referencia affin R/, una ecuacién de Q es: 0 = (Y/M)A(Y'M)! = Y'BY* con B = MAM?" también
simétrica, siendo M una matriz de cambio de sistema de referencia afin. Notese que esta matriz M es una matriz de
orden n + 1 inversible ’especial’ por su primera columna.

Definicién 8.1.5.— Sean Q) y Q' dos hipercuddricas afines en k™. Se dice que Q es afinmente equivalente a Q' (y se
representa @ ~, Q') si existe un cambio de sistema de referencia afin de k" que transforma una ecuacién de @) en una
ecuacién de Q'. Es decir, si YAY! = 0, YBY? = 0, son ecuaciones de @ y @' respectivamente, entonces A y B son
congruentes con una matriz de paso ’especial’.

Se trata de encontrar invariantes de las hipercuddricas afines que las clasifiquen, por analogia a lo hecho en el caso
proyectivo.
Se considera el espacio afin k™ sumergido en el espacio proyectivo P, (k) de la manera habitual :

k" — P, (k)

donde se identifica el punto (a,...,a,) € k" con (1: a1 : ...: a,) € P,(k). Denotaremos por H al hiperplano del
infinito g = 0.

Definicién 8.1.6.— Sea Q una hipercuddrica afin en £ definida por una ecuacién YAY? = 0. Se llama clausura
proyectiva de Q (y se denota por Q) a la hipercuddrica proyectiva definida en P, (k) por la ecuacion X AX? = 0, con
X = (o, @1, ,Tp)-

Nétese que la ecuacién de @Q se obtiene homogeneizando la ecuacién de Q, igual que sucedia con las ecuaciones de
las variedades lineales afines, al hallar sus clausuras proyectivas.
Definicién 8.1.7.— Se llama hipercuddrica del infinito asociada a @ (y se denota por Q) a la hipercuddrica proyectiva
§|H definida en el hiperplano del infinito por Q.



Por tanto, la ecuacién de Qo es

0
Z1
Z1
0,21,... ,7,)A . = (21,... ,7n)A0 : =0,
T
In

donde Ajg es la submatriz de A obtenida eliminando la primera fila y columna (cf. ejemplo 6.2.6).
Lema 8.1.8.— Con las notaciones anteriores se tiene:

V() [T V(@) = V(@)

DEMOSTRACION:  Basta observar que k" [[H =P, V(Q) Nk™ =V, (Q) y V(Q) N H = V(Qs) i

8.2 Clasificacion afin de hipercuadricas

El siguiente teorema expresa de una manera muy sencilla la clasificacién afin de las hipercuadricas afines en términos
de la clasificacion de las dos hipercuadricas proyectivas asociadas.
Teorema 8.2.1.— Sea k =R 6 C. Sean Q y Q' dos hipercuddricas afines en k™. Son equivalentes:

1. @ es afinmente equivalente a @Q’.

2. Q es proyectivamente equivalente a Q' y Qo es proyectivamente equivalente a Q.

DEMOSTRACION: 1. = 2.

Esta implicacién es muy sencilla, y vale para un cuerpo cualquiera. Sean @ y Q' dadas por unas ecuaciones
respectivas Y AY? = 0, Y BY? = 0; entonces A y B son congruentes con una matriz de paso M ’especial’: B = M AM?,
por tanto Q y Q' son proyectivamente equivalentes. Para comparar las partes del infinito, escribamos la igualdad
anterior expresando las matrices anteriores por cajas:

bOO * . 1 ‘ * apo ‘ * 1 | 0
Por tanto también se tiene By = MyAgM¢, con |My| = | M| # 0, con lo que Qo y Q' son proyectivamente equivalentes.
2. = 1.
A diferencia de la anterior esta implicacién es dificil, obteniéndose como una consecuencia del Teorema de Extensién

de Formas Bilineales Simétricas de Witt (cf. P. Abellanas. Geometria Bdsica. Cap. III, §4,9,pp.316-322). Por su
dificultad y extensién no lo vamos a explicar aqui. O

Como en el caso k = C las hipercuddricas proyectivas se clasifican segiin su rango, las hipercuddricas afines
complejas se clasifican por los rangos de su clausura proyectiva y de su restriccién al infinito. En términos matriciales,
si A es una matriz de una ecuacién de una hipercuddrica afin, los rangos de A y Ay, la clasifican.

En el caso real, la situacion es andloga, salvo que hay dos invariantes que clasifican hipercuadricas: rango y
signatura proyectiva. Vamos a describir los distintos tipos de cénicas y cuddricas afines reales, dando sus nombres y
sus ecuaciones candnicas o reducidas, en funcién de estos cuatro invariantes.

8.2.1 Coénicas afines reales

Q
rang(Q) : 3 rang(Q) : 2 rang(Q) : 1
sp(@Q):3 | sp(Q):1 sp(Q) : 2 sp(Q) : 0 sp(@Q) =1
2 Elipse Elipse Par rectas afines
imaginaria real imaginarias secantes
Qo | 210 Hipérbola Par rectas afines
reales secantes
1]1 Parabola Par rectas afines Par rectas afines | recta afin
imaginarias paralelas | reales paralelas doble
010 recta afin 1)




Para construir la tabla se utilizan varios argumentos: el lema 8.1.8 y la posicién relativa de una cénica real no
degenerada y una recta, que dimos al describir a aquella (cf. 6.3.2).
Las ecuaciones reducidas son:

elipse imaginaria: 1+y3 +y3 =0

elipse real: —1 +y? +y2 =0

hipérbola: 1+ y? —y32 =0

pardbola: 2y, +y3 =0

par de rectas afines imaginarias secantes: y% + y% =0

par de rectas afines reales secantes: y? — y5 = 0

par de rectas afines imaginarias paralelas: 1+ y3 =0

par de rectas afines reales paralelas: 1 —y? =0

recta afin doble: y3 =0

recta afin: y1 =0

8.2.2 Cuadricas afines reales

Q
rang(Q) : 4 rang(Q) : 3 rang(Q) : 2 rang(Q) : 1
sp(@) 14 | sp(Q):2 sp(@):0 | sp(@):3|sp(@):1| sp(Q):2 | sp(Q):0 | sp(@):1
Elipsoide Elipsoide cono af.
imag. real imag.
hiperboloide | hiperboloide cono af.
eliptico hiperbdlico real
Qoo Paraboloide cilindro cilindro | par planos
eliptico imag. eliptico af. imag.
secantes
Paraboloide cilindro par planos
hiperbdlico hiperb. af. reales
secantes
cilindro | Par planos | Par planos | plano af.
parab. af. imag. af. reales doble
paralelos paralelos
plano afin 1)

Para construir la tabla se utilizan varios argumentos: el lema 8.1.8 y la posicién relativa de las cuddricas reales no
degeneradas y un plano, que dimos al describir a aquellas (cf. 6.4.2).
Las ecuaciones reducidas son:

elipsoide imaginario: 1 +y? +y5 +y3 =0

elipsoide real: —1 +y? +y3 +y3 =0

hiperboloide eliptico: 1+ y? +y3 —y2 =0

hiperboloide hiperbdlico: 1+ y? —y3 —y2 =0

paraboloide eliptico: 2y, +y5 +y2 =0

paraboloide hiperbdlico: 2y, +y3 —y2 =0

cono afin imaginario: y3 +y3 +y3 =0

cono afin real: y3 +y3 —y3 =0




cilindro imaginario: 1+ y? +y3 =0

cilindro eliptico: —1+y3 +y53 =0

cilindro hiperbdlico: 1+ y3 —y3 =0

cilindro parabdlico: 2y, +y3 =0

par de planos afines imaginarios secantes: y3 + y3 = 0
par de planos afines reales secantes: y? —y3 =0

par de planos afines imaginarios paralelos: 1+ y3 =0
par de planos afines reales paralelos: 1 —y3 =0

plano afin doble: y? = 0

plano afin: y1 =0

8.3 Elementos afines de las hipercuadricas.

Definicién 8.3.1.— Sea () una hipercuddrica afin. Se llama variedad de centros de @ al conjunto R™ N pola(H ).

Nota 8.3.2.— La variedad de centros de una hipercuddrica afin es una variedad lineal afin. La variedad de centros de
una elipse (real o imaginaria) o de una hipérbola es un solo punto. La variedad de centros de una pardbola es vacia.
La variedad de centros de un elipsoide (real o imaginario), de un hiperboloide (eliptico o hiperbdlico) y de un cono es
un solo punto. La variedad de centros de un cilindro eliptico y de un cilindro hiperbdlico es una recta. La variedad de
centros de un paraboloide (eliptico o hiperbdlico) y de un cilindro parabdlico es vacia.

El nombre de centro se asigna porque es centro de simetria de la hipercuddrica afin.
Lema 8.3.3.— Sea @ una hipercuddrica proyectiva de P, (k) y L una recta proyectiva, no tangente a Q). La aplicacién
[+ L — L que lleva cada punto P € P, (k) en L N poly(P) estd bien definida, y es una homografia involutiva (o
involucion), es decir f? = id.

DEMOSTRACION:  Como L no es tangente a Q, Q|r es no degenerada, y L N poly(P) = polQlL(P) es un punto de
L. Sea XAX" = 0 una ecuacién de Q|;, y P = (ap : a1); entonces f(P) es el punto (ag,a1)AX" = 0, es decir, de

coordenadas
( ) 0 1
ap, a1 A 1 0 .

Por tanto f es una homografia. Por definicién f es involutiva, ya que f(P) es el punto conjugado con P respecto de

Q|- De otra manera, se puede ver que
2
01 1 0
)=o)

Corolario 8.3.4.— Si O es un centro de una hipercuddrica afin (real o compleja) @ y L es una recta afin que pasa
por O y corta a V,(Q) en dos puntos distintos Py y Py, entonces O es el punto medio del segmento Py P;.

O

DEMOSTRACION:  Aplicamos el lema 8.3.3 a Q y a L, ya que V(Q) N L son dos puntos distintos, y por tanto, @E
es no degenerada. Entonces f(P1) = P1 y f(P2) = Py, por ser autoconjugados respecto de @‘f, y f(O) = Ly, por

definicién de centro. Por el teorema 4.2.2, |Py PoOLo| = |P1P2LocOl, y por la proposicién 4.3.2 |PyPoOLe| = —1;
con la proposicién 4.3.3 se acaba la demostracion. O

Definicién 8.3.5.— Se llama hiperplano diametral (ﬂidmetm, en dimensién 2) de una hipercuddrica afin @ al hiper-
plano afin correspondiente a la polar (respecto de @) de un punto del infinito, es decir R N polQ(P), para cada
PeH.

Nota 8.3.6.— En el caso no degenerado, y con centro tnico, los hiperplanos diametrales son los hiperplanos que
pasan por el centro. En el caso de la parabola, los didmetros son el haz de rectas paralelas de direccién el punto de
tangencia de la pardbola.

Ejercicio 1.— Los planos diametrales de un paraboloide eliptico son los que lo cortan en una parabola.



Definicién 8.3.7.— Sea ) una hipercuddrica afin. Se llama hiperplano asintdtico (asintota, en dimensién 2) de @ a

todo hiperplano afin de la forma R" N polg(P) donde P € V(Q) N H = V(Qx) (estos puntos se llaman direcciones
asintdticas).

Nota 8.3.8.— Las elipses no tienen asintotas porque V(Qo) = (. Las pardbolas no tienen asintotas porque V(Q) €
H. Las hipérbolas tienen dos asintotas, porque hay dos direcciones asintéticas.

Ejercicio 2.—
1. Los planos asintéticos de un paraboloide hiperbdlico son los que lo cortan en una tnica recta.

2. Los planos asintdticos de un hiperboloide hiperbdlico son los que lo cortan en dos rectas paralelas.

Lema 8.3.9.— Sea ) una hipercuddrica real no degenerada de P5(k), P ¢ V(Q), L su hiperplano polar. Supongamos
que LNV(Q)#Dy P € LNV(Q). Se tiene:

1. La recta PP’ es tangente a Q en P’.

2. El conjunto de rectas que pasan por Py cortan a V(Q) en un punto de L es una cuddrica degenerada que tiene
a P como punto singular, llamada cono tangente a @Q en P.

DEMOSTRACION: 1. Basta ver que P’ es conjugado con todos los de PP’.
2. Elijamos un sistema de referencia en el que P = (1:0:0:0) y L : 9 = 0. Entonces @ tiene como ecuacién

XAXt =0, con
1 0
2= (5t

y el lugar geométrico de los puntos PP’ es de ecuacién

0] 0,0
X(O AO)X—O,

que es un cono de vértice P. O

Definicién 8.3.10.— Se llama cono asintdtico de una cuadrica afin con centro tnico, al cono tangente desde este
centro.



