Tema 3.- El grupo lineal proyectivo. Homologias. Afinidades.

3.1 El grupo lineal proyectivo.

Recordamos que en el tema anterior hemos definido, para una variedad lineal proyectiva L C P,, no vacia, el grupo
lineal proyectivo PGI(L) (cf 2.3.2 y 2.3.3). Ademds, si V = 7 (L), se obtenfa alli un homomorfismo de grupos
7 : GI(V) — PGI(L) sobreyectivo.

Se trata aqui de trasladar, via m, la clasificacién en el grupo G1(V') estudiada en Algebra Lineal . Se recuerda que
dos automorfismos f y g de V se dicen linealmente equivalentes, si existe un h € GI(V) tal que f = hgh™?.
Definicién 3.1.1.— Dos homografias F'y G de PGI(L) se dicen proyectivamente equivalentes, si existe una homografia
H € PGI(L) tal que F = HGH™ 1.

Al igual que en el caso lineal, la equivalencia proyectiva se puede traducir a una condicién matricial, siempre que
se fije un sistema de referencia en L. Recordemos para ello el Teorema de Jordan
Teorema 3.1.2.— Teorema de clasificacion de Jordan. Supongamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado, y
sean f y g dos automorfismos de un espacio vectorial V sobre k. Sean A y B las matrices de f y g respecto de una
base B fijada de V. Las propiedades siguientes son equivalentes:

1) fy g son linealmente equivalentes.

1) Ay B son semejantes, i.e. existe una matriz regular C tal que A = CBC~1.
2) Ay B tienen los mismos autovalores y la misma particién de multiplicidades.
2’) Ay B tienen una misma forma candnica de Jordan.

Teorema 3.1.3.— (Clasificacion de las homografias: version proyectiva del teorema de Jordan) Supongamos que el

cuerpo k es algebraicamente cerrado y sean F,G € PGI(L) dos homografias. Sea R un sistema de referencia de L y
sean [A] y [B] las clases-matrices de F' y G respecto de R. Las propiedades siguientes son equivalentes:

1) F y G son proyectivamente equivalentes.
1) Ay B son semejantes, salvo un escalar, i.e., existen A € k no nulo y una matriz regular C' tal que A\A = CBC~1L.

2) Los autovalores de A y B se distinguen por un factor multiplicativo no nulo de k, y poseen las mismas multi-
plicidades y las mismas particiones de multiplicidades, i.e. existe un escalar no nulo A tal que p es un autovalor
de A con particién de multiplicidad m = p; + -+ + p¢ si y sélo si Ay es un autovalor de B con particiéon de
multiplicidad m = p1 + - - + py.

La demostracion es una consecuencia inmediata del teorema de Jordan y de los resultados del tema anterior.
Nota 3.1.4.— El teorema anterior es también cierto en el caso en que el cuerpo k sea infinito y no necesariamente
algebraicamente cerrado. Para ello basta observar que la relaciéon de conjugacion sobre una clausura algebraica de k
implica la relacién de conjugacion sobre k. Esto se aplica muy especialmente al caso k = Q o kK = R.

Ejemplo 3.1.5.— (Clasificacidn de las homografias de una recta proyectiva real o compleja) Supongamos que k = C y
que L es una recta proyectiva compleja. Sea F' € PGI(L) una homograffa distinta de la identidad. Entonces se verifica
uno (y sélo uno) de los asertos siguientes:

1) Existe un sistema de referencia R = {Fy, P1; U} tal que la clase-matriz de F' respecto de él es la clase de una

matriz de la forma:
1 0
0o X /-

con A\ # 0,1. En este caso F' posee sélo dos puntos dobles Py, P;. A estas homografias las llamaremos hiperbdlicas.
Ademds, si G € PGI(L) es otra homografia en las mismas condiciones, i.e. existe un sistema de referencia
S = {Qo,Q1;V} tal que la clase-matriz de G respecto de él es la clase de una matriz de la forma:

1 0
0 pu )’
F es proyectivamente equivalente a G si y sélo si A = p.

2) Existe un sistema de referencia R = {Py, P;; U} tal que la clase-matriz de F respecto de él es la clase de una

matriz de la forma:
1 -1
0 1 /)

En este caso F' posee sélo un punto doble Py. A estas homografias las llamaremos parabdlicas. Ademas, si
G € PGI(L) es otra homografia en las mismas condiciones, G es proyectivamente equivalente a F.



Si el cuerpo k es el de los ntimeros reales, ademds de los tipos 1) y 2) debemos anadir el siguiente:

3)

Existe un sistema de referencia R = {Fy, P1; U} tal que la clase-matriz de F' respecto de él es la clase de una

matriz de la forma:
1 p
-8 1)

con (3 # 0. En este caso I’ no posee ningin punto doble. A estas homografias las llamaremos elipticas. Ademas,
si G € PGI(L) es otra homografia en las mismas condiciones, i.e. existe un sistema de referencia R = {Qo, Q1; V'}
tal que la clase-matriz de G respecto de él es la clase de una matriz de la forma:

1 g
(5 7)

con 3 # 0, F es proyectivamente equivalente a G si y sélo si 5’ = §.

Ejemplo 3.1.6.— (Clasificacidn de las homografias del plano proyectivo sobre un cuerpo algebraicamente cerrado)
Supongamos que k es algebraicamente cerrado y que L es una variedad proyectiva de dimensién dos. Sea F' € PGI(L)
una homograffa distinta de la identidad. Entonces se verifica uno (y sélo uno) de los asertos siguientes:

)

Existe un sistema de referencia R = { Py, Pi, P>; U} tal que la matriz-clase de F respecto de él es la clase de una
matriz de la forma:

O O =
O = =
_ o O

En este caso la configuracién invariante de F' estd formada por una recta de puntos dobles (P; + P,) y por un
haz de rectas dobles (las que pasan por P;). Nétese que P; es un punto doble “especial” dentro de la recta de
puntos dobles y que P; + P> es también una recta doble “especial” dentro del haz de rectas dobles. Ademas, si
G es otra homografia de L en las mismas condiciones, entonces G es proyectivamente equivalente a F.

Existe un sistema de referencia R = { Py, P1, P»; U} tal que la matriz-clase de F respecto de él es la clase de una
matriz de la forma:

1 -1 0
0 1 -1
0 0 1

En este caso la configuracién invariante de F' estd formada por un solo punto doble (P;) y una sola recta doble
(P + P, = {xo = 0}). Ademds, si G es otra homograffa de L en las mismas condiciones, entonces G es
proyectivamente equivalente a F.

Existe un sistema de referencia R = { Py, P1, P»; U} tal que la matriz-clase de F respecto de él es la clase de una
matriz de la forma:

1 0 0
0 x 0|,
00 A

con A # 0,1. En este caso la configuracién invariante de F' estd formada por una recta de puntos dobles
(Py + P,), otro punto doble méds (Fp), un haz de rectas dobles (las que pasan por Py) y una recta doble mds
(Py + P> = {xo = 0}). Ademds, si G es otra homografia de L en las mismas condiciones, i.e. existe un sistema
de referencia R’ = { P}, P, P5; U’} tal que la matriz-clase de G respecto de €l es la clase de una matriz de la
formas:

1 0 0
0o XN o0 |,
00 N

con X # 0,1, entonces G es proyectivamente equivalente a F' si y s6lo si A = X. A este nimero ) se le llama
razon de la homologia F'. Notese que se puede definir como cociente del autovalor doble por el autovalor simple,
por lo que sélo depende de F'.

Existe un sistema de referencia R = { Py, P1, P»; U} tal que la matriz-clase de F respecto de él es la clase de una
matriz de la forma:

A0 0
01 -1
0 0 1



con A # 0,1. En este caso la configuracién invariante de F' estd formada por dos puntos dobles (Py y P») y dos
rectas dobles, la determinada por los dos puntos dobles (Py + P, = {1 = 0}) y otra que pasa sélo por uno de
ellos (P + P = {zo = 0}). Ademds, si G es otra homografia de L en las mismas condiciones, i.e. existe un
sistema de referencia R’ = { P}, P/, P3; U’} tal que la matriz-clase de G respecto de él es la clase de una matriz
de la forma:

N0 0
0 1 -1 |,
0 0 1

con X # 0,1, entonces G es proyectivamente equivalente a F' si y s6lo si A = ). Notese que en este caso los dos
puntos dobles no juegan el mismo papel geométricamente hablando, pues por uno de ellos pasa una sola recta
doble mientras que por el otro pasan dos rectas dobles. Esta es la contrapartida geométrica del hecho algebraico
de que los puntos dobles provienen de dos autovalores con distinta particion de multiplicidades. Uno de ellos
aparece en un bloque de Jordan 2 x 2 mientras que el otro lo hace en un bloque de Jordan 1 x 1.

5) Existe un sistema de referencia R = { Py, P1, P2; U} tal que la matriz-clase de F respecto de él es la clase de una
matriz de la forma:

1 00
0 X 0 |,
0 0 p

con A # 0,1, u #0,1 y A # p. En este caso la configuracién invariante de F' estd formada por tres puntos
no alineados (P, Py y P2) y por las tres rectas que determinan ({zo = 0},{xz1 = 0} y {2 = 0}), que son
no concurrentes. Ademads, si G es otra homografia de L en las mismas condiciones, i.e. existe un sistema de
referencia R’ = { P}, P{, Py; U’} tal que la matriz-clase de G respecto de él es la clase de una matriz de la forma:

0 O
/ 0 ,
0

OO =
>

con N #0,1, / 20,1y N # i/, entonces G es proyectivamente equivalente a F' si y sélo si {\, u} = {N,u'}.

En este ejemplo vemos cémo el simple examen “geométrico” de la configuracién invariante determina el tipo “alge-
braico” de forma canédnica.

3.2 Homologias planas.

Las homograffas de Py de los tipos 1) y 3) del ejemplo 3.1.6 tienen en comtn el tener una recta de puntos dobles; por
esa razon se las llamard homologias de Po. A la recta de puntos dobles se llamara eje de la homologia. De hecho son
las tnicas homografias que tienen 3 puntos dobles alineados. Las homologias, por dualidad, tienen un haz de rectas
dobles, que pasan por un punto, llamado centro de la homologia. De hecho son las uinicas homografias que tienen tres
rectas dobles concurrentes. Las homologias del tipo 1) se llaman homologias de centro y eje incidentes (o elaciones, o
especiales, en otros autores). Las del tipo 3) se llaman homologias de centro y eje no incidentes (o generales, en otros
autores). Veremos en esta seccién algunas propiedades de las homologias planas.

Proposicién 3.2.1.— Sea F' una homologia plana de centro O y eje e.

1. Si P es un punto no doble para F', entonces {O, P, F(P)} estdn alineados.

2. Sir es una recta no doble para F, entonces {e,r, F'(r)} son concurrentes.

DEMOSTRACION:  Para el primer caso basta ver que OP es una recta doble, por pasar por O, luego F(P) € OP.
Para el otro caso, basta ver que e Nr es un punto doble, por ser de e, luego eNr € F(r). O

Proposiciéon 3.2.2.— Una homologia plana viene dada univocamente por el centro O, el eje e, un punto no doble P
y su imagen F(P) € OP.

DEMOSTRACION: En el caso no incidente, dados O,e, P, F(P), con O ¢ e, basta tomar dos puntos distintos
A,B € e\ OP. Entonces {O, A, B, P} es un sistema de referencia, cuyos transformados son {O, A, B, F'(P)}. Existe
una tnica homografia F' que hace las transformaciones citadas. Como A, B y eNOP son tres puntos dobles distintos
de e, F sélo puede ser una homologia de centro O y eje e, que verifica las condiciones enunciadas.

En el caso incidente, O € e, se un punto @ ¢ e U OP. Por la proposicién 3.2.1, la recta r = PQ se transforma en
F(r), que pasa por e N7y por F(P). Como F(Q) € F(r) N OQ, se obtiene asi el punto F(Q). Basta razonar ahora
con la tnica homografia F' que lleva {O, P,Q, A}, con A € e\ PQ, A# O, en {O,F(P),F(Q), A}. Como F tiene las



rectas dobles concurrentes OP, OQ y e, entonces es una homologia de centro O y eje e, ya que e contiene 3 puntos
dobles para F: O, Ay PQNF(P)F(Q). O

Nota 3.2.3.— Como consecuencia de la proposicién anterior y su demostracion, se tiene un método geométrico de
construccién de la imagen de un punto por una homologia F', conocidos su centro O, eje e, un punto no doble P y su
imagen F(P).

Se trata, en el caso @ ¢ OP de repetir el procedimiento de la proposicién anterior, sean O y e incidentes o no. Si
Q € OP, se harfa el procedimiento anterior para un punto P’ ¢ OP, y se repetirfa para los datos O, e, P’ y F(P’) ya
que, entonces, @ ¢ OP'.

Ejercicio 1.— Una homologia plana viene dada univocamente por el centro O, el eje e, una recta no doble r y su
imagen F(r) pasando por e Nr.

Ejercicio 2.— La composicién de dos homologias planas del mismo centro (resp. eje) es, o bien una homologia del
mismo centro (resp. eje), o bien la identidad.

PARA AMPLIAR: LA SIGUIENTE SECCION PRESENTA UNA GENERALIZACION A DIMENSION ARBI-
TRARIA

3.3 Homologias.

Sea L C P, una variedad lineal proyectiva de dimensién r > 2.
Definicién 3.3.1.— Sea F' : L — L una homografia distinta de la identidad. Diremos que F es una homologia si F'
posee un hiperplano de puntos dobles.

Lema 3.3.2.— Sea F': L. — L una homografia con P y @) puntos dobles correspondientes a autovalores A y u de una
cierta matriz A de F, respectivamente. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. A=p.
2. En la recta PQ hay méas de dos puntos dobles de F'.
3. La recta PQ es de puntos dobles de F'.

DEMOSTRACION: Sean P =m(x)y Q@ = w(y) con Ax = xA y py = yA.
1 = 3y 3 = 2 son triviales. Basta probar 2 = 1. Sea d # 0 tal que el punto n(x + Jy) de PQ es doble para F,
entonces

(x+0y)A = Xx + pdy = e(x + dy),

por tanto A = p. O

Teorema 3.3.3.— Si F' es una homologia de L y H es un hiperplano de puntos dobles, entonces, a lo sumo, hay un
punto doble més. A H se le llamara eje de la homologia F'. Ademas:

1. En el caso de que exista un punto doble mas O, éste se llamara centro de la homologia F', y seran dobles para
F todas las variedades lineales proyectivas contenidas en H o que contengan a O.

2. En el caso de que no existan puntos dobles para F' fuera de H, existe un punto O € H que se caracteriza por
ser dobles para F' todas las variedades lineales proyectivas que pasan por O, ademds de todas las contenidas en
H. A este punto O se le llamard centro de esta homologia.

En el primer caso se dice que F' es una homologia de centro y eje no incidentes y en el segundo caso se dice de centro
y eje incidentes.

DEMOSTRACION:  Sea {Pi,..., P.} una base de H. Se puede ampliar con un punto Py y un punto unidad U hasta
un sistema de referencia R de L. Por la nota 2.4.4, como Fjy es la identidad, una matriz de F' respecto de R serd:

Ao ...
0 pu ... 0
0 O W

Estudiamos las dos posibilidades: A # py A = p.

1. A # p. Si calculamos los puntos dobles asociados a A obtenemos un punto doble O = (A —p:aq : -+ : a,.), con
O ¢ H que tiene como ecuacién xo = 0. Si L' C H, obviamente F(L') = L'. Si O € L', entonces L' = O + (L' N H).
Luego F(L')=F(O)+ F(L'NnH)=L".



2. Si A = p no hay més puntos dobles que los de H. Si calculamos los hiperplanos dobles usando la proposicion 2.4.3
para el tnico autovalor p se ve que son dobles todos los hiperplanos que pasan por el punto O = (0: a1 : -+ : ) € H.
Cualquier variedad que pase por O es interseccién de un ntimero finito de aquellos hiperplanos, luego es doble para F'.
O

Se puede generalizar la definicién de razén doble de una homologia de centro y ejes no incidentes, dada en el caso
plano. Asi, se llamaria razén de una tal homologia F' a la razén del autovalor multiple de cualquier matriz de F' por el
simple. La proposicién 3.2.2 y los ejercicios siguientes se pueden generalizar facilmente a homologias en dimensiones
superiores a 2.

Un resultado cuya demostracion se escapa de nuestros objetivos es el siguiente
Ejercicio 3.— Las homologias generan el grupo PGI(L).

3.4 Relacion entre las afinidades y las homografias.

En esta seccién partimos de la inmersién ¢ : k™ — P, (k) del espacio afin en el proyectivo, y estudiamos cémo se
pueden interpretar las afinidades de k™ en términos de las homografias de P, (k).

Proposicién 3.4.1.— Sea F : k" — k™ una afinidad. Existe una tnica homografia F : P, (k) — P, (k) tal que
poF = Foy. A dicha homograffa la llamaremos homografia asociada a la afinidad F. Ademds, si G': k™ — k" es
otra afinidad, se tiene que G o F = G o F, es decir la aplicacién que lleva ' en F es un homomorfismo entre los grupos
afin GA(n, k) y proyectivo PGI(P,,(k)).

DEMOSTRACION:  Se recuerda que una afinidad F' de k™ venia dada por una aplicacién de la forma

(L2, ...,20) = (L, 21,... ,2,)M,

n

donde M es una matriz de la forma

y |M| = |Mo| # 0. La homografia F de IP,, definida por las ecuaciones
(xg:xy:.. i) = (zo:a1 ... 2y)[M],
verifica, trivialmente, las condiciones del enunciado. |

PAI?A AMPLIAR: EN LO QUE SIGUE SE ANALIZA LA RELACION ENTRE AFINIDADES Y HOMO-
GRAFIAS
Nota 3.4.2.— En las condiciones de la proposicién anterior, se tiene lo siguiente:

1) La relacién ¢ o F' = F o ¢ nos indica que F' extiende a F, pues podemos considerar a k" incluido en P, (k) a
través de la aplicacion ¢, es decir que el siguiente diagrama es conmutativo

k"LPn

Lo

i —2 s P,

2) El hiperplano del infinito H es doble para F. Ademés se tiene que F(moo(u)) = 7o (F(u)) para cada vector
u € k™ — {0}, o bien que el siguiente diagrama es conmutativo

v\{0} —=— H

7| |

V\{0} —=— @O
Esto nos indica que la accién de F sobre los puntos “finitos”, i.e. los del complementario de H, es idéntica a
la accién de F sobre los puntos del espacio afin k™, mientras que la acciéon de F' sobre los puntos del infinito

reproduce la accién de la aplicacién vectorial F' asociada a F sobre las direcciones del espacio afin k", definida
por las ecuaciones (en la notacién de la proposicién anterior)

(@), .o yan) = (z1,... ,2n) Mo.



3) La correspondencia F' — F establece una biyeccién! entre las afinidades de k™ y las homografias de P, (k) que
tienen doble el hiperplano del infinito H.

Proposicion 3.4.3.— Sea F': k™ — k™ una afinidad distinta de la identidad. Consideremos las propiedades siguientes:

a) F es una traslacién de vector multiplo no nulo de (uq, ..., uy,).
b) F es una homologia de eje el hiperplano del infinito y de centro incidente (0 : wuy : - : uy,).
¢) F es una homotecia de centro O € k™.

)

d) F es una homologia de eje el hiperplano del infinito y de centro no incidente ¢(O).

Entonces a) es equivalente a b) y c) es equivalente a d).

DEMOSTRACION:  Basta analizar las ecuaciones de las transformaciones citadas. O

1En realidad se trata de un isomorfismo de grupos.



