Tema 2.- Homografias. Ecuaciones. Ejemplos.

En este tema estudiaremos los “isomorfismos” de los espacios proyectivos, que llamaremos homografias, daremos sus
ecuaciones, algunos ejemplos y su clasificacién. Siguiendo la filosoffa iniciada en el tema anterior se trata simplemente
de traducir, via 7, los objetos andlogos del espacio vectorial, es decir, los isomorfismos entre espacios vectoriales y sus
propiedades.

2.1 Homografias.

Sean Ly C P, (k) y L2 C P, (k) variedades lineales proyectivas no vacias de la misma dimensién r.
Definicién 2.1.1.— Una aplicacién F' : L1 — Lo se llama homografia entre Ly y Lo si existe un isomorfismo de
espacios vectoriales f : T 1(L1) — 7T (L) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ll EE— L2

| |
7N L) L 7Y (L),

es decir, Fr(v) = 7 f(v) para todo v # 0. En este caso usaremos la notacién F' = 7(f)

Anélogamente al caso de los puntos, el isomorfismo vectorial define univocamente la homografia, salvo factor
escalar.
Proposicién 2.1.2.— Sean f, g isomorfismos entre 7~ 1(L;) y @ (Lz). Se verifica que 7(f) = 7(g) si y sélo si existe
un A # 0 tal que f = Ag.

DEMOSTRACION:  Supongamos que 7(f) = w(g). Para cada vector v, se tiene, por la conmutatividad anterior, que

mf(v) =m(f)(v) = m(g)(v) = mg(v)

y, por tanto, que existe un A # 0 tal que f(v) = Ag(v)). Sir > 1 hay que demostrar que el pardmetro A es el mismo
para todos los vectores. En efecto, sean v y w vectores linealmente independientes (el otro caso serfa trivial), y A, p
y 0 tales que f(v) = Ag(v), f(w) = ug(w) y f(v+w)=4dg(v+ w). Por tanto:

9O + iw) = Ag(v) + pg(w) = (v +w) = g0V + dw),

por ser g inyectiva, Av + uw = év + dw, y por la independencia lineal de v y w, se obtiene lo deseado.
La implicacion contraria es muy simple. O

2.2 Ecuaciones de las homografias.

Sean Ly C P,(k) y Ly C P, (k) variedades lineales proyectivas no vacfas de la misma dimensién r. Sea F' = m(f)
una homografia entre Ly y L. Sean Ry y Ro sistemas de referencia en L; y Lo respectivamente. Si P es un punto
genérico de L, de coordenadas (xq : -+ - : x,), respecto de Ry y (af : --- : al.) son las coordenadas de F(P), respecto
de Ro, se trata de encontrar una relacién entre ambas coordenadas.

Sean By y By bases normalizadas asociadas a R y Ro respectivamente, y sea M la matriz del isomorfismo f
respecto de By y Bz. Si v y v/ son los vectores de coordenadas (zo,...,2,) y (2(,...,x,) respecto de By y Bs
respectivamente, se tiene que F(P) = w(f)n(v) = 7w f(v) = n(v’), por tanto, existe un A # 0 tal que

Axg, .. xh) = (o, - .oy T ) M.

A estas ecuaciones las llamaremos ecuaciones de F' respecto de R y R2, que también las escribiremos de la manera
siguiente:
’ . WA . .
(xg: )= (xg:- - xp)[M],

T

entendiendo por [M] la clase-matriz de M, clase de equivalencia de la matriz M respecto de la relacién: M ~ N siy
sélo si existe un A # 0 tal que M = AN.

Noétese que en la definicién anterior la clase [M] es tinica, no depende de las elecciones hechas de bases normalizadas,
de f y de vectores en los puntos, dependiendo sélo de F, R1 y Ro.

Al conjunto cociente de Gl(r + 1, k) por la relacién de equivalencia anterior se le notard por PGI(r, k), que hereda
la estructura de grupo multiplicativo, llamado grupo general lineal proyectivo.
Nota 2.2.1.— Es inmediato verificar el efecto producido en la clase [M] cuando se cambia de sistema de referencia en
L, y Ly. Por analogia a lo que sucede en Algebra Lineal cuando se cambia de base, la clase-matriz en nuevos sistemas



de referencia R} y R, serfa [AMB™!], con A y B matrices invertibles. En el caso particular de L; = Ly, R1 = Ra y
! =R}, entonces la nueva clase-matriz es [AM A™!], es decir la clase de una matriz semejante a la de partida.

En el caso vectorial se sabia que para conocer un homomorfismo era necesario conocer las imagenes de los elementos
de una base. Veremos ahora que para conocer una homografia se necesita conocer la imagen de los elementos de un
sistema de referencia.

Proposicién 2.2.2.— Sean R, y R sistemas de referencia en L1 y Lo respectivamente. Existe una tnica homografia
que transforma R; en Ry (ordenadamente).

DEMOSTRACION: Sean By = {vo,...,v,} y Ba = {v{,...,v.} bases normalizadas asociadas a R; y Rq res-
pectivamente, existe un tnico isomorfismo vectorial f tal que f(v;) = v, para cada ¢« = 0,...,r. Se comprueba
facilmente que F' = m(f) verifica las condiciones del enunciado: Fr(v;) = nf(v;) = w(v}), para cada i =0,...,7,y

Fr(vo+ -4 vy)=7n(vi+ -+ V).
Para probar la unicidad, sea otra homografia G = 7(g) que lleva Ry en Rg, ordenadamente. Entonces Gr(v;) =
wg(v;) = w(v}), luego g(v;) = \;v}, para cada i = 0,...,r. Por otra parte,

Gr(vo+-+v.)=m(Novy+ -+ A\vl) =7(Vi+ -+ V),

luego existe un p # 0 tal que Agvy+ -+ vl = p(vi+---+vl),asi Ag=--=X\. =pyg=puf,conloque G=F.
O

Proposicion 2.2.3.— Toda homografia F': L1 — Lo induce un isomorfismo de los reticulos de L1 y Ls.

DEMOSTRACION: Basta observar que F' conmuta con el operador L,: para cada subconjunto E de vectores,
FL,7(E)=F7L,(FE) =TfL,(E) =7L,(f(E)) = Ly f(E) = L, F7(F)
El resto de la demostracion ya es muy facil. O

Esta proposiciéon permite obtener métodos de calculo de ecuaciones de las imagenes directas e inversas de una
variedad lineal proyectiva por una homografia.

El teorema de Staudt de la Geometria proyectiva es una especie de reciproco de la anterior proposicién, pero que
por su extensiéon no lo abordaremos.

2.3 Ejemplos.

Ejemplo 2.3.1.— La identidad es una homografia de una variedad lineal proyectiva en si misma.

Ejemplo 2.3.2.— La composicién de homografias es una homografia. Mas precisamente, sean L1, Lo y L3 variedades
lineales proyectivas de la misma dimensiéon y F' : Ly — Ly vy G : Ly — L3, homografias. Si F = n(f) y G = 7(g),
entonces

GF(m(v)) = G(nf(v)) = mgf(v),

es decir GF es la homograffa definida por el isomorfismo vectorial gf. As{ mismo, si [M;] y [Ma] son las clases-matrices
de F'y G respecto de sistemas de referencia fijados, entonces [M; Ms] es la clase-matriz de GF. (jAtencién al orden!)

Ejemplo 2.3.3.— Es un ejercicio muy simple comprobar que toda homografia es una aplicacion biyectiva. Pues bien,
si F' es una homografia también lo es F~1, y ademds, F~! = 7(f~1). De aquf se deduce que si [M] es la clase-matriz
de F respecto de sistemas de referencia fijados, entonces [M ~!] es la clase-matriz de F~1.

De los ejemplos anteriores se deduce que, si L es una variedad lineal proyectiva no vacia de dimensién r y denotamos
por PGI(L) al conjunto de homografias de L en s{ misma, entonces se tiene una estructura de grupo para la composicién,
isomorfo a PGl(r, k).

Ejemplo 2.3.4.— SECCIONES. Recordamos que en el plano proyectivo, el haz de rectas que pasa por un punto O € Py
tiene estructura de recta proyectiva de Pj, puesto que x(O) es una variedad lineal proyectiva de dimensién 1. Un
ejemplo basico de homografia entre este haz de rectas que pasa por O y una recta L C Py que no pasa por O es la
seccién de aquellas con ésta. En efecto, sea F' : x(O) — L definida por F(H) = H N L para cada recta H que pasa
por O. Para probar que F' es una homografia utilizaremos un método habitual en geometria: elegir un sistema de
referencia ad hoc, en donde los datos de partida tenga coordenadas y ecuaciones lo méas simples posibles.

Sea R = {O, Py, P»; U} un sistema de referencia en Py, con { Py, P,} C L. Se tiene entonces que R1 = {OP;,0P,; OU}
es un sistema de referencia en *(0), ya que estd formado por tres rectas distintas que pasan por O. De otra parte se
tiene que Ry = { Py, P2; OUNL} es también un sistema de referencia de L, por estar formado por tres puntos distintos.
Sea H una recta cualquiera que pasa por O, su ecuacién respecto de R serd axy + bxo = 0. Como la estructura
proyectiva de P35 es la dada por la aplicaciéon @ del tema anterior, se tiene que las coordenadas de H respecto de R4



son (b: —a). Por otro lado F(H) = H N L tiene las mismas coordenadas respecto de Ro. Por tanto el isomorfismo de
matriz identidad, en la bases normalizadas correspondientes a R1 y Rq, define a F'.

Ejemplo 2.3.5.— PROYECCIONES. Consideremos ahora la aplicacién inversa de la anterior G : L — x(O) que asocia
a cada punto P de L la recta OP. Es claro que G es también una homografia.

Ejemplo 2.3.6.— La restricciéon de una homografia a una subvariedad lineal proyectiva es también una homografia,
evidentemente. Un caso muy interesante lo veremos en el pardgrafo siguiente (cf. nota 2.4.4).

2.4 Elementos invariantes por las homografias.

En el tema siguiente abordaremos el problema general de la clasificacién de homografias en el grupo PGI(L), siendo L
una variedad lineal proyectiva no vacia de dimensién r de P, (k). Un instrumento ttil en este problema es el estudio
de variedades lineales proyectivas de L dobles o invariantes por una homografia.

Definicién 2.4.1.— Sea F € PGI(L) una homografia y L’ C L una variedad lineal proyectiva. Se dice que L’ es
invariante o doble para F' si F(L') = L.

Nosotros sélo analizaremos el caso de puntos e hiperplanos.
Proposicién 2.4.2.— (Cadlculo de los puntos dobles de las homografias) Sea F : L — L una homograffa y R un
sistema de referencia de L. Sea [A] la clase-matriz de las ecuaciones de F' respecto de R y sea P un punto de L de
coordenadas (xq : - - : x,) respecto de R. Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) P es un punto doble de F.

b) A(zo,...,z,) = (xo,...,2,)A para algiin autovalor A de la matriz A.

DEMOSTRACION:  Trivial O

Proposicién 2.4.3.— (Cdlculo de los hiperplanos dobles de una homografia) Sean F': L — L una homograffa, H C L
un hiperplano de L y R un sistema de referencia de L. Supongamos que [A] es la clase-matriz de F respecto de R y
que apxg + -+ - + a,rx, = 0 es la ecuacién implicita de H respecto de R. Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) H es un hiperplano doble de F.

b) A(ag,...,a,)t = Maog, - ..,a,)! para algtin autovalor A de A.

DEMOSTRACION:  En este caso lo mds simple es observar que si agzf + -+ + a,xl. = (ag...a.)(x}...2,) =0 es la
ecuacién implicita de H respecto de R, entonces la ecuacién de F~1(H) es

Zo

Ly
El resto ya es elemental. O

Nota 2.4.4.— Sea F' : L — L una homografia, H C L un hiperplano de L doble para F', de ecuaciéon zy = 0 en cierto
sistema de referencia R de L. Sea [M] la clase-matriz de F respecto de R. Por la proposicién 2.4.3 se tiene que

A ox Lo
0

M = |

. | MO

0 |

Si adoptamos en H el sistema de referencia del ejemplo 1.2.9, entonces Fj : H — H es una homografia de clase-matriz
[Mo].



