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Caṕıtulo 4

Espacios vectoriales

4.1. Estructuras algebraicas.

En temas anteriores hemos definido matrices y vectores, estudiando algunas de sus
propiedades. También hemos trabajado con cuerpos de escalares, suponiendo que se tra-
taba deQ, R o C, pero sin dar más detalles. Ahora vamos a estudiar con rigorestos
conceptos. Definiremos algunas de las principales estructuras que se utilizan en álgebra,
como son: grupos, anillos, cuerpos y espacios vectoriales.A continuación nos centrare-
mos en una de las estructuras que se estudian en esta asignatura: los espacios vectoriales.

Lasestructuras algebraicasson conjuntos donde hay definidas ciertas operaciones,
que satisfacen unas determinadas propiedades. Las operaciones pueden ser de varios tipos.
Por ejemplo, unaoperación binaria interna , definida en un conjuntoX, es una función
que a dos elementos deX (dados en orden), le hace corresponder otro elemento deX. Es
decir, una función

p : X ×X → X.

Por ejemplo,p podrı́a ser la suma, la diferencia o la multiplicación de n´umeros reales.
Observemos que, en ocasiones (la diferencia de números reales, por ejemplo) el orden en
que se den los dos elementos implicados influye en el resultado.

Cuando se trabaja con una operación interna, se suele utilizar un sı́mbolo, por ejemplo
∗, de manera que el resultado de aplicar la operación a dos elementos,a y b, se escribe
a∗b. Un ejemplo tı́pico es el sı́mbolo+ para la suma de números. En ocasiones, ni siquiera
se utiliza sı́mbolo alguno, como en el caso del producto de n´umeros, dondeab representa
el producto dea y b.

La primera estructura algebraica que estudiaremos, una de las más básicas y utilizadas,
es la degrupo:

Grupo
SeaG un conjunto no vacı́o, y sea∗ una operación interna definida enG. Se dice
que(G, ∗) es ungrupo, si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀a, b, c ∈ G.

2. Elemento neutro: ∃e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a, ∀a ∈ G.

3. Elemento opuesto:∀a ∈ G, ∃a′ ∈ G tal que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.
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Normalmente, la operación interna∗ será lasumao el productode elementos. En la
notaciónaditiva, el elemento neutro se denota0, y el elemento opuesto aa se denota−a.
En la notaciónmultiplicativa, el elemento neutro se denota1, y el elemento opuesto aa,

que en este caso se llama elinversodea, se suele denotara−1, o bien
1

a
.

Sea(G, ∗) un grupo. Se dice queG esconmutativo o abelianosi, además de las
propiedades de grupo, verifica la siguiente:

4. Propiedad conmutativa: a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈ G.

Ejemplo4.1.1. Algunos ejemplos de grupos son los siguientes:

(Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+) son grupos abelianos aditivos.

(Q\{0}, ·), (R\{0}, ·) y (C\{0}, ·), donde· se refiere al producto, son grupos
abelianos multiplicativos.

El conjunto de matricesm × n con entradas en un cuerpoK (ahora veremos la
definición de cuerpo), junto con la suma de matrices, es un grupo abeliano aditivo.

El conjunto de matrices cuadradasn × n no singularescon entradas en un cuerpo
K, junto con la multiplicación de matrices, forma un grupo que se llamaGrupo
lineal de ordenn sobreK, y se denota Gl(n,K). Este grupono es abeliano.

El conjunto de matrices cuadradasn × n con entradas en un cuerpoK, y con
determinante igual a 1, junto con la multiplicación de matrices, forma un grupo
que se llamaGrupo especial linealde ordenn sobreK, y se denota Sl(n,K).
Tampoco es abeliano.

Los vectores den coordenadas, con la suma de vectores, forman un grupo abeliano.

En ocasiones, se define más de una operación interna sobre un conjunto. Existen es-
tructuras que dependen de dos o más operaciones. Por ejemplo, la más sencilla es la
estructura deanillo. Usaremos las notaciones tradicionales,+ y ·, para las dos operacio-
nes internas, pero debemos recordar que pueden ser operaciones cualesquiera verificando
las condiciones de la definición:
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Anillo
SeaA un conjunto no vacı́o, y sean+, · dos operaciones internas, que llamaremos
sumay producto, definidas enA. Se dice que(A,+, ·) es unanillo, si se cumplen
las siguientes propiedades:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

2. Propiedad asociativa del producto: (a ·b) ·c = a ·(b ·c), ∀a, b, c ∈ A.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:










a · (b+ c) = a · b+ a · c, ∀a, b, c ∈ A,

(a+ b) · c = a · c+ b · c, ∀a, b, c ∈ A.

Si se verifica alguna propiedad más, tenemos tipos especiales de anillos:

Dado un anillo(A,+, ·), se dice que esunitario , o que tieneelemento unidad,
si cumple la siguiente propiedad:

Elemento neutro para el producto: ∃u ∈ A tal que a ·u = u ·a = a
∀a ∈ A.

Dado un anillo(A,+, ·), se dice que esconmutativo si cumple la siguiente pro-
piedad:

Propiedad conmutativa del producto: a · b = b · a, ∀a, b ∈ A.

Ejemplo4.1.2. Algunos ejemplos de anillo son los siguientes:

(Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) y (C,+, ·) son anillos conmutativos.

Si Z[x] es el conjunto de los polinomios en la variablex, con coeficientes enZ, y
definimos naturalmente la suma(+) y el producto(·) de dos polinomios, entonces
(Z[x],+, ·) es un anillo conmutativo.

De igual modo,(Q[x],+, ·), (R[x],+, ·), y (C[x],+, ·) son anillos conmutati-
vos.

El conjunto de matricesn × n con entradas en un cuerpoK, con la suma y el
producto de matrices, es un anillono conmutativo.

En resumen, si(A,+, ·) es un anillo, entonces(A,+) es un grupo, y(A, ·) escasiun
grupo: sólo le falta el elemento inverso, y puede que el elemento unidad.

Hay elementos, como el0 en el caso de los números, que no pueden tener inverso
multiplicativo. Pero si cualquier otro elemento puede invertirse, es decir, si(A\{0}, ·)
fuera un grupo, y aún más, un grupo abeliano, entonces estarı́amos ante uncuerpo.
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Cuerpo
SeaK un conjunto no vacı́o, y sean+, · dos operaciones internas, que llamare-
mossumay producto, definidas enK. Se dice que(K,+, ·) es uncuerpo, si se
cumplen las siguientes propiedades:

1. (K,+) es un grupo abeliano.

2. (K\{0}, ·) es un grupo abeliano, donde0 es el elemento neutro de la suma.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

a · (b+ c) = a · b+ a · c, ∀a, b, c ∈ K,

Dicho de otra forma, un cuerpo es un anillo conmutativo, con elemento unidad, donde
todo elemento no nulo tiene inverso.

Observemos que la propiedad distributiva sólo tiene una condición. Esto es porque el
producto es conmutativo, luego la otra condición es consecuencia de la primera.

Ejemplo4.1.3. Algunos ejemplos de cuerpo son los siguientes:

(Q,+, ·), (R,+, ·) y (C,+, ·) son cuerpos.

Los grupos de matrices invertibles, Gl(n, k), o de determinante 1, Sl(n, k), no son
cuerpos, ya que el producto de matrices no es conmutativo.

Los cuerpos tienen multitud de propiedades, que no se estudiarán en esta asignatura.
Nosotros los usaremos para definir estructuras más complejas, que generalicen las pro-
piedades de los vectores, que hemos visto en los temas anteriores.

Para ello debemos definir lasoperaciones externas. Consideremos un conjuntoX, y
otro conjuntoK que llamaremosconjunto de escalares. Llamaremosoperación binaria
externa sobreX, a una función que tome un elemento deK y un elemento deX, y
dé como resultado un elemento deX. Es decir, una función:

p : K ×X → X.

Normalmente, a una operación externa de este tipo la denotaremos· y la llamaremos
multiplicación por escalar; y al resultado de aplicarla a un escalarα ∈ K y a un elemento
x ∈ X, lo denotaremosα · x, o simplementeαx, y lo llamaremos producto deα porx.

Por tanto, si tenemos un conjuntoX y otro conjunto de escalaresK, podemos tener
operaciones internas en cada uno de esos conjuntos, y operaciones externas entre ellos.
Usando estas dos posiblidades, se definen losespacios vectoriales.

71
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Espacio vectorial
SeanV y K conjuntos no vacı́os. Sea+ una operación interna sobreV , y sea
· una operación externa sobreV con conjunto de escalaresK, que llamaremos
producto por escalar. Diremos queV , con estas operaciones, es unespacio vec-
torial si se cumplen las siguientes propiedades:

1. (V,+) es un grupo abeliano.

2. K es un cuerpo.

3. El producto por escalar verifica las siguientes propiedades:

a) (α + β)v = αv + βv, ∀α, β ∈ K, ∀v ∈ V .

b) α(v +w) = αv + αw, ∀α ∈ K, ∀v,w ∈ V .

c) α(βv) = (αβ)v, ∀α, β ∈ K, ∀v ∈ V .

d) 1v = v, ∀v ∈ V , donde1 es el elemento neutro de la

multiplicación deK.

A los elementos de un espacio vectorial los llamaremosvectores, y los escribiremos
en negrita. En un espacio vectorial hay, por tanto, cuatro operaciones: la suma de vecto-
res, la suma y producto de escalares, y el producto de vectores por escalares.

Ejemplo4.1.4. Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:

Los vectores que vimos en los temas anteriores, forman un espacio vectorial. El
espacio vectorial de los vectores den coordenadas sobre un cuerpoK, se denota
Kn. La suma se realiza coordenada a coordenada, y el producto por escalar también.
Ejemplos de este tipo sonR2 o R3.

Las matricesm × n con entradas en un cuerpoK, con la suma de matrices y el
producto por escalar, forman un espacio vectorial. Observemos que el producto de
matrices no se utiliza aquı́: En general, no tiene por qué existir una multiplicación
de vectores en un espacio vectorial.

El espacio vectorial trivial es el conjuntoV = {0}, con respecto a cualquier cuer-
po K. Cualquier operación donde intervenga algún vector da como resultado el
único elemento:0.

Los conjuntos de polinomiosQ[x], R[x] y C[x] son espacios vectoriales con cuerpo
de escalares, respectivamente,Q, R y C.

Los conjuntosQ[x]≤n, R[x]≤n y C[x]≤n, formados por polinomios de grado menor
o igual an, son espacios vectoriales con cuerpo de escalares, respectivamente,Q,
R y C.

Ejercicio 4.1.1. Probar que el conjunto de las soluciones de un sistema linealhomogéneo
es un espacio vectorial. ¿Ocurre lo mismo con las solucionesde un sistema lineal no
homogéneo? Justifique la respuesta.

Terminamos esta sección con algunas consecuencias sencillas de la definición de es-
pacio vectorial:
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Proposición 4.1.1.SiV es un espacio vectorial sobre un cuerpoK, se tienen las siguien-
tes propiedades, para todoα, β ∈ K y todov,w ∈ V :

1. α0 = 0, donde0 es el elemento neutro de la suma enV .

2. 0v = 0, donde0 es el elemento neutro de la suma enK.

3. Siαv = 0 entonces, o bienα = 0 o bienv = 0.

4. Siαv = βv y v 6= 0, entoncesα = β.

5. Siαv = αw y α 6= 0, entoncesv = w.

6. (−α)v = α(−v) = −αv.

4.2. Dependencia lineal.

La noción de dependencia o independencia lineal ya la hemosestudiado, en temas
anteriores, para vectores deKn. La definición es exactamente la misma para elementos de
un espacio vectorial cualquiera. Repetimos aquı́ las definiciones y resultados principales:

Combinación lineal
SeaV un espacio vectorial sobreK. Dadosr vectoresv1, . . . ,vr ∈ V , llamamos
combinación lineal de estos vectores a cualquier expresión de la forma:

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αrvr ∈ V,

dondeα1, . . . , αr ∈ K.

SeaV un espacio vectorial. Diremos que un vectorv depende linealmentede
un conjunto de vectores{v1, . . . ,vr} si v se puede escribir como combinación
lineal dev1, . . . ,vr.

Dependencia e independencia lineal
SeaV un espacio vectorial sobreK. Diremos que un sistema (o conjunto) de vec-
toresS = {v1, . . . ,vr} ⊂ V eslinealmente dependiente, si existenr escalares
α1, . . . , αr ∈ K, no todos nulos, tales que

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αrvr = 0.

En caso contrario, es decir, si la única forma de escribir elvector0 como com-
binación lineal de estos vectores es tomandoα1 = α2 = · · · = αr = 0, diremos
que el sistemaS eslinealmente independienteo libre .
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Espacio vectorialKn

Si el espacio vectorial esKn podemos usar los cálculos matriciales de los temas
anteriores para saber si un sistema de vectoresS = {v1, . . . ,vr} ⊂ Kn es
linealmente dependiente.
Para ello tomamos la matriz

AS = (v1| · · · |vr)

cuyas columnas son los vectores deS.
SeaE cualquier forma escalonada por filas deAS. Si alguna columna deE no
tiene pivote, sabemos que la columna correspondiente enAS es también combi-
nación lineal de las anteriores, luegoS eslinealmente dependiente.
Si todas las columnas deE tienen pivote entoncesS eslinealmente independien-
te.
Es decir,S es linealmente independiente si y sólo sirango(AS) = r.
Ejemplo 1.- En R3 el conjuntoS = {u1 = (1, 1, 2),u2 = (−1, 0, 1),u3 =
(2,−1, 2)} eslinealmente independiente, pues





1 −1 2
1 0 −1
2 −1 2





 





1 −1 2
0 1 −3
0 0 1



 .

Sin embargo, el conjuntoT = {u1 = (1, 1, 2),u2 = (−1, 0, 1),u3 = (2,−1, 1)}
eslinealmente dependiente, pues





1 −1 2
1 0 −1
2 −1 1





 





1 −1 2
0 1 −3
0 0 0



 .

Lema 4.2.1.SeaV un espacio vectorial. Un sistema de vectores{v1, . . . ,vr} ⊂ V es
linealmente dependiente si y sólo si uno de ellos es combinación lineal de los deḿas.

PRUEBA: Supongamos que{v1, . . . ,vr} es linealmente dependiente. Entonces existen
escalaresα1, . . . , αr, no todos nulos, tales queα1v1 + α2v2 + · · ·+ αrvr = 0. Sabemos
que existe al menos unαi 6= 0. Tendremos entonces:

αivi = −α1v1 − · · · − αi−1vi−1 − αi+1vi+1 · · · − αrvr,

y al serαi 6= 0, podremos despejar

vi = −
α1

αi

v1 − · · · −
αi−1

αi

vi−1 −
αi+1

αi

vi+1 · · · −
αr

αi

vr,

que es una expresión devi como combinación lineal de los demás, por tantovi depende
linealmente de los demás.

Supongamos ahora que un vectorvi depende linealmente de los demás. Esto quiere
decir que existe una combinación lineal

vi = β1v1 + · · ·+ βi−1vi−1 + βi+1vi+1 · · ·+ βrvr.
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De esta igualdad se obtiene

β1v1 + · · ·+ βi−1vi−1 − vi + βi+1vi+1 · · ·+ βrvr = 0,

que es una expresión del vector0 como combinación lineal de los vectoresv1, . . . ,vr

donde no todos los coeficientes son nulos (el coeficiente devi es−1). Por tanto, el sistema
{v1, . . . ,vr} es linealmente dependiente. 2

Lema 4.2.2.Si un vectoru depende linealmente de los vectoresv1, . . . ,vp, y cada uno de
estos depende linealmente de los vectoresw1, . . . ,wq, entoncesu depende linealmente
dew1, . . . ,wq.

PRUEBA: Por hipótesis, podemos escribiru = α1v1 + · · ·αpvp y ademásvi = βi,1w1 +
· · · + βi,qwq parai = 1, . . . , p. Sustituyendo cadavi por la combinación lineal anterior,
en la expresión deu, se obtiene:

u = α1(β1,1w1 + · · ·+ β1,qwq) + · · ·+ αp(βp,1w1 + · · ·+ βp,qwq).

reorganizando los términos queda:

u = (α1β1,1 + · · ·+ αpβp,1)w1 + · · ·+ (α1β1,q + · · ·+ αpβp,q)wq.

Si llamamosγi = α1β1,i + · · ·+ αpβp,i parai = 1, . . . , q, la expresión anterior se lee

u = γ1w1 + · · ·+ γqwq,

lo que implica queu depende linealmente de{w1, . . . ,wq}. 2

Lema 4.2.3.SeaS ⊂ V un sistema linealmente independiente. Siv es un vector que no
depende linealmente de los vectores deS, entoncesS ∪ {v} es un sistema linealmente
independiente.

PRUEBA: SeaS = {u1, . . . ,ur}. Por reducción al absurdo, supongamos queS ∪ {v} es
linealmente dependiente. Esto quiere decir que se puede escribir

α1u1 + · · ·αrur + βv = 0,

donde no todos los coeficientes son nulos. Si tuviéramosβ = 0, la expresión anterior serı́a
una expresión de0 como una combinación lineal de los elementos deS donde no todos
los coeficientes serı́an nulos, lo cual no es posible porqueS es un sistema linealmente
independiente. Por tanto,β 6= 0. Podemos entonces despejarv en la expresión anterior,
obteniendo:

v = −
α1

β
u1 − · · · −

αr

β
ur.

Por tantov depende linealmente deS. Contradicción. 2

75
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4.3. Sistemas de generadores y bases.

En esta sección veremos cómo el concepto de dependencia lineal sirve para expresar
los elementos de un espacio vectorial utilizando sólo un conjunto (posiblemente finito) de
vectores.

Sistema de generadores
Sea V un espacio vectorial. Diremos que un sistema de vectoresS =
{v1, . . . ,vr} es unsistema de generadoresde V si todo vector deV puede
escribirse como combinación lineal de los vectores deS.

En este caso diremos queV está generado porS, o por los vectores deS.

Espacio vectorialKn

Si el espacio vectorial esKn, un sistema de vectoresS = {v1, . . . ,vr} es un
sistema generador si y sólo si cualquier forma escalonada por filas de la matriz

AS = (v1| · · · |vr)

tiene exactamenten pivotes.
Es decir,S es sistema generador si y sólo sirango(AS) = n.
Ejemplo 2.- En el ejemplo 1, página 74,S es un sistema generador deR3, mien-
tras queT no lo es.

Un espacio vectorial puede tener muchos sistemas de generadores diferentes. Incluso
puede haber sistemas de generadores donde “sobre” algún vector. Por ejemplo, si tenemos
un sistema con cuatro vectores enR3, nos basta con tres de ellos para generar todo el es-
pacio. Esto nos va a llevar al concepto de base. Pero antes debemos hacer una restricción,
puesto que existen espacios vectoriales demasiado “grandes”.

Un espacio vectorialV se dice que es detipo finito si está generado por un
número finito de vectores. Es decir, si existe un sistema de generadoresS =
{v1, . . . ,vr}.

Para estos espacios vectoriales de tipo finito, podemos definir sin problemas la noción
debase:

Base
SeaV un espacio vectorial de tipo finito. Diremos que un sistema devectores
B ⊂ V es unabasedeV si cumple:

1. B es un sistema de generadores deV .

2. B es linealmente independiente.
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En otras palabras, una base es un sistema de generadores de unespacio vectorial en
el que no sobra ningún vector, ya que, al ser linealmente independiente, ninguno de ellos
puede escribirse como combinación lineal de los demás.

Espacio vectorialKn

Si el espacio vectorial esKn, de lo visto anteriormente se deduce que un sistema
de vectoresB = {v1, . . . ,vr} ∈ Kn es base si tienen vectores (r = n) y la
forma escalonada reducida por filas de la matriz deB,

AB = (v1| · · · |vn) ,

es la identidadIn.
Ejemplo 3.- En el ejemplo 1, página 74,S es una base deR3.

Teorema 4.3.1.SeaV un espacio vectorial de tipo finito, y seaB sistema de vectores de
V . EntoncesB es una base si y sólo si todo vector deV se puede expresarde unaúnica
maneracomo combinación lineal de los vectores deB.

PRUEBA: Supongamos queB = {u1, . . . ,un} es una base deV . Dado un vectorv ∈ V ,
comoB es sistema de generadores podremos escribirv = α1u1+ · · ·+αnun. Si existiera
otra forma de expresarv, digamosv = β1u1 + · · ·+ βnun, entonces tendrı́amos

0 = v − v = (α1 − β1)u1 + · · · (αn − βn)un.

Pero comoB es un sistema linealmente independiente, los coeficientes de la expresión
anterior deben ser todos nulos. Es decir,αi − βi = 0, o lo que es lo mismo,αi = βi

para todoi = 1, . . . , n. Por tanto, la forma de expresarv como combinación lineal de los
elementos deB es única.

Recı́procamente, seaB = {u1, . . . ,un} es un sistema tal que todo vectorv ∈ V se
puede expresar de forma única como combinación lineal de los vectores deB. Por un
lado,B es sistema de generadores, puesto que todo vector deV se puede expresar como
combinación lineal deB. Por otra parte, consideremos el vector0 ∈ V . Sabemos que
siempre se tiene la combinación lineal obvia:

0 = 0u1 + · · ·+ 0un.

Por la propiedad que le suponemos aB, esta es la única forma de escribir0 como combi-
nación lineal de los vectores deB. Por tanto,B es un sistema linealmente independiente,
luego es una base. 2
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Espacio vectorialKn

Si el espacio vectorial esKn, la reducción de matrices nos permite calcu-
lar cómo escribir cualquier vectorv como combinación lineal de una base
B = {u1, . . . ,un}.
Haciendo transformaciones por filas obtenemos

(u1| · · · |un|v)
Gauss−Jordan

−→






In

α1
...
αn






.

Luegov = α1u1 + · · ·+ αnun.
Ejemplo 4.- En el espacio vectorialR3 podemos escribir el vectoru =
(1, 0, 2) como combinación lineal de la baseB = {u1 = (1, 1, 2),u2 =
(−1, 0,−1),u3 = (2,−1, 2)}:





1 −1 2 1
1 0 −1 0
2 −1 2 2



 





1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 1



 ,

de dondeu = u1 + 2u2 + u3.

Ahora veamos que un espacio vectorial de tipo finito, que no sea trivial, siempre tiene
una base. Además veremos cómo se construye, a partir de un sistema de generadores.

Teorema 4.3.2.[de existencia de base] SeaV 6= {0} un espacio vectorial de tipo finito.
Dado cualquier sistema finito de generadoresG ⊂ V , existe una baseB deV formada
por vectores deG.

PRUEBA: Consideremos el sistema de generadoresG = {v1, . . . ,vp}. Si es libre, enton-
ces es una base, y hemos acabado. Si no, hay un elementovi ∈ G que depende lineal-
mente de los demás. Pero entoncesG1 = G\{vi} sigue siendo sistema de generadores.
Si es libre,G1 es una base. Si no, existirá otro vectorvj que depende linealmente de los
demás vectores deG1, y también lo podremos eliminar.

Continuamos este proceso mientras el sistema de generadores sea linealmente depen-
diente. Pero como mucho podremos eliminarp − 1 vectores ya que, comoV 6= {0},
al menos debe haber un vector en cualquier sistema de generadores. Por tanto, en algún
momento debemos tener algúnGi que sea libre, luego será una base contenida enG. 2
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Espacio vectorialKn

SeaG = {v1, . . . ,vp} un sistema de generadores del espacio vectorialKn. Cual-
quier forma escalonada por filas de la matriz

AG = (v1| · · · |vp)

debe tenern columnas con pivote. Pongamos que estas columnas son
{i1, . . . , in}. Entonces el conjuntoB = {vi1 , . . . ,vin} es una base deKn.
Ejemplo 5.- EnR3 consideremos el sistema

G = {v1 = (1, 1, 2),v2 = (−1, 0, 1),v3 = (2,−1, 1),

v4 = (0, 1, 1),v5 = (2,−1, 2)}.

Mediante transformaciones elementales por filas obtenemos




1 −1 2 0 2
1 0 −1 1 −1
2 −1 1 1 2





 





1 −1 2 0 2
0 1 −3 1 −3
0 0 0 0 1



 .

LuegoG es un sistema generador deR3 y B = {v1,v2,v5} es una base.

4.4. Teorema de la base. Dimensión.

En esta sección definiremos un concepto esencial del álgebra lineal: ladimensíon de
un espacio vectorial. Necesitamos primero el siguiente resultado:

Teorema 4.4.1.SeaV un espacio vectorial. SiG = {u1, . . . ,um} es un sistema de
generadores deV , yS = {v1, . . . ,vn} es un sistema linealmente independiente, entonces
n ≤ m.

PRUEBA: Supongamos quen > m. ComoG es un sistema de generadores, podemos
escribir cadavi como combinación lineal de los elementos deG:

vi = a1iu1 + · · ·+ amium.

Por otra parte, comoS es linealmente independiente, la ecuación

x1v1 + · · ·+ xnvn = 0

sólo puede admitir la solución trivial,x1 = · · · = xn = 0. Ahora bien, sustituyendo cada
vi, obtenemos la ecuación equivalente:

x1(a11u1 + · · ·+ am1um) + · · ·+ xn(a1nu1 + · · ·+ amnum) = 0,

donde, sacando factor común losui, se tiene:

(a11x1 + · · ·+ a1nxn)u1 + · · ·+ (am1x1 + · · ·+ amnxn)um = 0.
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Una posible solución para esta ecuación se obtendrı́a si cada coeficiente fuera cero, es
decir, si



















a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0.

Este sistema homogéneo tiene, como máximo, rangom, ya que tienem filas. Ahora bien,
si n > m, el Teorema de Rouché-Frobenius nos dice que es un sistema compatible in-
determinado, es decir, existe una solución parax1, . . . , xn donde no todos son cero. Esto
contradice queS sea un sistema libre. 2

Veamos entonces qué es ladimensíonde un espacio vectorial:

Teorema 4.4.2(Teorema de la base). SeaV un espacio vectorial de tipo finito. Todas las
bases deV tienen el mismo ńumero de elementos. A este número se le llamadimensíon
deV .

PRUEBA: SeanB1 y B2 dos bases deV , dem y n vectores respectivamente. ComoB1 es
sistema de generadores, yB2 es libre, entoncesn ≤ m por el Teorema 4.4.1. Pero como
B2 es sistema de generadores,B1 es libre, se tienem ≤ n. Por tanto,m = n. 2

Dimensión
La dimensión de un espacio vectorialV , que denotamosdim(V ), se define como
sigue:

Si V = {0}, entoncesdim(V ) = 0.

SiV es de tipo finito, su dimensión es el número de elementos de cualquier
base deV .

Si V no es de tipo finito, diremos que tiene dimensión infinita, y escribire-
mos dimV = ∞.

Ejemplo 4.4.1. El espacio vectorialRn tiene dimensiónn. Una base, llamada labase
canónica, está formada por los vectores{e1, . . . , en}, donde

ei = (0, . . . , 0,
(i)

1 , 0, . . . , 0).

Ejemplo 4.4.2. El conjunto de polinomios,R[x], es un espacio vectorial de dimensión
infinita. En efecto, supongamos que existe un sistema de generadoresG deR[x], formado
por un número finito de polinomios. Sea entoncesm el mayor grado de todos los polino-
mios deG. Entonces, cualquier combinación lineal de los polinomios deG tiene como
máximo gradom, luego no podrı́amos obtener los polinomios de grado mayor quem, y
G no serı́a sistema de generadores. Por tanto,dim(R[x]) = ∞.
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4.5. Dimensíon y sistemas de vectores. Coordenadas.

La dimensión de un espacio vectorial nos impone restricciones sobre el tamaño que
pueden tener los sistemas libres, o los sistemas de generadores:

Proposición 4.5.1.SeaS = {v1, . . . ,vm} un sistema de vectores de un espacio vectorial
V de dimensíon finita. Se tiene:

1. SiS es un sistema de generadores, entoncesm ≥ dimV .

2. SiS es linealmente independiente, entoncesm ≤ dim V .

3. SiS es sistema de generadores, ym = dimV , entoncesS es base deV .

4. SiS es linealmente independiente, ym = dim V , entoncesS es base deV .

Ejercicio 4.5.1. Demostrar la proposición anterior.

Una propiedad importante de las bases es la siguiente:

Teorema 4.5.2.[Teorema de la base incompleta] SeaV un espacio vectorial de tipo
finito. Todo sistema linealmente independiente puede completarse hasta obtener una base.
Es decir, sidimV = n, y S = {v1, . . . ,vm} es un sistema libre, conm < n, entonces
existenn − m vectoresvm+1, . . . ,vn ∈ V tales que el sistema{v1, . . . ,vn} es base de
V . Adeḿas, los vectoresvm+1, . . . ,vn pueden tomarse de cualquier base deV .

PRUEBA: SeaS como en el enunciado, y seaB = {u1, . . . ,un} una base deV . Si
cada elemento deB depende linealmente de los elementos deS, entoncesS es sistema
de generadores, luego serı́a una base. Imposible. Tendremos entonces un vector deB,
supongamos que esu1, que no depende linealmente deS. Tomamos entonces el sistema
S ∪ {u1}, que será linealmente independiente.

Si m + 1 < n, entoncesS ∪ {u1} no es base. Por tanto, debe existir otro vector
enB (que no puede seru1), que no dependa linealmente deS ∪ {u1}. Digamos que es
u2. EntoncesS ∪{u1,u2} es linealmente independiente. Continuamos este proceso hasta
obtenerS ∪ {u1, . . . ,un−m}, sistema linealmente independiente den vectores, es decir,
base deV . 2
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Espacio vectorialKn

Consideremos el espacio vectorialKn, en el ejemplo 4.4.1 hemos definido la
base canónicaB = {e1, . . . , en} deKn, donde

ei = (0, . . . , 0,
(i)

1 , 0, . . . , 0).

SeaS = {v1, . . . ,vm} un sistema libre deKn, conm ≤ n. Siempre podemos
completar el sistema con vectores de la base canónica hastatener una base de
Kn. De hecho, cualquier forma escalonada por filas de la matriz

A = (v1| · · · |vm|e1| · · · |en)

tiene n pivotes. Losm primeros pivotes están en lasm primeras columnas,
puesS es un sistema libre, y el resto entre las siguientes columnas, pongamos
{i1, . . . , in−m}. Luego el conjunto

{v1, . . . ,vm, ei1−m, . . . , ein−m−m}

es una base deKn que completa aS.
Ejemplo 6.- En el espacio vectorialR4 consideramos el sistema libreS =
{v1 = (1,−1, 2, 1),v2 = (2,−1, 2, 1)}. CompletaremosS con vectores de la
base canónica hasta obtener una base deR4:









1 2 1 0 0 0
−1 −1 0 1 0 0
2 2 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1









 









1 2 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0
0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 −1/2 1









.

Luego una base deR4 que completa aS es

{v1 = (1,−1, 2, 1),v2 = (2,−1, 2, 1), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0)}.

La principal ventaja de la existencia de bases, en los espacios vectoriales de tipo finito,
es que vamos a poder estudiarlos, sea cual sea el espacio vectorial, como si fueraKn. Esto
lo vamos a conseguir mediante el uso decoordenadas.

Primero necesitamos hacer una precisión. Hasta ahora, cuando hablábamos de un sis-
tema de vectores, o de una base, no nos importaba el orden en que estuvieran los vectores.
Pero para definir las coordenadas de un vector, es necesario fijar un orden. Por tanto, a
partir de ahora, escribiremos la bases de la siguiente forma: B = (u1, . . . ,un). El uso de
paréntesis, en lugar de llaves, indica que los vectores están ordenados, luego podremos
hablar deli-ésimo vector de una base, de forma rigurosa.
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Coordenadas
SeaV un espacio vectorial de dimensiónn sobre un cuerpoK. Dada una ba-
seB = (u1, . . . ,un) sabemos que, para todo vectorv ∈ V , existe una única
combinación lineal

v = α1u1 + · · ·+ αnun.

Los escalaresα1, . . . , αn definen, por tanto, al vectorv, y los llamaremoscoor-
denadasdev respecto aB. Escribiremos:

vB = (α1, . . . , αn).

Cuando la baseB esté clara por el contexto, escribiremos simplemente

v = (α1, . . . , αn).

Por tanto, no importa cómo seaV como espacio vectorial; si fijamos una base, vamos
a poder representar los elementos deV como elementos del conocido espacio vectorial
Kn. Pero la correspondencia entreV y Kn es todavı́a más fuerte: las operaciones de suma
y producto por escalar son iguales en ambos espacios. Veamosesto con más detalle:

Espacio vectorialKn

Si el espacio vectorial esKn y B = (u1, . . . ,un) es una base, ya hemos visto an-
teriormente (página 78), quevB = (α1, . . . , αn) si y sólo si la forma escalonada
reducida de la matriz(u1| · · · |un|v) es






In

α1
...
αn






.

Ejemplo 7.- En R4 usamos la reducción por filas de matrices para obtener las
coordenadas del vectorv = (1, 2, 3, 4) respecto de la base

B = {u1 = (1, 1, 1, 0),u2 = (1, 1, 0, 1),

u3 = (1, 0, 1, 1),u4 = (0, 1, 1, 1)}.

Aplicando el método de elminación de Gauss-Jordan tenemos








1 1 1 0 1
1 1 0 1 2
1 0 1 1 3
0 1 1 1 4









 









1 0 0 0 −2/3
0 1 0 0 1/3
0 0 1 0 4/3
0 0 0 1 7/3









.

Luego

vB =

(

−
2

3
,
1

3
,
4

3
,
7

3

)

.
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Teorema 4.5.3.SeaV un espacio vectorial de dimensiónn sobre un cuerpoK, y seaB
una base deV . Sea

CB : V → Kn

la aplicación que a cada elemento deV le hace corresponder el vector de sus coordena-
das. EntoncesCB es una aplicacíon biyectiva, y adeḿas se tiene:

1. CB(u+ v) = CB(u) + CB(v) ∀u,v ∈ V .

2. CB(α u) = α CB(u) ∀u ∈ V, ∀α ∈ K.

PRUEBA: La aplicación es biyectiva por el Teorema 4.3.1.

Ejercicio 4.5.2. Probar las propiedades de la suma y del producto por escalar.

2

Este resultado nos dice que los espacios vectorialesV y Kn sonisomorfos. Por tan-
to, si necesitamos trabajar con un espacio vectorial de dimensiónn, podemos trabajar
simplemente conKn.

4.6. Cambio de base.

Observemos que las coordenadas de un vector deV dependen de la baseB que haya-
mos elegido. Si tuviéramos otra baseB′, las coordenadas del mismo vector serı́an dife-
rentes. Vamos a ver entonces cómo están relacionados estos dos tipos de coordenadas.

Supongamos que tenemos un espacio vectorialV de dimensiónn, y consideremos dos
bases deV : B = (u1, . . . ,un) y B′ = (u′

1, . . . ,u
′
n). ComoB es base, podremos escribir

cada vector deB′ respecto aB, es decir, tendremos:

u
′
1 = a11u1 + a21u2 + · · ·+ an1un,

u
′
2 = a12u1 + a22u2 + · · ·+ an2un,

...

u
′
n = a1nu1 + a2nu2 + · · ·+ annun.

Con esta notación, se tiene lo siguiente:

Teorema 4.6.1.Si las coordenadas dev ∈ V respecto aB y B′ son, respectivamente
vB = (x1, . . . , xn) y vB′ = (x′

1, . . . , x
′
n), entonces se tiene la relación:

x1 = a11x
′
1 + a12x

′
2 + · · ·+ a1nx

′
n,

x2 = a21x
′
1 + a22x

′
2 + · · ·+ a2nx

′
n,

...

xn = an1x
′
1 + an2x

′
2 + · · ·+ annx

′
n.

PRUEBA: Por un lado, tenemosv = x1u1 + · · · + xnun. Y por otro lado,v = x′
1u

′
1 +

· · ·+x′
nu

′
n. Si sustituimos cadau′

i pora1iu1+a2iu2+ · · ·+aniun en la expresión anterior,
y agrupamos coeficientes, obtendremos:

v = (a11x
′
1 + · · ·+ a1nx

′
n)u1 + · · ·+ (an1x

′
1 + · · ·+ annx

′
n)u1.
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Como la forma de expresarv como combinación lineal deB es única, los coeficientes
de esta última combinación lineal han de ser iguales ax1, . . . , xn, lo que demuestra el
resultado. 2

Una de las principales ventajas de trabajar conKn es que podemos usar matrices. El
teorema anterior, por ejemplo, se puede ver mucho mejor de forma matricial. Sea

AB′,B =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann











la matriz del cambio de base. Es decir, lascolumna i deAB′,B contiene las coordenadas
del vectorv′

i de B′ respecto de la baseB. Entonces la relación entre las coordenadas
(x1, . . . , xn) y (x′

1, . . . , x
′
n), respecto aB y B′, de un vector cualquiera es:











x1

x2
...
xn











=











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann





















x′
1

x′
2
...
x′
n











.

Escrito de otra manera,
X = AB′,B X ′,

dondeX y X ′ son los vectores columna que representan las coordenadas deun vector
respecto aB y aB′. Por tanto, la matrizAB′,B transforma las coordenadas respecto aB′

en coordenadas respecto aB (mediante multiplicación a izquierda).

Teorema 4.6.2.SeaV un espacio vectorial de dimensión n, y seaB una base deV .
Dado un sistemaB′ den vectores, seaAB′,B la matrizn × n cuyas columnas contienen
las coordenadas de los vectores deB′ respecto aB. EntoncesB′ es una base si y sólo si
AB′,B es no singular.

PRUEBA: B′ es base deV si y sólo si sus vectores son linealmente independientes. Esto
es, si y sólo si las columnas deAB′,B son linealmente independientes, lo que ocurre si y
sólo si rg(AB′,B) = n, es decir, siAB′,B es no singular. 2

Otra forma de demostrar que, dadas dos basesB y B′, la matrizAB′,B es invertible, es
la siguiente: consideremos la matrizAB,B′ . Esta matriz transforma coordenadas respecto
deB en coordenadas respecto deB′. Por tanto, tenemos por un ladoX = AB′,B X ′, y
por otroX ′ = AB,B′ X. Uniendo estas dos igualdades, se tiene:

X = AB′,B X ′ = (AB′,BAB,B′)X.

Como esta igualdad se tiene para cualquier vectorX ∈ Kn, deducimos queAB′,BAB,B′ =
I. Análogamente, se obtieneAB,B′AB′,B = I. Por tanto:

Dadas dos basesB y B′ de un espacio vectorial de dimensiónn, la matriz de
cambio de baseAB′,B es invertible, y su inversa esAB,B′ .
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Usando este tipo de matrices, podremos ver la similitud existente entre los conceptos
definidos para espacios vectoriales y los definidos para matrices. Pero esto lo haremos
mejor en la sección siguiente, donde definiremos los subespacios vectoriales.

Espacio vectorialKn

Consideremos dos basesB y B′ del espacio vectorialKn, respecto de la base
canónica. SeanAB y AB′ las matrices respectivas de ambas bases. Podemos usar
transformaciones elementales por filas para obtener la matriz del cambio de base.
Por todo lo visto anteriormente sabemos que

(AB|AB′)
Gauss−Jordan

−→ (I|AB′,B) .

Ejemplo 8.- EnR3 consideramos las bases

B = {u1 = (1, 1, 0),u2 = (1, 0, 1),u3 = (0, 1, 1)} y

B′ = {v1 = (1,−1, 0),v2 = (1, 0,−1),v3 = (1, 0, 0)}.

Entonces




1 1 0 1 1 1
1 0 1 −1 0 0
0 1 1 0 −1 0





 





1 0 0 0 1 1/2
0 1 0 1 0 1/2
0 0 1 −1 −1 −1/2



 .

Luego la matriz del cambio de base es

AB′,B =





0 1 1/2
1 0 1/2
−1 −1 −1/2



 .

4.7. Subespacios vectoriales

En los ejemplos que hemos dado enR3, vimos que un vector define una recta, o que
dos vectores (no proporcionales) definen un plano. Son estasestructuras las que en reali-
dad nos interesan, y en las que se centra la mayor parte del álgebra lineal. En esta sección
veremos cómo estas estructuras, llamadasvariedades linealeso subespacios vectoriales,
también son espacios vectoriales, y estudiaremos sus propiedades. La definición precisa
es la siguiente:

Subespacio vectorial
SeaV un espacio vectorial sobre un cuerpoK, y seaL un subconjunto deV .
Diremos queL es unsubespacio vectorial, o unavariedad lineal deV si, con
las mismas operaciones de suma y producto por escalar,L es un espacio vectorial
sobreK.
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Observemos que los elementos deL, al ser elementos deV , satisfacen todas las pro-
piedades de un espacio vectorial. Pero hay un detalle importante: tanto la suma de vectores
deL, como el producto por escalares, deben dar como resultado vectores deL. Si no, no
estarı́amos ante operaciones enL, y por tantoL no serı́a espacio vectorial. Por tanto, lo
único que hay que verificar para saber siL ⊂ V es subespacio vectorial, es lo siguiente:

Proposición 4.7.1.Dado un espacio vectorialV sobre un cuerpoK, un subconjunto no
vaćıoL ⊂ V es una variedad lineal deV si se cumplen las siguientes propiedades:

1. ∀v,w ∈ L, v +w ∈ L.

2. ∀α ∈ K, ∀v ∈ L, αv ∈ L.

La siguiente propiedad es consecuencia directa de la definición.

Proposición 4.7.2.SeaV un espacio vectorial sobre un cuerpoK, y sea0 el elemento
neutro de la suma de vectores. Se tiene:

1. El espacio vectorial trivial{0} es una variedad lineal deV .

2. Cualquier variedad linealL ⊂ V contiene al vector0.

Ejercicio 4.7.1. Demostrar la proposición anterior.

El ejemplo principal de espacio vectorial que vamos a utilizar esRn. Recordemos que,
si tenemos un sólo vectorv ∈ R3, los vectores que se pueden escribir como combinación
lineal dev forman una recta: la que pasa por el origen y tiene la direcci´on dev. Por
otra parte, si tenemos dos vectoresv,w ∈ R3, los vectores que se pueden escribir como
combinación lineal dev y w forman un plano: el que pasa por el origen y contiene a la
recta definida porv y a la recta definida porw. Al estudiar sistemas de vectores, lo que
de verdad nos interesa es esa recta o ese plano, es decir, el conjunto de todos los vectores
que se pueden escribir como combinación lineal de los vectores del sistema:

Teorema 4.7.3.SeaV un espacio vectorial, y seaS un sistema de vectores deV . El
conjunto de combinaciones lineales de los vectores deS, que llamaremos〈S〉, es una
variedad lineal deV .

〈S〉 = {λ1v1 + · · ·+ λmvm | m ∈ N, λ1, . . . λm ∈ K, v1, . . . ,vm ∈ S}.

Ejercicio 4.7.2. Demostrar el teorema anterior.

SeanS = {v1, . . . ,vp} y T = {w1, · · ·wq} dos sistemas de vectores de un
espacio vectorialV . Diremos queS y T sonequivalentessi 〈S〉 = 〈T 〉.

Otra posible definición de equivalencia de sistemas es la que viene dada por el si-
guiente resultado:

Proposición 4.7.4.SeaV un espacio vectorial. Dos sistemas de vectoresS, T ∈ V son
equivalentes si y śolo si todo vector deS puede escribirse como combinación lineal de
los vectores deT , y viceversa.
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Ejercicio 4.7.3. Demostrar la proposición anterior.

En el caso deV = R3, dos sistemas de dos vectores son equivalentes si y sólo si
definen el mismo plano. De hecho, enR3, las variedades lineales son la siguientes: el
origen (que corresponde al subespacio trivial{0}), las rectas que pasan por el origen, los
planos que pasan por el origen, y todoR3. Esto nos da una idea de las dimensiones de
estas variedades lineales: enR3, que tiene dimensión 3, existen variedades de dimensión
0, 1, 2 o 3. Más generalmente, se tiene:

Teorema 4.7.5.SeaV un espacio vectorial de dimensión finita, y seaL una variedad
lineal deV . EntoncesL tambíen tiene dimensión finita, y dimL ≤ dimV . Adeḿas, la
igualdad śolo se da siL = V .

PRUEBA: Si L = {0}, el resultado es evidente. Supongamos entonces queL contiene
vectores no nulos. EntoncesL contiene sistemas libres. Pero cualquier sistema libre deL
es también un sistema libre deV , luego tiene como máximon vectores, donden = dim V .
Seam el número máximo de vectores que puede tener un sistema libre deL (ya sabemos
quem ≤ n), y seaB un sistema libre dem vectores deL. Como no existe otro sistema
libre deL con más dem vectores, entonces todo vector deL depende linealmente deB,
es decir,B es una base deL. Por tantodimL = m ≤ n = dimV .

Si tuviéramosdimL = dimV , entonces una baseB deL serı́a un sistema libre deV
conn elementos, luego serı́a base deV . Por tanto,L = V . 2

Rango de un sistema de vectores
SeaV un espacio vectorial, y seaS un sistema finito de vectores deV . Llamamos
rango deS a la dimensión de la variedad lineal generada porS. Es decir:

rango(S) = dim(〈S〉).

Dicho de otra forma, el rango deS es el mayor número de vectores linealmente
independientes que se pueden tomar enS.

Tenemos entonces el siguiente resultado, que relaciona el rango de un sistema de
vectores y el rango de una matriz:

Proposición 4.7.6.En un espacio vectorialV de dimensíon finita, seaB una base deV ,
S un sistema finito de vectores deV , yAS,B la matriz cuyas columnas (o cuyas filas) son
las coordenadas de los vectores deS respecto aB. Entonces

rango(S) = rango(AS,B).

PRUEBA: Si V = Kn, ya hemos demostrado que el rango de una matriz es el máxi-
mo número de columnas (o filas) linealmente independientesque tiene. SiV 6= Kn,
el resultado es consecuencia del isomorfismoCB, que a cada vector deV le asocia sus
coordenadas. 2

Nota: Observemos que el rango de la matrizAS,B no dependede la baseB, ya que es
igual al rango del sistema de vectoresS, que está definido sin tener que recurrir a ninguna
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base. Otra forma de ver esto es la siguiente: siB y B′ son dos bases distintas, cuya matriz
de cambio de base esAB′,B, entonces se tiene:

AS,B = AB′,B AS,B′ .

Como sabemos queAB′,B es no singular, entoncesrango(AS,B) = rango(AS,B′).

4.8. Ecuaciones paraḿetricas e impĺıcitas.

Volviendo a nuestro ejemplo principal,R3, el rango de un sistema de vectoresS ⊂ R3,
nos dice si〈S〉 es un punto, una recta, un plano o todo el espacio, según sea 0, 1, 2 ó 3.
Y para ver cuál es ese rango, basta calcular el rango de la matriz cuyas columnas son los
vectores deS.

Hasta ahora sólo hemos visto una forma de determinar una variedad lineal: mediante
un sistema de generadores. Esta forma es equivalente a dar unasecuaciones paraḿetricas.

Ecuaciones paraḿetricas de una variedad lineal
SeaL una variedad lineal de un espacio vectorialV de dimensiónn, y seaG =
{v1, . . . ,vm} un sistema de generadores deL. Supongamos que las coordenadas
devi respecto a una baseB deV son:vi = (a1i, · · · , ani). Entonces, como todo
vectorv ∈ L, con coordenadas(x1, . . . , xn) se escribe como combinación lineal
deG, existirán unos escalaresλ1, . . . , λm tales quev = λ1v1 + · · ·+ λmvm. Es
decir:



















x1 = a11λ1 + · · · + a1mλm

x2 = a21λ1 + · · · + a2mλm

...
...

...
xn = an1λ1 + · · · + anmλm

Unas ecuaciones de este tipo, conde los escalaresλi son parámetros indetermi-
nados, se llaman unasecuaciones paraḿetricas deL.

En otras palabras, unas ecuaciones paramétricas nos dicencómo son las coordena-
das de un vector cualquiera deL, dependiendo de los coeficientes que tomemos en la
combinación lineal de los generadores.

Ejemplo4.8.1. Un plano enR3 que pasa por el origen (es decir, una variedad lineal deR3

de dimensión 2), puede venir dado por las siguientes ecuaciones paramétricas:






x1 = 2λ1 − 3λ2

x2 = λ1 + 5λ2

x3 = λ1 − λ2

En este caso se trata del plano generado por los vectores(2, 1, 1) y (−3, 5,−1).

Las ecuaciones paramétricas, en el fondo, equivalen a definir una variedad lineal dan-
do un sistema de generadores. Pero existe otra forma, más interesante, de determinar una
variedad lineal: mediante unasecuaciones implı́citas. El resultado que necesitamos es el
siguiente:
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Teorema 4.8.1.SeaV un espacio vectorial de dimensión n, y seaB una base deV .
Consideremos un sistema lineal homogéneo:



















a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0.

SeaL el conjunto de vectores cuyas coordenadas (respecto deB) son una solucíon de
este sistema lineal. EntoncesL es una variedad lineal.

PRUEBA: Si dos vectoresv = (x1, . . . , xn) y v
′ = (x′

1, . . . , x
′
n) pertenecen aL, entonces

satisfacen cada ecuación del sistema, es decir,ai1x1 + · · ·+ ainxn = 0 y ademásai1x′
1 +

· · ·+ ainx
′
n = 0. Pero entonces,

(ai1x1 + · · ·+ ainxn) + (ai1x
′
1 + · · ·+ ainx

′
n) = ai1(x1 + x′

1) + · · · ain(xn + x′
n) = 0,

por tanto, el vectorv + v
′ = (x1 + x′

1, . . . , xn + x′
n) es solución del sistema, luego

pertenece aL.
Por otra parte, dado cualquierα ∈ K, se tiene

α(ai1x1 + · · ·+ ainxn) = ai1(αx1) + · · ·+ ain(αxn) = 0,

luegoαv = (αx1, . . . , αxn) ∈ L. Por tanto,L es una variedad lineal. 2

Ecuaciones impĺıcitas de una variedad lineal
SeaV un espacio vectorial de dimensiónn, y seaB una base deV . Unasecua-
ciones impĺıcitas de una variedad linealL es un sistema de ecuaciones



















a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0.

tal que los vectores deL sean exactamente aquellos cuyas coordenadas (respecto
aB) son una solución del sistema.

Nota4.8.1. El teorema 4.9.3 prueba que toda variedad linealL de un espacio vectorialV ,
fijada una bae del espacio, tiene unas ecuaciones implı́citas.

En otras palabras, si unas ecuaciones paramétricas nos dicen cómo sonlas coorde-
nadas de los vectores deL, unas ecuaciones implı́citas nos dicenqué relaciones deben
verificarentre ellas. Podrı́amos decir que en unas ecuaciones implı́citas los vectores deL
están más escondidos, ya que a simple vista no podrı́amos determinar ninguno de ellos:
hay que resolver el sistema.

Observemos que el teorema anterior nos ha dado una nueva motivación para estudiar
variedades lineales, ya que las soluciones de un sistema lineal homogéneosonvariedades
lineales.
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4.9. Ecuaciones y dimensión.

Veamos ahora cómo, a partir de unas ecuaciones paramétricas o implı́citas de una
variedad lineal, podemos calcular la dimensión de la variedad.

Proposición 4.9.1.SeaV un espacio vectorial de dimensiónn, sean


















x1 = a11λ1 + · · ·+ a1mλm

x2 = a21λ1 + · · ·+ a2mλm

...
...

xn = an1λ1 + · · ·+ anmλm

unas ecuaciones paramétricas de una variedad linealL, y sea

A =











a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm











la matriz de los coeficientes. Entonces

dimL = rg(A).

PRUEBA: Esto es una consecuencia inmediata de los teoremas que conocemos sobre la
base de una variedad lineal, sabiendo que las columnas deA son generadores deL. 2

Proposición 4.9.2.SeaV un espacio vectorial de dimensiónn, y sean


















a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0.

unas ecuaciones implı́citas de una variedad linealL, y seaA la matriz de coeficientes del
sistema homoǵeneo. Entonces:

dimL = n− rg(A).

PRUEBA: Recordemos cómo se usa el método de eliminación de Gauss-Jordan para re-
solver un sistema lineal. Si la matrizA tiene rangor, obtendremosr variables pivote. Por
simplificar, diremos que las variables pivote sonx1, . . . , xr, aunque la demostración fun-
ciona igual si son otras. Despejando las variables pivote respecto a las demás, se obtiene
que la solución general del sistema es de la forma:

x1 = c1r+1xr+1 + c1r+2xr+2 + · · ·+ c1nxn,

x2 = c2r+1xr+1 + c2r+2xr+2 + · · ·+ c2nxn,

...

xr = crr+1xr+1 + crr+2xr+2 + · · ·+ crnxn,
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donde las variables no pivotexr+1, . . . , xn pueden tomar cualquier valor. Pero si le damos
a las variablesxr+1, . . . , xn los valores (indeterminados)λ1, . . . , λn−r, se obtiene que la
solución general del sistema (es decir, la variedadL) viene dada por:



















































x1 = c1r+1λ1 + c1r+2λ2 + · · · + c1nλn−r

x2 = c2r+1λ1 + c2r+2λ2 + · · · + c2nλn−r

...
...

...
xr = crr+1λ1 + crr+2λ2 + · · · + crnλn−r

xr+1 = λ1

xr+2 = λ2
...

. . .
xn = λn−r.

Pero estas resultan ser unas ecuaciones paramétricas de lavariedadL, donde la matriz de
coeficientes tiene rangon− r, ya que tienen− r columnas, y susn− r últimas filas son
claramente libres. Luego, por el resultado anterior, se sigue quedimL = n− r. Es decir,
dimL = n− rg(A). 2

En muchas ocasiones es importante saber, dada una variedad lineal L, transformar
unas ecuaciones implı́citas en unas ecuaciones paramétricas, y viceversa. El primer caso
es sencillo:

Observacíon: Si tenemos unas ecuaciones implı́citas de una variedad lineal L, es
decir, un sistema homogéneo que determina los elementos deL, la forma de calcular unas
ecuaciones paramétricas es simplementeresolviendo el sistema, como hemos visto en el
resultado anterior.

Observemos además que la solución obtenida despejando las variables pivote nos da
unabasedeL, formada por los vectores que son coeficientes de los parámetrosλ1, λ2,
etc.

Si por el contrario tenemos unas ecuaciones paramétricas de L, es decir, un sistema
de generadores, veremos dos métodos para calcular unas ecuaciones implı́citas de la va-
riedad: uno se basa en el método del orlado y otro utiliza transformaciones elementales
por filas.
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Método I: usando el ḿetodo del orlado.
Suponemos fijada una baseB del espacio vectorialV . SeaL la variedad lineal
generada por un sistemaS, procedemos de la siguiente manera.

1. Se considera la matrizAS,B, cuyas columnas son las coordenadas de los
elementos deS respecto de la baseB.

2. Mediante el método del orlado, se identifican el máximo número posible de
columnas independientes, con lo que se obtiene una baseB1 de la variedad
L. Digamos queB1 tiener elementos, es decir,dim(L) = r.

3. Se considera la matrizAB1,B ∈ Mn×r, cuyas columnas son una base deL,
y la matrizM que resulta al añadir a esta matriz una columna de incógnitas
(x1, . . . , xn),

M =






AB1,B

x1
...
xn






.

4. Un vector(x1, . . . , xn) estará enL si y sólo si es combinación lineal de
las columnas deAB1,B. Es decir, si y sólo si la matrizM tiene rangor.
Imponemos entonces que la matrizM tenga rangor. Usando el método
del orlado (orlando un menor no nulo de tamañor en lasr primeras filas
deM), esto significa imponer quen − r determinantes sean nulos. Estos
n− r determinantes sonn− r ecuaciones implı́citas que definenL.

Ejemplo4.9.1. En el espacio vectorialR4, siempre respecto de la base canónicaB, seaL
la variedad lineal generada por el sistemaS = {(1, 1, 2,−1), (2, 0, 1, 1), (1,−1,−1, 2)}.
Aplicando el método del orlado averiguamos que elrango(S) = 2 y que, de hecho, el
tercer vector es combinación lineal de los otros dos:

AS,B =











1 2
1 0

1
−1

2 1
−1 1

−1
2











.

LuegoB1 = {(1, 1, 2,−1), (2, 0, 1, 1)}es una base deL. Entonces un vector(x1, x2, x3, x4)
está enL si y sólo si

rango











1 2
1 0

x1

x2

2 1
−1 1

x3

x4











= 2 ⇔







































∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 x1

1 0 x2

2 1 x3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ≡ x1 + 3x2 − 2x3 = 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 x1

1 0 x2

−1 1 x4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ≡ x1 − 3x2 − 2x4 = 0

.

Luego unas ecuaciones implı́citas deL son:

L :

{

x1 + 3x2 − 2x3 = 0
x1 − 3x2 − 2x4 = 0

.

93
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Método II: usando transformaciones elementales por filas.
Suponemos fijada una baseB del espacio vectorialV . SeaL la variedad lineal
generada por un sistemaS, procedemos de la siguiente manera.

1. Se considera la matrizAS,B, cuyas columnas son las coordenadas de los
elementos deS respecto de la baseB. SeaM la matriz que resulta al añadir
a esta matriz una columna de incógnitas(x1, . . . , xn),

M =






AS,B

x1
...
xn






.

2. Un vector(x1, . . . , xn) estará enL si y sólo si es combinación lineal de
las columnas deAS,B. Es decir, si y sólo si en cualquier forma escalonada
por filas de la matrizM la última columna no contiene un pivote. Una
escalonada por filas deM es de la forma(E|c), dondeE es una forma
escalonada por filas deAS,B. Supongamos querango(AS,B) = r, es decir
queE tiener pivotes, entonces la escalonada por filas deM debe ser de la
forma



















E

eq1
...

eqr
a11x1 + · · ·a1nxn

...
an−r,1x1 + · · ·an−r,nxn



















,

dondeeq1, . . . , eqr son expresiones lineales enx1, . . . , xn.

3. Imponiendo que la última columna no tenga pivote, tenemos las ecuacio-
nes











a11x1 + · · ·a1nxn = 0
...
an−r,1x1 + · · · an−r,nxn = 0

,

que son unas ecuaciones implı́citas deL.

Ejemplo4.9.2. En el espacio vectorialR4, siempre respecto de la base canónicaB, seaL
la variedad lineal generada por el sistemaS = {(1, 1, 2,−1), (2, 0, 1, 1), (1,−1,−1, 2)}.
Mediante transformaciones lineales por filas obtenemos









1 2 1 x1

1 0 −1 x2

2 1 −1 x3

−1 1 2 x4









 









1 2 1 x1

0 −2 −2 −x1 + x2

0 0 0 −(1/2)x1 − (3/2)x2 + x3

0 0 0 −(1/2)x1 + (3/2)x2 + x4









.

Luego unas ecuaciones implı́citas deL son

L :

{

−(1/2)x1 − (3/2)x2 + x3 = 0
−(1/2)x1 + (3/2)x2 + x4 = 0

.

94
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Estos procesos nos sirven además para demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.9.3.Toda variedad lineal,L, de un espacio vectorial de dimensión finita, pue-
de ser representada por unas ecuaciones paramétricas, y por unas ecuaciones implı́citas.

PRUEBA: Toda variedad lineal en un espacio de dimensión finita tiene un sistema finito de
generadores, luego admite unas ecuaciones paramétricas.El método anterior nos explica
cómo conseguir unas ecuaciones implı́citas a partir de éstas, luegoL admite también unas
ecuaciones implı́citas. 2

4.10. Interseccíon y suma de variedades.

Ya hemos visto cómo se puede determinar una variedad linealusando ecuaciones
paramétricas o implı́citas, y cómo calcular su dimensión. Continuaremos con algunas
propiedades sencillas de las variedades lineales:

Proposición 4.10.1.Si L1 y L2 son dos variedades lineales de un espacio vectorialV ,
entoncesL1 ∩ L2 es una variedad lineal.

PRUEBA: Seanv1,v2 ∈ L1 ∩ L2. Como pertenecen aL1, entoncesv1 + v2 ∈ L1, al ser
L1 variedad lineal. Pero como también pertenecen aL2, entoncesv1+v2 ∈ L2. Por tanto,
v1 + v2 ∈ L1 ∩ L2.

Análogamente se demuestra que siα ∈ K y v ∈ L1∩L2, entoncesαv ∈ L1∩L2. Por
tanto,L1 ∩L2 satisface las dos propiedades necesarias y suficientes paraser una variedad
lineal. 2

Proposición 4.10.2.SeanS y T dos sistemas de vectores de un espacio vectorialV . Se
tiene:

1. S ⊂ 〈S〉.

2. S = 〈S〉 ⇔ S es una variedad lineal.

3. S ⊂ T ⇒ 〈S〉 ⊂ 〈T 〉.

4. 〈S ∩ T 〉 ⊂ 〈S〉 ∩ 〈T 〉.

5. 〈S〉 ∪ 〈T 〉 ⊂ 〈S ∪ T 〉.

PRUEBA:

1. Trivial.

2. Evidente a partir de las definiciones, ya que〈S〉 es una variedad lineal.

3. Siv ∈ 〈S〉, entonces es combinación lineal de los vectores deS. Pero comoS ⊂ T ,
v es combinación lineal de los vectores deT , es decir,v ∈ 〈T 〉.

4. Si un vector es combinación lineal de los vectores deS ∩ T , entonces es combina-
ción lineal de los vectores deS, y también es combinación lineal de los vectores de
T , es decir, pertenece a〈S〉 ∩ 〈T 〉.
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5. ComoS ⊂ S ∪ T , se tiene〈S〉 ⊂ 〈S ∪ T 〉. Del mismo modo〈T 〉 ⊂ 〈S ∪ T 〉. Por
tanto,〈S〉 ∪ 〈T 〉 ⊂ 〈S ∪ T 〉.

2

Observacíon: Si conocemosL1 y L2, y queremos conocerL1 ∩L2, sólo tenemos que
tomar unas ecuaciones implı́citas deL1 y unas ecuaciones implı́citas deL2. El conjunto
formado portodas las ecuacionesformará unas ecuaciones implı́citas deL1 ∩ L2. En
efecto, un vector está enL1 ∩ L2, es decir, está enL1 y enL2, si y sólo si satisface las
ecuaciones que definenL1 y además las que definenL2.

Ejemplo4.10.1. En el espacio vectorialR4 la intersección de las variedades

L1 :

{

x1 − x3 = 0
x2 + x4 = 0

y L2 : x1 + x4 = 0

es

L1 ∩ L2 :







x1 − x3 = 0
x2 + x4 = 0
x1 + x4 = 0

.

Una vez que hemos visto que la intersección de variedades lineales es una variedad
lineal, y hemos estudiado algunas de sus propiedades, podr´ıamos intentar hacer lo mismo
con la unión de variedades lineales. Pero hay que tener cuidado:

Nota4.10.1. Aunque la intersección de dos variedades lineales es una variedad lineal, la
unión de dos variedades linealesno es una variedad lineal, en general. Por ejemplo, en
R3, la unión de dos rectas que pasan por el origen no tiene por qué ser una recta, y por
supuesto no es un punto, ni un plano, ni todo el espacio.

De todas formas, aunqueL1 ∪ L2 no sea una variedad lineal, si lo que necesitamos es
una variedad que contenga aL1 y aL2, nos basta tomar〈L1 ∪ L2〉. Tenemos entonces la
siguiente definición:

Suma de variedades lineales
SeanL1 y L2 dos variedades lineales de un espacio vectorialV . Se llamasuma
deL1 y L2 a la variedad lineal:

L1 + L2 = 〈L1 ∪ L2〉.

Observacíon: Por definición, si conocemosL1 y L2 y queremos hallarL1 + L2, sólo
tenemos que tomar un sistema de generadoresS1 deL1 y un sistema de generadoresS2 de
L2. La unión de estos dos conjuntos,S1 ∪S2, será un sistema de generadores deL1 +L2.

Ejemplo4.10.2. En el espacio vectorialR4 la suma de las variedadesL1 = 〈(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1)〉
y L2 = 〈(1, 0, 0, 1)〉 es la variedad

L1 + L2 = 〈(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1)〉.
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4.11. Propiedades de la suma de variedades. Fórmula de
la dimensión.

Dadas dos variedadesL1 y L2 en un espacio vectorial de dimensión finitaV , hemos
definido la variedad sumaL1+L2. La causa de que esta variedad lineal se llamesuma, se
encuentra en el siguiente resultado:

Proposición 4.11.1.SeanL1 y L2 dos variedades lineales de un espacio vectorialV . se
tiene:

L1 + L2 = {v1 + v2; v1 ∈ L1, v2 ∈ L2}.

PRUEBA: Si v ∈ L1 + L2, entonces es combinación lineal de los vectores deL1 ∪ L2.
Separemos esta combinación lineal en dos sumandosv = v1+v2, donde env1 están todos
los términos en que aparece un vector deL1, y v2 contiene el resto de los términos, que
necesariamente consta de vectores deL2. Entoncesv1 ∈ 〈L1〉 = L1, y v2 ∈ 〈L2〉 = L2.

La otra inclusión es trivial. 2

Veamos ahora que la suma de dos variedades,L1 +L2, es en realidad la variedad más
pequeña que hubiéramos podido escoger, conteniendo aL1 ∪ L2.

Proposición 4.11.2.Dado un sistema de vectoresS de un espacio vectorialV , la varie-
dad lineal〈S〉 es la menor variedad lineal que contiene aS. Es decir, siL es una variedad
lineal que contiene aS, entonces〈S〉 ⊆ L.

PRUEBA: Si una variedadL contiene aS, es decir, siS ⊂ L, entonces〈S〉 ⊂ 〈L〉 = L.
2

Corolario 4.11.3. L1 + L2 es la menor variedad lineal que contiene aL1 y aL2.

Pero no tenemos por qué restringirnos a sumar sólo dos variedades. Podemos sumar
tantas como queramos, siempre que sea un número finito.

Grupo
SeaV un espacio vectorial, y seanL1, . . . , Lm variedades lineales deV . Se defi-
ne la suma de todas estas variedades como la variedad lineal

m
∑

i=1

Li = L1 + L2 + · · ·+ Lm = 〈L1 ∪ L2 ∪ · · · ∪ Lm〉.

De forma análoga a la proposición anterior, se demuestra lo siguiente:

Proposición 4.11.4.Si L1, . . . , Lm son variedades lineales de un espacio vectorialV ,
entonces

L1 + · · ·+ Lm = {v1 + · · ·+ vm; vi ∈ Li, ∀i = 1, . . . , m}.

Finalizamos esta sección con uno de los teoremas más importantes del álgebra lineal,
que relaciona las dimensiones de dos variedades cualesquiera, su suma y su intersección.
Este teorema es muy útil para calcular dimensiones de variedades lineales.
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Teorema 4.11.5(Fórmula de la dimensión). SeanL1 y L2 dos variedades lineales de un
espacio vectorialV de dimensíon finita. Se tiene:

dimL1 + dimL2 = dim(L1 + L2) + dim(L1 ∩ L2).

PRUEBA: SeaB0 = {u1, . . . ,ur} una base deL1 ∩ L2. Por el teorema de la base in-
completa, podemos ampliarB0 hasta una base deL1, y también la podemos ampliar
hasta una base deL2. Es decir, existen dos sistemas de vectores,S1 = {v1, . . . ,vs} y
S2 = {w1, . . . ,wt} tales queB1 = B0 ∪ S1 es una base deL1, y B2 = B0 ∪ S2 es una
base deL2.

SeaB = B0 ∪ S1 ∪ S2. Vamos a demostrar queB es base deL1 + L2, y con eso
habremos probado el teorema, ya quedimL1 = r+s, dimL2 = r+ t, dim(L1∩L2) = r,
y en este casodim(L1 + L2) = r + s+ t.

B es sistema de generadores deL1+L2, ya queB = B1∪B2. Por tanto, sólo tenemos
que ver que es linealmente independiente. Consideremos unacombinación lineal:

r
∑

i=1

αiu1 +

s
∑

j=1

βjvj +

t
∑

k=1

γkwk = 0.

Hay que demostrar que todos los coeficientes deben ser nulos.Sea

v =

r
∑

i=1

αiu1 +

s
∑

j=1

βjvj = −

t
∑

k=1

γkwk.

De la primera forma de escribirv se obtiene quev ∈ L1, y de la segunda, quev ∈ L2.
Por tanto,v ∈ L1 ∩L2, y ası́v se escribe de forma única como combinación lineal de los
vectores deB0. Como también se escribe de forma única como combinaciónlineal de los
vectores deB1 (la fórmula anterior), yB0 ⊂ B1, estas dos formas de escribirlo deben ser
la misma. Por tanto,β1 = · · · = βs = 0.

Después de esto, nos queda
r

∑

i=1

αiu1 +

t
∑

k=1

γkwk = 0,

pero esta es una combinación lineal de los vectores deB2, que es una base, luego todos
los coeficientes son nulos. 2

4.12. Suma directa. Propiedades.

como vimos en la sección precedente, las variedades lineales se pueden intersecar o
sumar. En esta sección veremos que, siL = L1+L2, hay ocasiones en que las propiedades
de la variedadL se pueden estudiar fácilmente a partir de las propiedades deL1 y L2. Para
ver cómo esto es posible, definiremos lasuma directade variedades:

Suma directa
Diremos que dos variedades linealesL1, L2 sonindependientes, o que su suma
L1 + L2 essuma directa, que escribiremosL1 ⊕ L2, si

L1 ∩ L2 = {0}.
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Ejemplo 4.12.1. En el espacio vectorialR4 consideramos las variedades linealesL1 =
〈(1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)〉 y L2 = 〈(0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)〉. Obsérvese queL1 + L2 = R4 y
L1 ∩ L2 = {0}. Es decir,

L1 ⊕ L2 = R4.

La suma directa recuerda mucho al concepto de base. En particular, por el siguiente
resultado:

Proposición 4.12.1.SeanL1 y L2 dos variedades lineales de un espacio vectorialV . La
sumaL1 + L2 es directa si y śolo si cualquier vectorv ∈ L1 + L2 se puede escribir, de
unaúnica forma, comov = v1 + v2, dondev1 ∈ L1 y v2 ∈ L2.

PRUEBA: Supongamos queL1 ⊕ L2. Si un vectorv se pudiera escribir de dos maneras
distintas,v = v1 + v2 = v

′
1 + v

′
2, dondev1,v

′
1 ∈ L1 y v2,v

′
2 ∈ L2, entoncesv1 6= v

′
1

(si no, tendrı́amos tambiénv2 = v
′
2, y la descomposición serı́a la misma). Consideremos

u = v1 − v
′
1 6= 0. Entoncesu ∈ L1, pero además

v = v1 + v2 = v
′
1 + (u+ v2) = v

′
1 + v

′
2 ⇒ u = v

′
2 − v2 ∈ L2.

Por tanto,u ∈ L1 ∩ L2, lo que contradice que la suma deL1 y L2 sea directa.
Supongamos ahora que cualquier vector se puede escribir de forma única como suma

de vectores deL1 y L2. Si existiera un vectorv ∈ L1 ∩ L2, entonces podrı́amos escribir
v = v + 0 = 0 + v, que serı́an dos descomposiciones distintas. Esto es imposible, por
tantoL1 ∩ L2 = {0}, y la suma de estas dos variedades es directa. 2

Corolario 4.12.2. SeanL1 y L2 dos variedades lineales de un espacio vectorialV . La
sumaL1 + L2 es directa si y śolo si, si se tienev1 + v2 = 0, conv1 ∈ L1 y v2 ∈ L2,
entoncesv1 = v2 = 0.

PRUEBA: Si L1 ⊕ L2, entonces0 se puede escribir de una única forma como suma de
vectores deL1 y L2. Por tanto, si0 = v1 + v2, sólo hay una posiblidad:v1 = v2 = 0.

Por otra parte, supongamos que el vector0 sólo se puede escribir0+0 como suma de
vectores deL1 y L2. Si la suma deL1 y L2 no fuera directa, existirı́a un vectorv ∈ L1+L2

que se podrı́a escribir de dos formas distintas como suma de vectores deL1 y L2, digamos
v = v1 + v2 = v

′
1 + v

′
2. Pero entonces

0 = v − v = (v1 − v
′
1)− (v2 − v

′
2),

dondev1 − v
′
1 ∈ L1 y v2 − v

′
2 ∈ L2, por tantov1 − v

′
1 = 0 y v2 − v

′
2 = 0, es decir, la

descomposición es la misma. Por tanto, se tieneL1 ⊕ L2. 2

Estas dos caracterizaciones nos permiten extender la definición de suma directa a más
de dos variedades lineales.

Suma directa de ḿas de dos variedades lineales
Dadasm variedades linealesL1, . . . , Lm de un espacio vectorialV , se dice que
sonindependientes, o que su sumaL1+ · · ·+Lm essuma directa, que escribi-
remosL1⊕L2⊕· · ·⊕Lm, si cualquier vectorv de dicha suma se puede escribir,
de una única forma, como

v = v1 + · · ·+ vm,

dondevi ∈ Li para todoi = 1, . . . , m.
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También se tiene la caracterización análoga al caso de dos variedades lineales, con la
misma demostración:

Proposición 4.12.3.SeanL1, . . . , Lm variedades lineales de un espacio vectorialV . Su
suma es directa si y sólo si, si se tiene0 = v1 + · · · + vm, convi ∈ Li para todoi,
entoncesv1 = v2 = · · · = vm = 0.

Estos conceptos de suma y de suma directa de variedades lineales se ven más clara-
mente cuando todas las variedades son de dimensión 1. En esecaso, se tiene:

Proposición 4.12.4.SeaV un espacio vectorial y seaS = {v1, . . . ,vm} un sistema finito
de vectores deV . Se tiene:

1. 〈S〉 = 〈v1〉+ · · ·+ 〈vm〉.

2. S es linealmente independiente si y sólo si 〈S〉 = 〈v1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈vm〉.

Ejercicio 4.12.1. Demostrar la proposición anterior.

Un caso especial, e importante, de suma directa de dos subespacios es el siguiente:

Variedades suplementarias
Dado un espacio vectorialV , dos variedades linealesL1 y L2 de V se dicen
suplementariassiL1 ⊕ L2 = V .

Ejemplo4.12.2. Las variedades del ejemplo 4.12.1 son suplementarias.

De la misma forma que hemos probado los resultados anteriores, se tiene:

Proposición 4.12.5.SeaV un espacio vectorial, y seanL1 y L2 dos variedades lineales
deV . Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. L1 yL2 son suplementarios.

2. L1 + L2 = V , y L1 ∩ L2 = {0}.

3. Todo vector dev ∈ V se descompone de formaúnica como una sumav = v1+v2,
dondev1 ∈ L1 y v2 ∈ L2.

La importancia de los espacios suplementarios procede de lafacilidad para manejar
sus bases y dimensiones:

Proposición 4.12.6.SeaV un espacio vectorial de dimensión finita, y seanL1 y L2 dos
espacios suplementarios, con bases respectivasB1 yB2. Se tiene:

1. B1 ∪ B2 es base deV .

2. dimL1 + dimL2 = dimV .

PRUEBA: ComoL1 ⊕ L2 = V , entonces todo vector deV puede escribirse de una única
forma como suma de un vector deL1 y otro deL2. Pero comoB1 es base deL1 y B2

es base deL2, estos dos vectores se escriben de forma única como combinación lineal de
los vectores deB1 y B2. Es decir, cualquier vector deV se escribe de forma única como
combinación lineal de los vectores deB1 ∪B2, luego este conjunto es una base deV . 2
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Ejercicio 4.12.2. Dejamos como ejercicio demostrar la segunda propiedad.

El recı́proco del resultado anterior también es cierto:

Proposición 4.12.7.SeaB = {u1, . . . ,us,us+1, . . . ,ut} una base de un espacio vecto-
rial V . SeanB1 = {u1, . . . ,us} y B2 = {us+1, . . . ,ut}. Entonces〈B1〉 y 〈B2〉 son dos
variedades suplementarias deV .

Y por último, este resultado es una reescritura de un resultado anterior:

Proposición 4.12.8.SeaV un espacio vectorial de tipo finito. Toda variedad lineal deV
tiene alguna variedad suplementaria.

Ejercicio 4.12.3. Demostrar las dos proposiciones anteriores.

Hemos visto, por tanto, cómo una variedad linealL (es decir, un espacio vectorial)
se puede descomponer en dos o más subespacios,L1 ⊕ · · · ⊕ Lm de forma óptima: La
dimensión deL es la suma de las dimensiones de cadaLi, y si conocemos una base de
cadaLi, su unión es una base deL. Ahora veamos la operación contraria: dados dos o
más espacios vectoriales sobreK, de tipo finito,V1, . . . , Vm, aunque no tengan nada que
ver, podremos construir un espacio vectorial más grande,V , tal queV = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm.

4.13. Espacio producto. Espacio cociente.

Producto de espacios vectoriales
Dados dos espacios vectoriales de dimensión finita,V1 y V2 sobre un mismo
cuerpoK, se define elespacio productodeV1 y V2 como el conjunto

V1 × V2 = {(v1,v2) ; v1 ∈ V1,v2 ∈ V2},

donde se definen las siguientes operaciones internas:

Suma: (u1,u2) + (v1,v2) = (u1 + v1,u2 + v2).

Producto por escalar:α(v1,v2) = (αv1, αv2).

Proposición 4.13.1.Dados dos espacios vectoriales de tipo finito,V1 y V2, sobre un mis-
mo cuerpoK, el espacio productoV1 × V2 es un espacio vectorial. Además,dim(V1 ×
V2) = dim(V1) + dim(V2).

PRUEBA: Se prueba queV1 × V2 es un espacio vectorial directamente a partir de la
definición. Para probar que su dimensión es la suma de las deV1 y V2, tomemos una base
B1 = (u1, . . . ,um) de V1, y una baseB2 = (v1, . . . ,vn) de V2. Se prueba de forma
directa que el sistema de vectores

B = ((u1, 0), . . . , (um, 0), (0,v1), . . . , (0,vn))

es base deV1 × V2. Por tanto,dim(V1 × V2) = m+ n = dim(V1) + dim(V2). 2

Terminaremos esta sección, y este tema, estudiando una noción que es básica en mu-
chas ramas de las matemáticas, en particular en el álgebralineal: el espacio cociente.
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Fijaremos a partir de ahora un espacio vectorialV , y una variedad linealL ⊂ V . Bási-
camente, se puede pensar en el espacio cociente deV sobreL como si fuera el espacio
V , pero donde los vectores deL no tienen ningún valor: es decir, cualquier vector deL
representa el vector0 del espacio cociente; y si sumamos a cualquier vector del cociente
un vector deL, éste se queda igual. Vamos a definirlo de forma rigurosa:

L-equivalencia
Dos vectoresu y v deV se dicenL-equivalentessi su diferencia pertenece aL.
Escribiremos:

u ∼L v ⇔ u− v ∈ L.

Proposición 4.13.2.La L-equivalencia es una relación de equivalencia.

Ejercicio 4.13.1. Hay que demostrar las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva. Lo
dejamos como ejercicio.

Cuando se define, en cualquier conjunto, una relación de equivalencia, se pueden con-
siderar los subconjuntos de elementos que están relacionados entre sı́. Estos subconjuntos
se llamanclases de equivalencia. En este caso, las clases de equivalencia se llamanva-
riedades lineales afines.

Variedad lineal afı́n
SeaL una variedad lineal de un espacio vectorialV , y seav un vector deV .
Llamaremosvariedad lineal af́ın que pasa porv con direcciónL, y la notaremos
v+L, a laclase deL-equivalenciadev, es decir, al conjunto formado por todos
los vectores deV que sonL-equivalentes av:

v + L = {u ∈ V ; u ∼L v} = {v +w ; w ∈ L}.

Ejemplo4.13.1. Si V = R3 y L es un plano que pasa por el origen de coordenadas, dos
vectoresu y v sonL-equivalentes si su vector diferencia pertenece aL, es decir, si el
segmento que une los puntos finales deu y v es paralelo al planoL. Por tanto, la variedad
lineal afı́n que pasa por un vectorv con direcciónL, está formada por todos los vectores
cuyos puntos finales forman un plano: el que contiene al puntofinal dev y es paralelo
a L. Ası́, las variedades lineales con direcciónL son, en cierto modo, todos los planos
paralelos aL.

Ejemplo4.13.2. Al igual que en el ejemplo anterior, siV = R3 y L es una recta que pasa
por el origen, entonces las variedades lineales afines con direcciónL vienen determinadas
por las rectas paralelas aL, es decir las que tienen la misma dirección que la rectaL.

Una propiedad evidente de las variedades lineales afines es la siguiente:

Proposición 4.13.3.Dadosu,v ∈ V , se tiene:

u+ L = v + L ⇔ u ∼L v ⇔ u− v ∈ L.
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Nota4.13.1. AunqueL sea una variedad lineal, las variedades lineales afines correspon-
dientesno son variedades lineales, en general. Esto se puede ver en los dos ejemplos
anteriores (los planos o rectas que no pasan por el origen no determinan variedades linea-
les), o bien por el siguiente razonamiento: Siu ∈ v+L, entonces2u ∈ v+L si y sólo si
u ∈ L. Pero en ese caso,v ∼L u ∼L 0, luegov+L = 0+L. Por tanto, la única variedad
lineal afı́n con direcciónL que es una variedad lineal es0 + L, es decir, la mismaL.

De todas formas, aunque las variedades lineales afines no sean variedades lineales,
sı́ van a ser los elementos de un nuevo espacio vectorial, llamadoespacio cociente.

Espacio cociente
SeaL una variedad lineal de un espacio vectorialV . Llamaremosespacio co-
cientedeV sobreL, y lo denotaremosV/L, al conjunto formado por las varieda-
des lineales afines con direcciónL, donde definimos las siguientes operaciones:

Suma: (u+ L) + (v + L) = (u+ v) + L.

Producto por escalar:α(u+ L) = (αu) + L.

Proposición 4.13.4.La suma y el producto que acabamos de dar, están bien definidos.

PRUEBA: Necesitamos este resultado ya que, si queremos sumar variedades lineales afi-
nes, la suma no puede depender del representante (el vector)que tomemos. Es decir,
debemos demostrar que, siu+L = u

′ +L y ademásv+L = v
′+L, entonces las clases

de equivalencia(u+v)+L y (u′+v
′)+L son iguales. Pero sabemos queu ∼L u

′, luego
u−u

′ ∈ L. Análogamentev−v
′ ∈ L. Por tanto,(u−u

′)+(v−v
′) = (u+v)−(u′+v

′) ∈
L. Es decir,(u+ v) ∼L (u′ + v

′), luego(u+ v) + L = (u′ + v
′) + L como querı́amos

demostrar.
Por otro lado, siu+L = u

′ +L y α ∈ K, entonces(u−u
′) ∈ L, luegoα(u−u

′) =
αu− αu′ ∈ L. Por tanto(αu) + L = (αu′) + L, y se obtiene el resultado. 2

Teorema 4.13.5.SeaL una variedad lineal de un espacio vectorialV sobreK. El espacio
cocienteV/L, con las dos operaciones que acabamos de definir, es un espacio vectorial
sobreK. Adeḿas, siV es de dimensión finita, se tiene:

dim(V/L) = dim(V )− dim(L).

PRUEBA: La demostración de queV/L es un espacio vectorial, es directa. Observemos
que el elemento neutro de la suma de clases es la clase0 + L. Para probar la fórmula
que relaciona sus dimensiones, tomemos una baseB1 = (u1, . . . ,ur) deL. Esta base
se podrá ampliar a una baseB = (u1, . . . ,ur,ur+1, . . . ,un) deV . Vamos a probar que
B2 = (ur+1 + L, . . . ,un + L) es una base deV/L, y esto demostrará el resultado.

Probemos primero queB2 es sistema de generadores. Seav + L una clase de equi-
valencia cualquiera. Comov ∈ V , podremos escribirlo como combinación lineal de los
elementos deB. Es decir,v = α1u1+· · ·+αnun. Seau = α1u1+· · ·+αrur. Claramente
u ∈ L, luegou′ = v − u ∼L v, dondeu′ = αr+1ur+1 + · · · + αnun. Pero en ese caso
v + L = u

′ + L = αr+1(ur+1 + L) + · · · + αn(un + L). Es decir, cualquier clase de
equivalencia,v + L, puede escribirse como combinación lineal de los elementos deB2.
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La demostración estará completa si probamos queB2 es un sistema libre. Supongamos
que tenemos una combinación lineal

αr+1(ur+1 + L) + · · ·+ αn(un + L) = 0+ L.

Esto implica que
(αr+1ur+1 + · · ·+ αnun) + L = 0+ L,

es decir,(αr+1ur+1 + · · ·+ αnun) ∈ L. Pero la variedad lineal generada por los vectores
(ur+1, . . . ,un) es suplementaria aL (ya queB es una base), luego la única posiblidad es
que(αr+1ur+1 + · · ·+ αnun) = 0, por lo queαr+1 = · · · = αn = 0. Esto nos dice que
los elementos deB2 son linealmente independientes. 2

Ejemplo4.13.3. Si L es un plano deV = R3, que pasa por el origen, los elementos del
espacio cociente son los planos paralelos aL. La suma de dos planosΠ1 y Π2, da como
resultado otro planoΠ3: si se toma un vectoru1 cuyo punto final esté enΠ1, y un vector
u2, cuyo punto final esté enΠ2, el punto final del vectoru1+u2 estará enΠ3. Del mismo
modo, el producto deα porΠ1 es el plano que contiene al punto final del vectorαu1.

Base deV/L y coordenadas
SeaV un espacio vectorial sobreK en el que hemos fijado una base respec-
to de la que tomamos coordenadas. Para obtener una base del espacio cociente
se procede como en la prueba del teorema 4.13.5. Si tenemos una base deL,
pongamosB1 = (u1, . . . ,ur), completamos esta base siguiendo la prueba del
teorema 4.5.2. Pongamos queB = (u1, . . . ,ur,ur+1, . . . ,un) es una base deV .
Entonces

B2 = (ur+1 + L, . . . ,un + L)

es una base deV/L.
Seav ∈ V un vector cualquiera. Para dar las coordenadas dev + L respecto de
B2 prcedemos de la siguiente manera:

1) Primero escribimosv como combinación lineal de los vectores de la base
B, pongamos

v = α1u1 + · · ·+ αrur + αr+1ur+1 + · · ·+ αnun.

2) Entonces
(v + L)B2

= (αr+1, . . . , αn).

Ejemplo4.13.4. SeaV = R3 y sea la variedad linealL de ecuaciones

L :

{

x1 − 2x2 = 0
x3 = 0

.

Hallar una base deV/L y las coordenadas del vectorv + L, siendov = (1, 1, 1).
Una base deL esB1 = {u1 = (2, 1, 0)}. Ampliamos a una base deV





2 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1





 





2 1 0 0
0 −1/2 1 0
0 0 0 1



 .
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LuegoB = {u1 = (2, 1, 0),u2 = (1, 0, 0),u3 = (0, 0, 1)} es una base deV . Una base de
V/L es

B2 = {u2 + L,u3 + L}.

Para hallar las coordenadas dev + L respecto deB2 hacemos lo siguiente




2 1 0 1
1 0 0 1
0 0 1 1





 





1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1



 .

EntoncesvB = (1,−1, 1) y
(v + L)B2

= (−1, 1).
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