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Capitulo 4

Espacios vectoriales

4.1. Estructuras algebraicas.

En temas anteriores hemos definido matrices y vectoresjiastlo algunas de sus
propiedades. También hemos trabajado con cuerpos daeszauponiendo que se tra-
taba deQ, R o C, pero sin dar mas detalles. Ahora vamos a estudiar con egfms
conceptos. Definiremos algunas de las principales estasctjue se utilizan en algebra,
CcOmo son: grupos, anillos, cuerpos y espacios vectorialesntinuacion nos centrare-
mos en una de las estructuras que se estudian en esta asiglustespacios vectoriales.

Lasestructuras algebraicasson conjuntos donde hay definidas ciertas operaciones,
que satisfacen unas determinadas propiedades. Las aperspueden ser de varios tipos.
Por ejemplo, unaperacion binaria interna, definida en un conjunt&’, es una funcion
gue a dos elementos dé(dados en orden), le hace corresponder otro elemento @&
decir, una funcion

p: X xX — X,

Por ejemplop podria ser la suma, la diferencia o la multiplicacion denefos reales.
Observemos que, en ocasiones (la diferencia de nUmetes,rpar ejemplo) el orden en
que se den los dos elementos implicados influye en el resultad

Cuando se trabaja con una operacion interna, se suefautiin simbolo, por ejemplo
*, de manera que el resultado de aplicar la operacion a dogeetesa y b, se escribe
axb. Un ejemplo tipico es el simbolp para la suma de nimeros. En ocasiones, ni siquiera
se utiliza simbolo alguno, como en el caso del productouteents, dondeb representa
el producto dex y b.

La primera estructura algebraica que estudiaremos, uea deds basicas y utilizadas,
es la dggrupo:

Grupo
Sea un conjunto no vacio, y seauna operacion interna definida éh Se dice
que(G, %) es ungrupo, si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (a*xb)xc=ax (bxc), Va,b,cé€QG.
2. Elemento neutro: Je € G talque axe=exa=a, VacQaG.

3. Elemento opuestova € G, Jad' € G talque axad =d xa=e.
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Normalmente, la operacion intersasera lasumao el productode elementos. En la
notacidnaditiva, el elemento neutro se dendtay el elemento opuestomse denota-a.
En la notaciormultiplicativa el elemento neutro se dendtay el elemento opuesto@

: .1
que en este caso se llamdrelersodea, se suele denotar !, o bien—.
a

Sea(G, ) un grupo. Se dice qué esconmutativo o abelianosi, ademas de las
propiedades de grupo, verifica la siguiente:

4. Propiedad conmutativa: a*xb=bxa, Va,beQqG.

Ejemplo4.1.1 Algunos ejemplos de grupos son los siguientes:

(Z,+), (Q,+), (R,+)y (C,+) son grupos abelianos aditivos.

(Q\{0},), (R\{0},-)y (C\{0},:), donde se refiere al producto, son grupos
abelianos multiplicativos.

= El conjunto de matrices: x n con entradas en un cuergo (ahora veremos la
definicion de cuerpo), junto con la suma de matrices, esumogabeliano aditivo.

= El conjunto de matrices cuadradas< n no singularescon entradas en un cuerpo
K, junto con la multiplicacion de matrices, forma un grupe e llamaGrupo
lineal de ordem: sobrek, y se denota Gh, K). Este grupmo es abeliano

= El conjunto de matrices cuadradasx n con entradas en un cuergo, y con
determinante igual a 1, junto con la multiplicacibn de matrices, forma un grupo
que se llamaGrupo especial linealde ordenn sobreK, y se denota $h, K).
Tampoco es abeliano.

= Los vectores de coordenadas, con la suma de vectores, forman un gruporadelia

En ocasiones, se define mas de una operacion interna solbmjunto. Existen es-
tructuras que dependen de dos o mas operaciones. Por ejdmphas sencilla es la
estructura danillo. Usaremos las notaciones tradicionales; -, para las dos operacio-
nes internas, pero debemos recordar que pueden ser opesacimlesquiera verificando
las condiciones de la definicion:
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Anillo
SeaA un conjunto no vacio, y sean - dos operaciones internas, que llamaremas
sumay productq definidas em. Se dice quéA, +, -) es unanillo, si se cumplen
las siguientes propiedades:

1. (A, +) es un grupo abeliano.

2. Propiedad asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c € A.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c, Va,bceA,

(a+b)-c=a-c+b-c, Va,bceA.

Si se verifica alguna propiedad mas, tenemos tipos espsdalanillos:

Dado un anillo( A, +, -), se dice que esnitario, 0 que tieneelemento unidad
si cumple la siguiente propiedad:
= Elemento neutro para el producto: dJu € A talque a-u=u-a=a
Ya € A.

Dado un anillo(A, +, -), se dice que esonmutativo si cumple la siguiente pro-
piedad:
= Propiedad conmutativa del producto: a-b=0b-a, Va,be A.

Ejemplo4.1.2 Algunos ejemplos de anillo son los siguientes:
» (Z,+,7), (Q,+,9), [R,+,:)y (C,+,-)son anillos conmutativos.

= SiZ[z] es el conjunto de los polinomios en la variablecon coeficientes ef, y
definimos naturalmente la suni&) y el producto(-) de dos polinomios, entonces
(Z[z],+, -) es un anillo conmutativo.

» Deigual modo(Q[z],+,-), (R[z],+,-), y (Clz],+,-) son anillos conmutati-
VOS.

= El conjunto de matricea x n con entradas en un cuergo, con la sumay el
producto de matrices, es un anitlo conmutativo.

En resumen, si4, +, -) es un anillo, entoncesA, +) es un grupo, Y A4, -) escasiun
grupo: solo le falta el elemento inverso, y puede que el efemunidad.

Hay elementos, como @l en el caso de los nUmeros, que no pueden tener inverso
multiplicativo. Pero si cualquier otro elemento puede itivge, es decir, s{A\{0},-)
fuera un grupo, y alin mas, un grupo abeliano, entoncesastas ante uguerpa
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Cuerpo
SeaK un conjunto no vacio, y seah, - dos operaciones internas, que llamarg
mossumay productq definidas ern. Se dice qué K, +, -) es uncuerpo, si se
cumplen las siguientes propiedades:

1. (K, +) es un grupo abeliano.

2. (K\{0},-) esun grupo abeliano, dondes el elemento neutro de la suma

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

a-(b+c¢)=a-b+a-c, Va,bceK,

Dicho de otra forma, un cuerpo es un anillo conmutativo, d¢emento unidad, donde
todo elemento no nulo tiene inverso.

Observemos que la propiedad distributiva solo tiene undic@n. Esto es porque el
producto es conmutativo, luego la otra condicion es caresega de la primera.

Ejemplo4.1.3 Algunos ejemplos de cuerpo son los siguientes:

= (Q,+,), (R,+,-) y(C,+,:)son cuerpos.

= Los grupos de matrices invertibles,(@] k), o de determinante 1, @, k), no son
cuerpos Yya que el producto de matrices no es conmutativo.

Los cuerpos tienen multitud de propiedades, que no se ashinden esta asignatura.
Nosotros los usaremos para definir estructuras mas camsplgje generalicen las pro-
piedades de los vectores, que hemos visto en los temasoaeseri

Para ello debemos definir laperaciones externa€onsideremos un conjunt®, y
otro conjuntoK que llamaremosonjunto de escalareslamaremo®peracion binaria
externa sobre X, a una funcion que tome un elemento ey un elemento deX, y
dé como resultado un elemento de Es decir, una funcion:

p: K xX — X.

Normalmente, a una operacion externa de este tipo la denoda- y la llamaremos
multiplicacion por escalary al resultado de aplicarla a un escalag K y a un elemento
x € X, lo denotaremos - z, 0 simplementevr, y lo llamaremos producto de por z.

Por tanto, si tenemos un conjunkdy otro conjunto de escalards, podemos tener
operaciones internas en cada uno de esos conjuntos, y mpeEmexternas entre ellos.
Usando estas dos posiblidades, se defineadpacios vectoriales
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Espacio vectorial
SeanV' y K conjuntos no vacios. Sea una operacion interna soblé y sea
- una operacion externa sobrecon conjunto de escalarés, que llamaremos
producto por escalarDiremos qué/, con estas operaciones, esaspacio vec-
torial si se cumplen las siguientes propiedades:

1. (V,+) es un grupo abeliano.

2. K es un cuerpo.

3. El producto por escalar verifica las siguientes propiesiad
a) (a+ fB)v=av+pv, Vo, € K, Vv eV.
b) a(v+w)=av+ aw, Vae K, Vv,weV.
C) a(pv) = (af)v, Ya,8 € K, Vv e V.

d lv=v, Vv € V, dondel es el elemento neutro de la
multiplicacion dek'.

A los elementos de un espacio vectorial los llamarewszsores y los escribiremos
en negrita. En un espacio vectorial hay, por tanto, cuatro operacidassima de vecto-
res, la suma y producto de escalares, y el producto de veqioreescalares.

Ejemplo4.1.4 Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los sig@ente

= Los vectores que vimos en los temas anteriores, forman waciespectorial. El
espacio vectorial de los vectores de&oordenadas sobre un cuerfg se denota
K™. Lasuma se realiza coordenada a coordenada, y el productegadar también.
Ejemplos de este tipo sd&? o R3.

= Las matricesn x n con entradas en un cuergo, con la suma de matrices y el
producto por escalar, forman un espacio vectorial. Obssrgague el producto de
matrices no se utiliza aqui: En general, no tiene por qigtiexna multiplicacion
de vectores en un espacio vectorial.

= El espacio vectorial trivial es el conjuntd” = {0}, con respecto a cualquier cuer-
po K. Cualquier operacion donde intervenga algun vector daoceesultado el
Unico elemento0.

= Los conjuntos de polinomid3[z], R[z] y C|x] son espacios vectoriales con cuerpo
de escalares, respectivameriieR y C.

» Los conjuntogQ[z|<,, R[z|<, Y C[z]|<,, formados por polinomios de grado menor
o igual an, son espacios vectoriales con cuerpo de escalares, rgapeste,Q,
RyC.

Ejercicio4.1.1 Probar que el conjunto de las soluciones de un sistema lineabgéneo
es un espacio vectorial. ¢Ocurre lo mismo con las solucidaasn sistema lineal no
homogéneo? Justifique la respuesta.

Terminamos esta seccion con algunas consecuenciasdaseilla definicion de es-
pacio vectorial:
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Proposicion 4.1.1.SiV es un espacio vectorial sobre un cuerfigse tienen las siguien-
tes propiedades, paratoda 5 € K y todov,w € V:

1. a0 = 0, donde0 es el elemento neutro de la sumalén
. Ov = 0, donde) es el elemento neutro de la sumal€n
. Siav = 0 entonces, o bien = 0 0 bienv = 0.

2
3
4. Siav = fvyv # 0, entoncesy = .
5. Siav = aw ya # 0, entoncey = w.
6

. (—a)v=a(—v) = —av.

4.2. Dependencia lineal.

La nocibn de dependencia o independencia lineal ya la hestosliado, en temas
anteriores, para vectores #¢’. La definicion es exactamente la misma para elementos de
un espacio vectorial cualquiera. Repetimos aqui las defimés y resultados principales:

Combinacién lineal
Seal/ un espacio vectorial sob#€. Dados- vectoresyy, ..., v, € V, llamamos
combinacion lineal de estos vectores a cualquier expresion de la forma:

a1V + aovo + - -+, v, €V,

dondeay, ..., qa, € K.

Seal” un espacio vectorial. Diremos que un vectodepende linealmentede
un conjunto de vectoregvy, ..., v, } Si v se puede escribir como combinacio
lineal devy,...,v,.

Dependencia e independencia lineal
Seal’” un espacio vectorial sob¥€. Diremos que un sistema (o conjunto) de veg
toresS = {vy,...,v,} C V eslinealmente dependientesi existen- escalares
ag, ..., € K, no todos nulostales que

a1vy +agve + - -+ v, = 0.

En caso contrario, es decir, si la Unica forma de escribreetor0 como com-
binacion lineal de estos vectores es tomangde- ay, = --- = «, = 0, diremos
que el sistem& eslinealmente independienteo libre.
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Espacio vectorial K"
Si el espacio vectorial &™ podemos usar los calculos matriciales de los tem@s
anteriores para saber si un sistema de vectSres {vy,...,v,} C K" es
linealmente dependiente.
Para ello tomamos la matriz

Ag = (Vl‘ "'|Vr)

cuyas columnas son los vectoresXle

SeaF cualquier forma escalonada por filas de. Si alguna columna d& no
tiene pivote, sabemos que la columna correspondiente;eas también combi-
nacion lineal de las anteriores, lueg@slinealmente dependiente

Sitodas las columnas detienen pivote entonces eslinealmente independien-
te.

Es decir,S es linealmente independiente si y sblosigo(Ag) = 7.

Ejemplo 1.- En R3 el conjuntoS = {u; = (1,1,2),uy, = (—=1,0,1),u3 =
(2,—1,2)} eslinealmente independientpues

2 1
—1 ~ 0
2 0

-1 2
1 -3
0 1

Sin embargo, el conjuntd = {u; = (1,1,2),us = (—1,0,1),u3 = (2,—-1,1)}
eslinealmente dependientpues

Lema 4.2.1.Seal’ un espacio vectorial. Un sistema de vectofes,...,v,} C V es
linealmente dependiente sigls si uno de ellos es combinaci lineal de los des.

PRUEBA: Supongamos quévy, ..., v, } es linealmente dependiente. Entonces existen
escalaresy, . . ., a,, no todos nulos, tales quev; + asvs + - - - + . v, = 0. Sabemos
que existe al menos ui # 0. Tendremos entonces:

Q;Vy = —0Vy — 00— Q1 Vi1 — Q341 Vg1 "0 — GV

y al sera; # 0, podremos despejar

aq (078 (078N (@78
Vi1 — Vi1 — —Vp,
Q; (6%} (%) (%)

que es una expresion e como combinacion lineal de los demas, por tantdepende
linealmente de los demas.

Supongamos ahora que un vectgrdepende linealmente de los demas. Esto quiere
decir que existe una combinacion lineal

vi=01vi+ o+ Bisivier + BisaVigr o+ Brve.
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De esta igualdad se obtiene

Pivi+ -+ Bicivier — Vi + Biivigr -+ Brve = 0,
que es una expresion del vectbicomo combinacion lineal de los vectores .. ., v,

donde no todos los coeficientes son nulos (el coeficientg ee—1). Por tanto, el sistema
{v1,...,v,} eslinealmente dependiente. O

Lema 4.2.2.Si un vectomu depende linealmente de los vectovgs. . ., v, y cada uno de
estos depende linealmente de los vecteves . ., w,, entoncear depende linealmente
dewy,..., w,.

PRUEBA: Por hipotesis, podemos escrilit= o, vy + - - - a,v, y ademasy; = 5, 1wy +

-+ B W, parai = 1,.. ., p. Sustituyendo cade; por la combinacion lineal anterior,
en la expresion da, se obtiene:

u=oq(f11W1+ -+ B1gWg) + -+ (oW1 + - - - + BpgWy)-
reorganizando los términos queda:
u=(a1f1+ -+ apbp )W+ -+ (a1fig + -+ g We.
Sillamamosy; = a1 + -+ -+ a5, parai = 1, ..., ¢, la expresion anterior se lee
u =W+ -+ YW,

lo que implica quex depende linealmente dev,, ..., w,}. O

Lema 4.2.3.SeaS C V un sistema linealmente independientev $s un vector que no
depende linealmente de los vectoresSgeentoncesS U {v} es un sistema linealmente
independiente.

PRUEBA: SeaS = {uy,...,u,}. Porreduccion al absurdo, supongamos §ue{v} es
linealmente dependiente. Esto quiere decir que se puedbiesc

aug + - au + v =0,

donde no todos los coeficientes son nulos. Si tuvieramed), la expresion anterior seria
una expresion dé como una combinacion lineal de los elementosSd#onde no todos

los coeficientes serian nulos, lo cual no es posible pofjae un sistema linealmente
independiente. Por tantg, # 0. Podemos entonces despeyaen la expresion anterior,

obteniendo:

a1 u Oéru
vV = —— 1— - — —Uu,
B g
Por tantov depende linealmente de& Contradiccion. O
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4.3. Sistemas de generadores y bases.

En esta seccion veremos como el concepto de dependeredhdirve para expresar
los elementos de un espacio vectorial utilizando so6lo wmjuctio (posiblemente finito) de
vectores.

Sistema de generadores
Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un sistema de vectores=
{v1,...,v,.} es unsistema de generadoresle ' si todo vector de/” puede
escribirse como combinacion lineal de los vectores de

En este caso diremos glieesta generado pdt, o por los vectores d§.

Espacio vectorial K
Si el espacio vectorial e&™, un sistema de vectores = {vy,...,v,} es un
sistema generador si y solo si cualquier forma escalonadfilg@s de la matriz

Ag = (V1| "'|Vr)

tiene exactamente pivotes.

Es decir,S es sistema generador siy solagigo(As) = n.

Ejemplo 2.- En el ejemplo 1, pagirfa ¥4, es un sistema generador®& mien-
tras quel’ no lo es.

Un espacio vectorial puede tener muchos sistemas de genesatiferentes. Incluso
puede haber sistemas de generadores donde “sobre” algiion Vor ejemplo, si tenemos
un sistema con cuatro vectoresl®h) nos basta con tres de ellos para generar todo el es-
pacio. Esto nos va a llevar al concepto de base. Pero antesidsthacer una restriccion,
puesto que existen espacios vectoriales demasiado “grande

Un espacio vectorial’ se dice que es dipo finito si esta generado por un
namero finito de vectores. Es decir, si existe un sistemaetiergdoress =

{VI; 500 7V7’}-

Para estos espacios vectoriales de tipo finito, podemosrdefiproblemas la nocién
debase

Base
SeaV un espacio vectorial de tipo finito. Diremos que un sistemaetgores
B C V es unaasedeV si cumple:

1. B es un sistema de generadoredde

2. B es linealmente independiente.
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En otras palabras, una base es un sistema de generadoregsigaio vectorial en
el que no sobra ningln vector, ya que, al ser linealment&piaadiente, ninguno de ellos
puede escribirse como combinacion lineal de los demas.

Espacio vectorial K™
Si el espacio vectorial €™, de lo visto anteriormente se deduce que un siste
de vectoresB = {vy,...,v,.} € K" es base si tieng vectores{ = n) y la
forma escalonada reducida por filas de la matriBde

Ap = (vi] -+ |va),

es la identidad,,.
Ejemplo 3.-En el ejemplo 1, pagifa ¥4, es una base de3.

Teorema 4.3.1.SealV/ un espacio vectorial de tipo finito, y séasistema de vectores de
V. EntoncesB es una base si yo40 si todo vector dé” se puede expresae unalnica
maneracomo combinadin lineal de los vectores de.

PRUEBA: Supongamos quB = {uy,...,u,} es una base dé. Dado un vectox € V,
comoRB es sistema de generadores podremos eseribin;u; + - - - + a,,u,,. Si existiera
otra forma de expresar, digamosv = Sju; + - - - + S5,u,, entonces tendriamos

O0=v—-—v=(ag—F)ur+ - (an — Bn)u,.

Pero comoB es un sistema linealmente independiente, los coeficiertés expresion
anterior deben ser todos nulos. Es deejr— 3; = 0, o lo que es lo mismay; = ;

paratoda = 1,...,n. Por tanto, la forma de expresacomo combinacion lineal de los
elementos dé3 es Gnica.
Reciprocamente, sda = {u;,...,u,} €s un sistema tal que todo vectorc 1 se

puede expresar de forma Unica como combinacion lineabsledctores dé3. Por un
lado, B es sistema de generadores, puesto que todo vecidrsgegpuede expresar como
combinacion lineal de3. Por otra parte, consideremos el vedloe V. Sabemos que
siempre se tiene la combinacion lineal obvia:

0=0u; + -+ Ou,.

Por la propiedad que le suponemaB gesta es la Unica forma de escriBicomo combi-
nacion lineal de los vectores d& Por tanto,B es un sistema linealmente independiente,
luego es una base. O
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Espacio vectorial K™
Si el espacio vectorial e&™, la reduccion de matrices nos permite calc
lar como escribir cualquier vector como combinacion lineal de una basé
B={uy,...,u,}.
Haciendo transformaciones por filas obtenemos

Gauss—Jordan
) — I,

(- - Jun|v

Luegov = aju; + - - - + a,u,.

Ejemplo 4.- En el espacio vectoriaR® podemos escribir el vecton
(1,0,2) como combinacion lineal de la bage¢ = {u; = (1,1,2),u,
(—=1,0,—1),us = (2, —1,2)}:

de donden = u; + 2u, + us.

Ahora veamos que un espacio vectorial de tipo finito, que adrgeal, siempre tiene
una base. Ademas veremos cOmo se construye, a partir detema de generadores.

Teorema 4.3.2.[de existencia de base] Séa+# {0} un espacio vectorial de tipo finito.
Dado cualquier sistema finito de generadoég@sC V/, existe una bas®& de V' formada
por vectores dé&.

PRUEBA: Consideremos el sistema de generad6fes {v,,...,v,}. Sies libre, enton-
ces es una base, y hemos acabado. Si no, hay un elemeatd: que depende lineal-
mente de los demas. Pero enton€gs= G'\{v;} sigue siendo sistema de generadores.
Si es libre,GG; es una base. Si no, existira otro vectorque depende linealmente de los
demas vectores d&,, y también lo podremos eliminar.

Continuamos este proceso mientras el sistema de genesadarénealmente depen-
diente. Pero como mucho podremos elimipar 1 vectores ya que, comg # {0},
al menos debe haber un vector en cualquier sistema de geresaBor tanto, en algin
momento debemos tener algGhque sea libre, luego sera una base contenida.en™
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Espacio vectorial K™
Sea7 = {vy,...,v,} unsistemade generadores del espacio vectfiaCual-
guier forma escalonada por filas de la matriz

Ag = (V] ---|vp)

debe tenern columnas con pivote. Pongamos que estas columnas
{i1,...,i,}. Entonces el conjunt® = {v; ,...,v; } es una base d&".
Ejemplo 5.- EnRR? consideremos el sistema

G={vi=(112),va=(=1,0,1),vs = (2, -1,1),

vy =(0,1,1),vs = (2,-1,2)}.

Mediante transformaciones elementales por filas obtenemos

LuegoG es un sistema generador®éy B = {v;, v, v5} es una base.

4.4. Teorema de la base. Dimengn.

En esta seccion definiremos un concepto esencial delralgjebal: ladimensdn de
un espacio vectorial. Necesitamos primero el siguientdteeo:

Teorema 4.4.1.SeaV un espacio vectorial. Sir = {uy,...,u,,} s un sistema de
generadores d&,y S = {vy,...,v,} es un sistema linealmente independiente, entonces
n <m.

PRUEBA: Supongamos que > m. ComoG es un sistema de generadores, podemos
escribir cadar; como combinacion lineal de los elementosée

Vi = iy + -+ QiU
Por otra parte, com§ es linealmente independiente, la ecuacion
ryvi+-+ a2, v, =0

sblo puede admitir la solucion triviat; = - - - = x,, = 0. Ahora bien, sustituyendo cada
v;, obtenemos la ecuacibn equivalente:

zi(anuy + -+ G y) + 0+ Ta(@ 4+ Gpp) =0,
donde, sacando factor comln les se tiene:
(aflll‘l + -+ alnxn)ul + -+ (amlxl + -+ a'mnxn)um - 0
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Una posible solucion para esta ecuacion se obtendriadsi coeficiente fuera cero, es
decir, si

a11r1y + @12y + -+ Apt, = 0
agr1 + agre + - 4+ agr, = 0
Am1T1 + QpaTs + -0+ AppT, = 0.

Este sistema homogéneo tiene, como maximo, ramgyga que tienen filas. Ahora bien,
sin > m, el Teorema de Rouché-Frobenius nos dice que es un sistamzatible in-
determinado, es decir, existe una solucion pata. ., x,, donde no todos son cero. Esto
contradice qué& sea un sistema libre. O

Veamos entonces qué edianensdn de un espacio vectorial:

Teorema 4.4.2Teorema de la basepeal” un espacio vectorial de tipo finito. Todas las
bases dé/ tienen el mismoimero de elementos. A estignmero se le llamaimensbn
deV.

PRUEBA: SeanB; Yy B, dos bases d&, dem y n vectores respectivamente. Coipes
sistema de generadorespy es libre, entonces < m por el Teorema 4.4.1. Pero como
Bs; es sistema de generadorés,es libre, se tiener < n. Por tantoym = n. O

Dimension
La dimension de un espacio vectoriglque denotamodim(1'), se define como
sigue:

» SiV = {0}, entonceslim(V') = 0.

= SiV esdetipo finito, su dimension es el nUumero de elementosalgwer
base dé’.

= SiV no es de tipo finito, diremos que tiene dimension infinitaseribire-
mos dim V' = oc.

Ejemplo4.4.1 El espacio vectoriaR" tiene dimensiom. Una base, llamada lbase
candnica, esta formada por los vectorés,, ..., e, }, donde

e; = (0,...,0,1,0,...,0).

Ejemplo4.4.2 EIl conjunto de polinomiosR[z], es un espacio vectorial de dimension
infinita. En efecto, supongamos que existe un sistema deagores~ deR[z|, formado
por un numero finito de polinomios. Sea entoneesl mayor grado de todos los polino-
mios deG. Entonces, cualquier combinacion lineal de los polinaeG tiene como
maximo gradan, luego no podriamos obtener los polinomios de grado mayerq y

G no seria sistema de generadores. Por tahito(R[z]) = oo.
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4.5. Dimensony sistemas de vectores. Coordenadas.

La dimensibn de un espacio vectorial nos impone restmasasobre el tamafio que
pueden tener los sistemas libres, o los sistemas de genesado

Proposicion 4.5.1.SeaS = {vy,..., v,,} un sistema de vectores de un espacio vectorial
V de dimengn finita. Se tiene:

1. SiS es un sistema de generadores, entonge® dim V.

2. SiS es linealmente independiente, entonees< dim V.

3. SiS es sistema de generadorespy = dim V, entonces es base dé’.

4. SiS es linealmente independienteyy = dim V/, entoncess es base dé’.

Ejercicio 4.5.1 Demostrar la proposicion anterior.

Una propiedad importante de las bases es la siguiente:

Teorema 4.5.2.[Teorema de la base incompleta] S®aun espacio vectorial de tipo
finito. Todo sistema linealmente independiente puede @&tarpe hasta obtener una base.
Es decir, sidimV = n,y S = {vy,...,v,} es un sistema libre, com < n, entonces
existenn — m vectoresv,,1,...,v, € V tales que el sistemévy,...,v,} es base de
V. Adenas, los vectores,, . 1, . . ., v, pueden tomarse de cualquier baselde

PRUEBA: SeaS como en el enunciado, y séa = {uy,...,u,} una base dé&’. Si
cada elemento d& depende linealmente de los elementosSdentoncessS es sistema
de generadores, luego seria una base. Imposible. Tenslremtonces un vector de,
supongamos que eg, que no depende linealmente ieTomamos entonces el sistema
S U {u,}, que sera linealmente independiente.

Sim + 1 < n, entoncesS U {u;} no es base. Por tanto, debe existir otro vector
en B (que no puede sar;), que no dependa linealmente 8eJ {u, }. Digamos que es
uy. Entoncess U {u;, uy} es linealmente independiente. Continuamos este procetn ha
obtenerS U {uy,...,u,_,}, sistema linealmente independienterdeectores, es decir,
base déd’. O
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Espacio vectorial K™
Consideremos el espacio vectoridl’, en el ejempld_4.411 hemos definido |3
base canonic® = {ey,...,e,} de K", donde

e;=(0,...,0,1,0,...,0).

SeaS = {vy,...,v,} un sistema libre d&™, conm < n. Siempre podemos
completar el sistema con vectores de la base canobnicateastauna base de
K". De hecho, cualquier forma escalonada por filas de la matriz

A= (vi|---|vmle]---|en)

tiene n pivotes. Losm primeros pivotes estan en las primeras columnas,
puesS es un sistema libre, y el resto entre las siguientes colunpoagamos
{i1,...,in_m}. LUego el conjunto

{V17 <oy Vim, ei1fm7 e 7ein_mfm}

es una base d&” que completa &.

Ejemplo 6.- En el espacio vectoriaR* consideramos el sistema libe =
{vi = (1,-1,2,1),vo = (2,-1,2,1)}. Completaremos$ con vectores de la
base canonica hasta obtener una base‘de

1 210

—-110 1
2 2100
1 1 (00

0 0 0
0

1
0
0
0

1
~1/2

Luego una base d&* que completa & es

{Vl = (17 _17 27 1>7V2 = (27 _1727 1)792 - (07 1,0,0),63 - (0707 170)}

La principal ventaja de la existencia de bases, en los espaectoriales de tipo finito,
es que vamos a poder estudiarlos, sea cual sea el espacinalecomo si fuerd<”. Esto
lo vamos a conseguir mediante el usccderdenadas

Primero necesitamos hacer una precision. Hasta ahonadaimablabamos de un sis-
tema de vectores, o de una base, no nos importaba el ordee estquieran los vectores.
Pero para definir las coordenadas de un vector, es necegariorfiorden. Por tanto, a
partir de ahora, escribiremos la bases de la siguiente faBma (uy, ..., u,). El uso de
paréntesis, en lugar de llaves, indica que los vectorés estienados, luego podremos
hablar deli-€simo vector de una base, de forma rigurosa.
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Coordenadas
SeaV/ un espacio vectorial de dimensiansobre un cuerpds. Dada una ba-
seB = (w,...,u,) sabemos que, para todo vectorc V/, existe una Unica
combinacion lineal
V=ou; + -+ U,

Los escalaresq, . .. ., a,, definen, por tanto, al vecter, y los llamaremogoor-

denadasdev respecto &. Escribiremos:
vp = (aq,...,0p).
Cuando la bas& esté clara por el contexto, escribiremos simplemente

V= (0,...,0p).

Por tanto, no importa como sé&acomo espacio vectorial; si fijamos una base, vamos
a poder representar los elementosideomo elementos del conocido espacio vectorial
K™. Pero la correspondencia entfey K™ es todavia mas fuerte: las operaciones de suma
y producto por escalar son iguales en ambos espacios. Vessttoson mas detalle:

Espacio vectorial K™
Si el espacio vectorial €™y B = (uy, ..., u,) €s unabase, ya hemos visto an
teriormente (pagina 8), que; = (o, . .., «,) Siy solo sila forma escalonadal
reducida de la matrigu, | - - - |u,|v) es

(651
I

A

Ejemplo 7.- En R* usamos la reduccion por filas de matrices para obtener
coordenadas del vector= (1, 2, 3, 4) respecto de la base

B={u =(1,1,1,0),us = (1,1,0, 1),

usz — (1,0, 1, 1),114 = (O, 1, 1, 1)}

Aplicando el método de elminacion de Gauss-Jordan teaemo

0|-2/3
0| 1/3
0| 4/3
1] 7/3
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Teorema 4.5.3.Seal” un espacio vectorial de dime@sin sobre un cuerpds, y seaB
una base dé&’. Sea
CB V- K"

la aplicacion que a cada elemento diele hace corresponder el vector de sus coordena-
das. Entonce€p es una aplicad@n biyectiva, y adeas se tiene:

1. CB(U+V) :CB(U)+CB(V) \V/U,V eV.

2. Cg(au) = aCp(u) VueV, Va € K.

PRUEBA: La aplicacion es biyectiva por el Teorema 4.3.1.
Ejercicio 4.5.2 Probar las propiedades de la suma y del producto por escalar.
O
Este resultado nos dice que los espacios vectorialgd<” sonisomorfos Por tan-

to, si necesitamos trabajar con un espacio vectorial derdifben, podemos trabajar
simplemente cor™.

4.6. Cambio de base.

Observemos que las coordenadas de un vectbrdiependen de la bageque haya-
mos elegido. Si tuvieramos otra baBg las coordenadas del mismo vector serian dife-
rentes. Vamos a ver entonces como estan relacionadesdestdipos de coordenadas.

Supongamos que tenemos un espacio vectorag dimensiom, y consideremos dos
basesdé’: B = (uy,...,u,)y B’ = (u},...,u),). ComoB es base, podremos escribir
cada vector d&’ respecto &, es decir, tendremos:

/
u; = a1y + ag g + - - - + a1,

/
Uy = a12U1 + Gl + - - - + Gpoly,,

W, = a1,U; + dgpUy + - Gy Wy
Con esta notacion, se tiene lo siguiente:

Teorema 4.6.1.Si las coordenadas de € V respecto aB y B’ son, respectivamente
v = (21,...,2,) Y Ve = (2],...,2)), entonces se tiene la relaci:

/ / /
X1 = a11X] + 12Xy + -+ - + A1pX,,

/ ! !
X9 = 21X + G22X5 + - - - + A2 X,

/ / /
Xy = Ap1X] + @poXo + -+ - + AppX,,.

PRUEBA: Por un lado, tenemos = zju; + - - - + z,u,. Y por otro lado,y = z/u] +
-+ -4a/ vl . Si sustituimos cada pora;;u; +ag;us+- - - +a,;u, €n la expresion anterior,
y agrupamos coeficientes, obtendremos:

vV = (anx’l + -+ alnIE/n)lh + -+ (a'nlxll 44 annffln)lh-
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Como la forma de expresarcomo combinacion lineal d& es Unica, los coeficientes
de esta Ultima combinacion lineal han de ser iguales, a. ., x,,, lo que demuestra el
resultado. O

Una de las principales ventajas de trabajar 66nes que podemos usar matrices. El
teorema anterior, por ejemplo, se puede ver mucho mejorrdefmatricial. Sea

a;; Qa2 -+ Aip

ag1 QA2 -+ Q2p
AB’,B =

Ap1 Gp2 " App

la matriz del cambio de bas&s decir, lagolumna: de Az, 5 contiene las coordenadas
del vectorv, de B’ respecto de la basB. Entonces la relacion entre las coordenadas

T1,...,Tn zh. ..., 2 ), respecto &y B’, de un vector cualquiera es:
) ) 1> rn

A ailz Az -+ Qip ffll

T2 — A1 Qg2 -+ A2y SL’IQ

L, Ap1 Ap2 -+ Qpp x;@

Escrito de otra manera,
X = AB’,B Xla

dondeX y X’ son los vectores columna que representan las coordenadas\aetor
respecto & y a B'. Por tanto, la matrizl s 5 transforma las coordenadas respect®f a
en coordenadas respect@gdmediante multiplicacion a izquierda).

Teorema 4.6.2.Seal’ un espacio vectorial de dime®lsin, y seaB una base dé/.
Dado un sistemd&’ den vectores, sealp 5 la matrizn x n cuyas columnas contienen
las coordenadas de los vectores Berespecto aB. EntoncesB’ es una base si yodo si
Ap. g €sno singular.

PRUEBA: B’ es base d& siy solo si sus vectores son linealmente independiensgs. E
es, siy solo si las columnas dg; 5 son linealmente independientes, lo que ocurre siy
solo sirgAp p) = n, es decir, Shp 5 €s no singular. O

Otra forma de demostrar que, dadas dos b&sg®’, la matrizAp g es invertible, es
la siguiente: consideremos la matrz 5. Esta matriz transforma coordenadas respecto
de B en coordenadas respecto Bé Por tanto, tenemos por un ladd = Ap 5 X', y
por otro.X’ = Ap 5 X. Uniendo estas dos igualdades, se tiene:

X = AB’,B X' = (AB’,BAB,B’)X-

Como esta igualdad se tiene para cualquier veXter K", deducimos quél g pAp pr =
I. Analogamente, se obtients 5 Ap 5 = I. Por tanto:

Dadas dos baseB y B’ de un espacio vectorial de dimensiénla matriz de

cambio de basd p 5 es invertible, y su inversa e$g p.
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Usando este tipo de matrices, podremos ver la similitudenxie entre los conceptos
definidos para espacios vectoriales y los definidos paraaestrPero esto lo haremos
mejor en la seccion siguiente, donde definiremos los salcespvectoriales.

Espacio vectorial K
Consideremos dos basésy B’ del espacio vectoriak™, respecto de la base
canobnica. Sead y Ap las matrices respectivas de ambas bases. Podemos
transformaciones elementales por filas para obtener lazdatrcambio de base.
Por todo lo visto anteriormente sabemos que

(AB|AB/) Gausi@rdan (I|AB/7B) '

Ejemplo 8.- EnIR? consideramos las bases
B={u =(1,1,0),u; = (1,0,1),us = (0,1,1)} y
B' = {vi=(1,-1,0),v, = (1,0, —1),vs = (1,0,0)}.

Entonces

1 1 1 1

10 0 0 |~

0 1 0 -1 0
Luego la matriz del cambio de base es

0 1 1/2
AB’,B: 1 0 1/2
—1 -1 —1/2

4.7. Subespacios vectoriales

En los ejemplos que hemos dadol®h vimos que un vector define una recta, o que
dos vectores (no proporcionales) definen un plano. Son estiagturas las que en reali-
dad nos interesan, y en las que se centra la mayor parteggérallineal. En esta seccion
veremos coOmo estas estructuras, llamadagedades lineales subespacios vectoriales
también son espacios vectoriales, y estudiaremos sugegdemjes. La definicion precisa
es la siguiente:

Subespacio vectorial
SeaV/ un espacio vectorial sobre un cuerfQ y seal un subconjunto dé’.

Diremos quel es unsubespacio vectoriglo unavariedad lineal de V' si, con
las mismas operaciones de sumay producto por es¢aganin espacio vectorial
sobreK.
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Observemos que los elementos/deal ser elementos dé, satisfacen todas las pro-
piedades de un espacio vectorial. Pero hay un detalle imgerttanto la suma de vectores
de L, como el producto por escalares, deben dar como resultatiores del.. Si no, no
estariamos ante operacioneslgry por tantoL no seria espacio vectorial. Por tanto, lo
Gnico que hay que verificar para sabef.SC V' es subespacio vectorial, es lo siguiente:

Proposicion 4.7.1.Dado un espacio vectoridl sobre un cuerpds, un subconjunto no
vado L C V es una variedad lineal d¥ si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Vwv,welL, v+wE L.
2.Vae K, VveL, av € L.
La siguiente propiedad es consecuencia directa de la définic

Proposicion 4.7.2. Seal/ un espacio vectorial sobre un cuerg6, y sea0 el elemento
neutro de la suma de vectores. Se tiene:

1. El espacio vectorial trivia{0} es una variedad lineal d¥.
2. Cualquier variedad lineal. C V' contiene al vectof.

Ejercicio 4.7.1 Demostrar la proposicion anterior.

El ejemplo principal de espacio vectorial que vamos a atilesR”. Recordemos que,
si tenemos un solo vecterc R3, los vectores que se pueden escribir como combinacion
lineal dev forman una recta: la que pasa por el origen y tiene la dioecdév. Por
otra parte, si tenemos dos vectoresv € R3, los vectores que se pueden escribir como
combinacion lineal d& y w forman un plano: el que pasa por el origen y contiene a la
recta definida pov y a la recta definida pow. Al estudiar sistemas de vectores, lo que
de verdad nos interesa es esa recta o ese plano, es decmjugltoale todos los vectores
gue se pueden escribir como combinacion lineal de los vesttel sistema:

Teorema 4.7.3.SeaV’ un espacio vectorial, y sed un sistema de vectores dé El
conjunto de combinaciones lineales de los vectores dgue llamaremoss), es una
variedad lineal d&/.

(SYy={Mvi+ -+ Avin |meEN, A\j,... N, €K, vi,...,v,,, €S}

Ejercicio 4.7.2 Demostrar el teorema anterior.

SeanS = {vi,...,v,} yT = {wy,---w,} dos sistemas de vectores de u

espacio vectorial’. Diremos que5 y 17" sonequivalentessi (S) = (7).

Otra posible definicion de equivalencia de sistemas es davigne dada por el si-
guiente resultado:

Proposicion 4.7.4. SeaV/ un espacio vectorial. Dos sistemas de vectdies € V son
equivalentes si y&do si todo vector de& puede escribirse como combinawilineal de
los vectores dé&’, y viceversa.
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Ejercicio 4.7.3 Demostrar la proposicion anterior.

En el caso dé&/ = R3, dos sistemas de dos vectores son equivalentes si y so6lo si
definen el mismo plano. De hecho, BA, las variedades lineales son la siguientes: el
origen (que corresponde al subespacio triyi#), las rectas que pasan por el origen, los
planos que pasan por el origen, y tall®. Esto nos da una idea de las dimensiones de
estas variedades lineales:[Bfy que tiene dimension 3, existen variedades de dimension
0, 1, 2 0 3. Mas generalmente, se tiene:

Teorema 4.7.5.SeaV/ un espacio vectorial de dimewsi finita, y seal. una variedad
lineal deV. Entoncesl. tambin tiene dimenén finita, y dim L < dim V. Adends, la
igualdad ®lo se dasiL = V.

PRUEBA: Si L = {0}, el resultado es evidente. Supongamos entonced.quomtiene
vectores no nulos. Entoncéscontiene sistemas libres. Pero cualquier sistema libre de
es también un sistema libre tfe luego tiene como maximevectores, donde = dim V.
Seam el nUmero maximo de vectores que puede tener un sistersali@d, (ya sabemos
quem < n), y seaB un sistema libre de: vectores dd.. Como no existe otro sistema
libre de L. con mas den vectores, entonces todo vector Heepende linealmente de,
es decir,B es una base dk. Por tantodim L = m < n = dim V.

Si tuvieramosdim L = dim V/, entonces una bagede L seria un sistema libre dé
conn elementos, luego seria baseldePor tanto,L = V. O

Rango de un sistema de vectores
Seal’ un espacio vectorial, y séaun sistema finito de vectores tfe Llamamos
rango de S a la dimension de la variedad lineal generadasdEs decir:

rango(S) = dim((S5)).

Dicho de otra forma, el rango dees el mayor nUmero de vectores linealment
independientes que se pueden tomafen

Tenemos entonces el siguiente resultado, que relaciorengbrde un sistema de
vectores y el rango de una matriz:

Proposicion 4.7.6.En un espacio vectoridl' de dimengin finita, seaB una base dé’,
S un sistema finito de vectores tie y Ag  la matriz cuyas columnas (o cuyas filas) son
las coordenadas de los vectoresgleespecto aB. Entonces

rango(S) = rango(As g).

PRUEBA: SiV = K", ya hemos demostrado que el rango de una matriz es el maxi-
mo numero de columnas (o filas) linealmente independiemtestiene. SiV # K™,

el resultado es consecuencia del isomorfighigpque a cada vector dé le asocia sus
coordenadas. O

Nota: Observemos que el rango de la mattiz; no dependede la base3, ya que es
igual al rango del sistema de vectoregjue esta definido sin tener que recurrir a ninguna
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base. Otra forma de ver esto es la siguient®&. giB’ son dos bases distintas, cuya matriz
de cambio de base e 5, entonces se tiene:

Asp = Ap p Asp.

Como sabemos quég 5 es no singular, entoncesngo(Ag g) = rango(Ag p).

4.8. Ecuaciones pararatricas e implicitas.

Volviendo a nuestro ejemplo princip@?, el rango de un sistema de vectoges R?,
nos dice si.S) es un punto, una recta, un plano o todo el espacio, segun ¢e2 0 3.
Y para ver cual es ese rango, basta calcular el rango de tzmagas columnas son los
vectores de.

Hasta ahora s6lo hemos visto una forma de determinar uredeadrlineal: mediante
un sistema de generadores. Esta forma es equivalente aad@cuaciones paraétricas

Ecuaciones parangtricas de una variedad lineal

Seal una variedad lineal de un espacio vectoliatle dimensiom, y seaG =
{v1,..., v, } unsistema de generadoresidé&Ssupongamos que las coordenads
dev, respecto a una bagedeV son:v; = (ay,, - - - , a,;). Entonces, como todo
vectorv € L, con coordenadgs, . . ., z,) Se escribe como combinacion linea
deG, existiran unos escalares, ..., \,, talesquev = \;vy + -+ A\, vi. ES
decir:

1 = auM + 0+ GimAn

Ty = anM + -+ GamAn

Lp = a'n1>\1 900 oF anm)\m

Unas ecuaciones de este tipo, conde los escalargsn parametros indetermi-
nados, se llaman unasuaciones parardtricasde L.

En otras palabras, unas ecuaciones paramétricas nosadicenson las coordena-
das de un vector cualquiera de dependiendo de los coeficientes que tomemos en la
combinacion lineal de los generadores.

Ejemplo4.8.1 Un plano erR? que pasa por el origen (es decir, una variedad line&?’de
de dimension 2), puede venir dado por las siguientes emesiparamétricas:

r = 2)\1 —3)\2
To = )\1"’5)\2
T3 = )\1 —)\2

En este caso se trata del plano generado por los ve¢tored ) y (—3,5, —1).

Las ecuaciones parameétricas, en el fondo, equivalen ardefmvariedad lineal dan-
do un sistema de generadores. Pero existe otra forma, meéssante, de determinar una
variedad lineal: mediante unasuaciones imftitas. El resultado que necesitamos es el
siguiente:
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Teorema 4.8.1.Seal’ un espacio vectorial de dime®lsin, y seaB una base dé/.
Consideremos un sistema lineal horéngo:

a;1r1 + @1y + -+ Ak, = 0
a911 + Q92%y + -+ + Qopk, = 0
Am1T1 + QpaTs + -0+ AppT, = 0.

Seal el conjunto de vectores cuyas coordenadas (respectB)d®n una soludn de
este sistema lineal. Entoncéses una variedad lineal.

PRUEBA: Sidos vectores = (z1,...,z,)y Vv = (z),...,z,) pertenecen &, entonces
satisfacen cada ecuacion del sistema, es degif, + - - - + a;,z, = 0y ademas; 2} +
-+~ +a;x, = 0. Pero entonces,

(a1 + -+ Qinn) + (an2) + -+ anay,) = an (21 + 21) + - G20 + 27,) = 0,

por tanto, el vectov + v/ = (z; + 2,...,z, + z}) es solucion del sistema, luego
pertenece &..
Por otra parte, dado cualquierc K, se tiene

alapnxy + -+ ainty) = ap(axy) + - - + aip(az,) =0,

luegoav = (auzy,...,az,) € L. Por tanto,l es una variedad lineal. O

Ecuaciones implcitas de una variedad lineal
SeaV/ un espacio vectorial de dimensiany seaB una base d& . Unasecua-
ciones impicitas de una variedad linedl es un sistema de ecuaciones

a11T1 —+ a12T9 + .- —+ AnTy, = 0
211 + Q2% + -+ ATy 0

Am1T1 + GpaTs + -0 Qpp®y = 0.

tal que los vectores de sean exactamente aquellos cuyas coordenadas (resp
a B) son una solucién del sistema.

Nota4.8.1 El teorem&4.9]3 prueba que toda variedad lidedé un espacio vectorial,
fijada una bae del espacio, tiene unas ecuaciones implicita

En otras palabras, si unas ecuaciones paramétricas resodimo sonlas coorde-
nadas de los vectores dg unas ecuaciones implicitas nos diagg relaciones deben
verificarentre ellas. Podriamos decir que en unas ecuacione<itaplios vectores dé
estan mas escondidos, ya que a simple vista no podriaetesrdnar ninguno de ellos:
hay que resolver el sistema.

Observemos que el teorema anterior nos ha dado una nuewaaon@i para estudiar
variedades lineales, ya que las soluciones de un sisteaa liomogénesonvariedades
lineales.
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4.9. Ecuacionesy dimensin.

Veamos ahora como, a partir de unas ecuaciones paraasetrionplicitas de una
variedad lineal, podemos calcular la dimension de la dade

Proposicion 4.9.1. Seal/ un espacio vectorial de dimeisin, sean

1 = anA+ -+ amAn
Ty = Au A+ -+ GopAp,
Tp = anl)\l + -+ anm>\m

unas ecuaciones paratricas de una variedad linedl, y sea

a;; Qa2 - Ay

Q21 Qg2 -+ A2m
A= ]

An1 QApo - Anm

la matriz de los coeficientes. Entonces
dim L =rg(A).

PRUEBA: Esto es una consecuencia inmediata de los teoremas queecoo® sobre la
base de una variedad lineal, sabiendo que las columndsda generadoresde O

Proposicion 4.9.2. Seal/ un espacio vectorial de dimeisin, y sean

a11r1 + @12y + -+ Aipk, = 0
a211 + Q92%y + -+ + Qopk, = 0
Am1T1 + QpaTs + -0+ AppT, = 0.

unas ecuaciones imigitas de una variedad linedl, y seaA la matriz de coeficientes del
sistema homagneo. Entonces:

dim L = n —rg(A).

PRUEBA: Recordemos como se usa el método de eliminacion de Gaodan para re-
solver un sistema lineal. Si la matuitiene rango-, obtendremos variables pivote. Por
simplificar, diremos que las variables pivote sqn. . ., z,,, aunque la demostracion fun-
ciona igual si son otras. Despejando las variables pivefgeato a las demas, se obtiene
que la solucion general del sistema es de la forma:

T1 = C1r41%r41 T Clr42Trq2 + -+ + C1nThp,

To = Cop1Tp41 + Cor2Tpio + -+ + Conly,

Ty = Crp41%r41 + Crry2Try2 + * 0 -+ Crpp,
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donde las variables no pivote, 1, .. ., x,, pueden tomar cualquier valor. Pero si le damos
a las variables;, . 1, ..., x, los valores (indeterminadog), ..., \,,_,, Se obtiene que la
solucion general del sistema (es decir, la varieHpdiene dada por:

(11 = cipM + Cirppde -+ CinAps
Ty = CyrpiA1 T Cog2de 0+ CopAns
Ly - Crr+1/\1 a5 Crr+2)\2 + - e Crn>\n—r
Try1 = A
Tryo2 = A2
(T, = Ap—p-

Pero estas resultan ser unas ecuaciones paramétricagadietiadl, donde la matriz de
coeficientes tiene rango— r, ya que tiener — r columnas, y sus — r Gltimas filas son
claramente libres. Luego, por el resultado anterior, seesigedim L = n — r. Es decir,

dim L =n —rg(A). O

En muchas ocasiones es importante saber, dada una variedald’), transformar
unas ecuaciones implicitas en unas ecuaciones pareasetyiviceversa. El primer caso
es sencillo:

Observacbn: Si tenemos unas ecuaciones implicitas de una variedaal linees
decir, un sistema homogéneo que determina los elementodaérma de calcular unas
ecuaciones parameétricas es simplemesgelviendo el sistemacomo hemos visto en el
resultado anterior.

Observemos ademas que la solucion obtenida despejasdtarlables pivote nos da
unabasede L, formada por los vectores que son coeficientes de los p&@sne, \,,
etc.

Si por el contrario tenemos unas ecuaciones paramétricas & decir, un sistema
de generadores, veremos dos métodos para calcular ureascms implicitas de la va-
riedad: uno se basa en el método del orlado y otro utilizestoamaciones elementales
por filas.
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M étodo I: usando el netodo del orlado.

Suponemos fijada una basedel espacio vectoridl'. Seal la variedad lineal
generada por un sistensa procedemos de la siguiente manera.

1. Se considera la matrids 5, cuyas columnas son las coordenadas de I@s
elementos dé respecto de la bage.

. Mediante el método del orlado, se identifican el maxignmero posible de
columnas independientes, con lo que se obtiene unafhadela variedad
L. Digamos qué3, tiener elementos, es decitim(L) = r.

. Se considera la matritz, 5 € M, ., Cuyas columnas son una base/ge
y lamatrizM que resulta al afiadir a esta matriz una columna de inGgni
(1, .., Tn),

T
M = ABl,B

T

. Un vector(zy, ..., z,) estard en. si y solo si es combinacion lineal de
las columnas del, 5. Es decir, si y solo si la matriz/ tiene rangor.
Imponemos entonces que la mathiz tenga rango-. Usando el método
del orlado (orlando un menor no nulo de tamai®en lasr primeras filas
de M), esto significa imponer que — r determinantes sean nulos. Esto
n — r determinantes som — r ecuaciones implicitas que definén

Ejemplo4.9.1 En el espacio vectorid*, siempre respecto de la base canoiiicaeal.
la variedad lineal generada por el sistetha: {(1,1,2,—1),(2,0,1,1),(1,—1,—-1,2)}.
Aplicando el método del orlado averiguamos queaglgo(S) = 2 y que, de hecho, el
tercer vector es combinacion lineal de los otros dos:

1 2 1

1 0 —1
Asp =

2 1 —1

-1 1 2

LuegoB; = {(1,1,2,-1),(2,0,1,1)} es una base de. Entonces un vectdr, zs, x5, x4)
esta en. siy so6lo si

( 1 2 T
1 9 I 10 i) :OEZC1+3SC2—2SC3:O
10 T 2 1 XT3
rango 2 =2
2 1 T3 1 2 2
-1 1 T4 1 0 T :OEZC1—3I2—2I4:0
L -1 1 T4

Luego unas ecuaciones implicitasdeon:

I 1+ 3xy — 223 =0
' 561—3]?2—2374:0
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Método Il: usando transformaciones elementales por filas.

Suponemos fijada una basedel espacio vectoridl'. Seal la variedad lineal
generada por un sistensa procedemos de la siguiente manera.

1. Se considera la matrids 5, cuyas columnas son las coordenadas de |85
elementos dé respecto de la bage. Seal la matriz que resulta al anadir
a esta matriz una columna de incognitas . . . , x,,),

T1
M = Asp

T

. Un vector(zy, ..., x,) estara en. si y s6lo si es combinacion lineal de
las columnas déels 5. Es decir, siy solo si en cualquier forma escalonad
por filas de la matriz\/ la Gltima columna no contiene un pivote. Ung
escalonada por filas d&/ es de la formg E|c), dondeE es una forma
escalonada por filas dés 5. Supongamos quemngo(As z) = r, €s decir
gueF tiener pivotes, entonces la escalonada por filadfldebe ser de la
forma

€q1

€qr
a11T1 + - ATy

Qp—r121 qF oo Qp—rndn

dondeeqy, . . ., eq, son expresiones lineales en . . ., z,,.

. Imponiendo que la Gltima columna no tenga pivote, tersela® ecuacio-
nes

1121 + - ATy, = 0

Qp—r,121 aF oo Ap—rnln = 0

gue son unas ecuaciones implicitas/de

Ejemplo4.9.2 En el espacio vectorid*, siempre respecto de la base canoiticaeal.
la variedad lineal generada por el sistetha: {(1,1,2,—-1),(2,0,1,1),(1,—-1,—1,2)}.
Mediante transformaciones lineales por filas obtenemos

1 2 1 |z 1 2 1 1
1 0 —1 i) 0 —2 -2 —T1 + X9
2 1 —1|zs | 70 0 0 |=(1/2)2 - (3/2)xs+ 25

Luego unas ecuaciones implicitastlson

I { —(1/2)x1 — (3/2)xs + 23 =0
. —<1/2)$1 + (3/2)$2 +x,=0 "
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Estos procesos nos sirven ademas para demostrar el segresaltado:

Teorema 4.9.3.Toda variedad lineall., de un espacio vectorial de dimeasifinita, pue-
de ser representada por unas ecuaciones p&taicas, y por unas ecuaciones irigias.

PRUEBA: Toda variedad lineal en un espacio de dimension finitetisnsistema finito de
generadores, luego admite unas ecuaciones paraméEicagtodo anterior nos explica
cOmo conseguir unas ecuaciones implicitas a partir @ dsegad. admite también unas
ecuaciones implicitas. O

4.10. Interseccbny suma de variedades.

Ya hemos visto como se puede determinar una variedad lissaddo ecuaciones
paramétricas o implicitas, y como calcular su dimemsi©ontinuaremos con algunas
propiedades sencillas de las variedades lineales:

Proposicion 4.10.1.Si L, y L, son dos variedades lineales de un espacio vectdfial
entonced.; N L, es una variedad lineal.

PRUEBA: Seanvy,v, € L; N L,. Como pertenecen &, entoncess; + v, € Ly, al ser
L, variedad lineal. Pero como también pertenecén, &ntonces; + v, € L,. Por tanto,
vi+vVve € LiN Lo.

Analogamente se demuestraque st K yv € LN Ly, entoncesv € LN Ly. Por
tanto,L, N L, satisface las dos propiedades necesarias y suficientesqramaa variedad
lineal. O

Proposicion 4.10.2.SeanS y T dos sistemas de vectores de un espacio vectbri&e
tiene:
1. S c(S).
2. S=(S) & Sesunavariedad lineal.
3.5CT = (S) c (D).
4. (SNT) c (S)n(T).
5. (SYUu(T) c (SUT).
PRUEBA:
1. Trivial.
2. Evidente a partir de las definiciones, ya ¢dé es una variedad lineal.

3. Siv € (9), entonces es combinacion lineal de los vectoreS.d&ero coma C 7,
v es combinacion lineal de los vectoresidees deciry € (T').

4. Siun vector es combinacion lineal de los vectores del’, entonces es combina-
cion lineal de los vectores dg y también es combinacion lineal de los vectores de
T, es decir, pertenece(&) N (T').
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5. ComoS C SUT, setiengS) C (SUT). Del mismo modd7T) C (SUT). Por
tanto,(S) U(T) Cc (SUT).

O

Observacbn: Si conocemod.; y Lo, y queremos conocer; N Lo, sblo tenemos que
tomar unas ecuaciones implicitas ey unas ecuaciones implicitas dg. El conjunto
formado portodas las ecuacioneformara unas ecuaciones implicitas Ben L,. En
efecto, un vector esta ey N Lo, es decir, esta eh; y en Lo, siy solo si satisface las
ecuaciones que defindn y ademas las que defindn.

Ejemplo4.10.1 En el espacio vectorid@* la interseccion de las variedades

. xl—x3:0 . .
Ll.{l’2+.f4:0 yLQ.ZE1+ZL'4—O

es
Ty —23=0
LlﬂLgi l’2+$4:0
SL’1+.T4:0

Una vez que hemos visto que la interseccion de variedadesldéis es una variedad
lineal, y hemos estudiado algunas de sus propiedadesapual’intentar hacer lo mismo
con la union de variedades lineales. Pero hay que teneadaiid

Nota4.10.1 Aunque la interseccion de dos variedades lineales es uiealad lineal, la
union de dos variedades lineales es una variedad lineal en general. Por ejemplo, en
R3, la union de dos rectas que pasan por el origen no tiene @os@uuna recta, y por
supuesto no es un punto, ni un plano, ni todo el espacio.

De todas formas, aunqug U L, no sea una variedad lineal, si lo que necesitamos es
una variedad que contengd.ay a L., nos basta tomaf; U L,). Tenemos entonces la
siguiente definicion:

Suma de variedades lineales
Seanl; y L, dos variedades lineales de un espacio vectofigde llamasuma
del,y L, alavariedad lineal:

Li+ Ly = (L1 U Ly).

Observacbn: Por definicion, si conocemds, y L, y queremos hallat,; + Lo, s6lo
tenemos que tomar un sistema de generaderde ., y un sistema de generadorgsde
Lo. La union de estos dos conjuntds,U Sy, sera un sistema de generadored.de- L.

Ejemplo4.10.2 En el espacio vectori@* la suma de las variedadés = ((1,0, —1,0), (0,1,0, 1))
y Ly = ((1,0,0,1)) es la variedad

Ly + Ly = ((1,0,—1,0),(0,1,0,1), (1,0,0,1)).
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4.11. Propiedades de la suma de variedadesbfnula de
la dimension.

Dadas dos variedadds y L, en un espacio vectorial de dimension finitahemos
definido la variedad sumi, + L,. La causa de que esta variedad lineal se llaomea se
encuentra en el siguiente resultado:

Proposicion 4.11.1.Seanl, y L, dos variedades lineales de un espacio vectdriake
tiene:

Li+ Ly = {Vl + vy, Vi E Ly, Vo € LQ}

PRUEBA: Siv € L; + Ly, entonces es combinacion lineal de los vectoreg de L.
Separemos esta combinacion lineal en dos sumaneos; +v,, donde erv; estan todos
los términos en que aparece un vectordey v, contiene el resto de los términos, que
necesariamente consta de vectoredgdeEntoncess; € (L) = Ly, Y vo € (Ls) = Lo.

La otra inclusion es trivial. O

Veamos ahora que la suma de dos variedables, L, es en realidad la variedad mas
pequeia que hubiéramos podido escoger, conteniehgaid.,.

Proposicion 4.11.2.Dado un sistema de vector®sde un espacio vectoridl, la varie-
dad lineal(S) es la menor variedad lineal que contiené& aEs decir, Si es una variedad
lineal que contiene &, entoncessS) C L.

PRUEBA: Siuna variedad. contiene a5, es decir, si C L, entoncessS) C (L) = L.
O

Corolario 4.11.3. L; + L, es la menor variedad lineal que contiend.ay a L-.

Pero no tenemos por qué restringirnos a sumar soélo dosdeates. Podemos sumar
tantas como queramos, siempre que sea un numero finito.

Grupo
SeaV/ un espacio vectorial, y sedn, .. ., L,, variedades lineales dé. Se defi-
ne la suma de todas estas variedades como la variedad lineal

m

> Li=Li+Ly+ -+ Lm=(L1ULyU---ULp).

i=1

De forma analoga a la proposicion anterior, se demuess@liente:

Proposicion 4.11.4.Si L4, ..., L,, son variedades lineales de un espacio vectovial
entonces

Li+- 4 Lp={vi+-+vy wv,eLl;,Vi=1,...,m}.

Finalizamos esta seccion con uno de los teoremas mastampes del algebra lineal,
que relaciona las dimensiones de dos variedades cualesgguesumay su interseccion.
Este teorema es muy til para calcular dimensiones dedaates lineales.
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Teorema 4.11.5F6rmula de la dimensionSeanl; y L, dos variedades lineales de un
espacio vectorial” de dimengn finita. Se tiene:

PRUEBA: SeaB; = {uy,...,u,} una base dé.,; N L,. Por el teorema de la base in-
completa, podemos amplids, hasta una base dg,;, y también la podemos ampliar
hasta una base de,. Es decir, existen dos sistemas de vectofes+= {vi,...,vs} Yy
Sy = {wy,...,w,} tales queB; = By U S; es una base db;,y B, = By U S, es una
base de_,.

SeaB = By U S; U S,. Vamos a demostrar qué es base dd.; + L,, y con eso
habremos probado el teorema, ya di@ L; = r+ s, dim Ly = r+t,dim(L; N Ly) = 7,
y en este casdim(L; + L) = r + s + t.

B es sistema de generadoresde- Lo, ya queB = B; U B,. Por tanto, s6lo tenemos
que ver que es linealmente independiente. Consideremasountainacion lineal:

T s t
Z o;uy + Z ﬁjvj + Z YeWE = 0.
=1 j=1 k=1

Hay que demostrar que todos los coeficientes deben ser Salas.

T s t
vV = E a;uy + E Biv; = — E VW
i=1 j=1 k=1

De la primera forma de escribir se obtiene que € L, y de la segunda, que € L,.
Por tantoy € L, N Lo, y asiv se escribe de forma Gnica como combinacion lineal de los
vectores d&3,. Como también se escribe de forma Gnica como combindiciéal de los
vectores dé€3; (la formula anterior), yB, C B, estas dos formas de escribirlo deben ser
la misma. Por tantgj;, = --- = 3, = 0.

Después de esto, nos queda

T t
SR =)
=1 k=1

pero esta es una combinacion lineal de los vectoreB,dgue es una base, luego todos
los coeficientes son nulos. O

4.12. Suma directa. Propiedades.

como vimos en la seccion precedente, las variedadesdmesal pueden intersecar o
sumar. En esta seccion veremos queé, si L; + L., hay ocasiones en que las propiedades
de la variedad. se pueden estudiar facilmente a partir de las propiedadesyl/,. Para
ver como esto es posible, definiremosiana directade variedades:

Suma directa
Diremos que dos variedades linealgs L, sonindependientes o que su suma
L, + L, essuma directa que escribiremos; & Lo, Si

LyN Ly ={0}.
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Ejemplo4.12.1 En el espacio vectorid* consideramos las variedades linealgs=
((1,0,1,0),(1,0,0,1))y Ly, = ((0,1,0,1),(0,0,1,1)). Obsérvese qué; + L, = Ry
LN Ly, ={0}. Es decir,

L& Ly, =R"

La suma directa recuerda mucho al concepto de base. Enupartigor el siguiente
resultado:

Proposicion 4.12.1.Seanl, y L, dos variedades lineales de un espacio vectdriaLa
sumal; + L, es directa siy 8lo si cualquier vectonv € L, + L, se puede escribir, de
unadnica forma, comw = v; + vy, dondev; € Ly vy € Ls.

PRUEBA: Supongamos qué; @ L». Si un vectorv se pudiera escribir de dos maneras
di_stintas,v =v;+vy = _v’l + v/, dondevy, v} € Ll_ y Vo, Vy € Lo, _entoncesn 7é \4

(si no, tendriamos también, = vi, y la descomposicion seria la misma). Consideremos
u =v; — v} # 0. Entoncea1 € L, pero ademas

v=vi+ve=vi+(u+vy)=vi+Vv, = u=vy—vy€E L.

Por tantou € L; N Lo, lo que contradice que la suma fley L, sea directa.
Supongamos ahora que cualquier vector se puede escrildrmda tinica como suma
de vectores dé; y L,. Si existiera un vectov € L, N L,, entonces podriamos escribir
v =v+ 0 = 0+ v, que serian dos descomposiciones distintas. Esto es iingygsor
tantoL; N L, = {0}, y la suma de estas dos variedades es directa. O

Corolario 4.12.2. SeanlL; y L, dos variedades lineales de un espacio vectovial.a
sumal, + L, es directa si y 8lo si, si se tienar; + v, = 0, convy; € Ly Yy vy € Lo,
entonces/; = vy, = 0.

PRUEBA: Si Ly & Lo, entonced) se puede escribir de una Gnica forma como suma de
vectores dd.; y L. Por tanto, sD = v; + vy, s6lo hay una posiblidad; = v, = 0.

Por otra parte, supongamos que el vebtedlo se puede escrillir+ 0 como suma de
vectores dd.; y L,. Silasumadd.; y L, nofuera directa, existiriaun vectore L+ L,
que se podria escribir de dos formas distintas como sumeaieres d€.; y L., digamos
v = vi + vy = V| + v),. Pero entonces

0=v—v=_(vi—V]) —(va—Vvy),
dondev, — v| € Ly y vy — v}, € Lo, por tantov; — v, = 0y vy, — v}, = 0, es decir, la
descomposicion es la misma. Por tanto, se tien® L. O

Estas dos caracterizaciones nos permiten extender ladi@finie suma directa a mas
de dos variedades lineales.

Suma directa de nas de dos variedades lineales
Dadasm variedades lineales,, ... ., L,, de un espacio vectoridl, se dice que
sonindependientes o que su sumé, + - - - + L,, essuma directa, que escribi-
remosL; & Ly ®- - - & L,,, Si cualquier vectoy de dicha suma se puede escribi

de una Unica forma, como
V=V]+ -+ Vpy,

dondev; € L; paratoda =1,...,m.
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También se tiene la caracterizacion analoga al caso slgatedades lineales, con la
misma demostracion:

Proposicion 4.12.3.Seanlq, . . ., L,, variedades lineales de un espacio vectokialSu
suma es directa si yodo si, si se tiend = v; + --- + v, conv; € L, para todoi,
entoncesr; = vy =---=v,, =0.

Estos conceptos de suma y de suma directa de variedaddesiseaven mas clara-
mente cuando todas las variedades son de dimension 1. Eassese tiene:

Proposicion 4.12.4.Seal’ un espacio vectorial y se& = {vy, ..., v,, } un sistemafinito
de vectores d&. Se tiene:

L (S) = (vi) + -+ + (Vin).
2. S es linealmente independiente SiQssi (S) = (vi1) @ - @ (Vi)

Ejercicio 4.12.1 Demostrar la proposicion anterior.
Un caso especial, e importante, de suma directa de dos suliesps el siguiente:

Variedades suplementarias
Dado un espacio vectoridl, dos variedades linealds, y L, de V' se dicen

suplementariassi L; & L, = V.

Ejemplo4.12.2 Las variedades del ejemplo 4.72.1 son suplementarias.
De la misma forma que hemos probado los resultados anterggdiene:

Proposicion 4.12.5.Seal/ un espacio vectorial, y sealy, y L, dos variedades lineales
deV. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. L,y L, son suplementarios.
2. Li+ Ly =V, Yy leLQZ{O}

3. Todo vector d& € V se descompone de formhaica como una suma = v; + vy,
dondev, € L1 y vy € Ls.

La importancia de los espacios suplementarios procede fdeil@ad para manejar
sus bases y dimensiones:

Proposicion 4.12.6.Seal/ un espacio vectorial de dimesi finita, y sean.; y L, dos
espacios suplementarios, con bases respecfdasB,. Se tiene:

1. B, U B, es base d&'.
2. dimL; +dim Ly =dimV.

PRUEBA: ComoL; & L, =V, entonces todo vector dé puede escribirse de una Gnica
forma como suma de un vector dg y otro de L,. Pero comaoB; es base dé.; y B,

es base dé,, estos dos vectores se escriben de forma Unica como cocrthirimeal de
los vectores deé3, y B,. Es decir, cualquier vector dé se escribe de forma Gnica como
combinacion lineal de los vectores B¢ U B,, luego este conjunto es una baséddeO
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Ejercicio 4.12.2 Dejamos como ejercicio demostrar la segunda propiedad.
El reciproco del resultado anterior también es cierto:

Proposicion 4.12.7.SeaB = {uy, ..., us, us1, ..., u} Una base de un espacio vecto-
rial V. SeanB; = {uy,...,us} y By = {us1,...,w}. EntoncegB;) y (By) son dos
variedades suplementarias tie

Y por Gltimo, este resultado es una reescritura de un seubinterior:

Proposicion 4.12.8.Seal/ un espacio vectorial de tipo finito. Toda variedad lineallde
tiene alguna variedad suplementaria.

Ejercicio 4.12.3 Demostrar las dos proposiciones anteriores.

Hemos visto, por tanto, como una variedad linedles decir, un espacio vectorial)
se puede descomponer en dos o0 mas subespdgias; - - ¢ L,, de forma optima: La
dimension del. es la suma de las dimensiones de cagay si conocemos una base de
cadal;, su union es una base de Ahora veamos la operacion contraria: dados dos o
mas espacios vectoriales solife de tipo finito,V1, . .., V;,, aunque no tengan nada que
ver, podremos construir un espacio vectorial mas grandel queV =V, & --- @ V,,.

4.13. Espacio producto. Espacio cociente.

Producto de espacios vectoriales
Dados dos espacios vectoriales de dimension fifvitay V5 sobre un mismo
cuerpok’, se define ekspacio productode V; y V5, como el conjunto

Vix Vo ={(vi,va); vi€V,vye Vol

donde se definen las siguientes operaciones internas:

» Suma: (uy, ug) + (v, ve) = (U1 + vy, ug + va).

= Producto por escalar:a(vy, vo) = (avy, avs).

Proposicion 4.13.1.Dados dos espacios vectoriales de tipo finitpy V5, sobre un mis-
mo cuerpok, el espacio productd; x V5 es un espacio vectorial. Adé&s dim (1] x
V) = dim(V}) 4 dim(V5).

PRUEBA: Se prueba qué&; x V5 es un espacio vectorial directamente a partir de la
definicion. Para probar que su dimension es la suma de [Esyl&;, tomemos una base
By = (uy,...,u,) deVy, y una baseB; = (vyq,...,v,) deV;,. Se prueba de forma
directa que el sistema de vectores

B = ((ug,0),...,(wn,0),(0,vy),...,(0,vy,))
es base d&; x V5. Por tantodim(V; x V) = m 4+ n = dim(V;) + dim(V5). O

Terminaremos esta seccion, y este tema, estudiando uitaripe es basica en mu-
chas ramas de las matematicas, en particular en el altjebed el espacio cociente
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Fijaremos a partir de ahora un espacio vectdriay una variedad lineal. C V. Basi-
camente, se puede pensar en el espacio cocientestdre . como si fuera el espacio
V, pero donde los vectores deno tienen ningln valor: es decir, cualquier vector/de
representa el vectdr del espacio cociente; y si sumamos a cualquier vector dedaiec
un vector del,, éste se queda igual. Vamos a definirlo de forma rigurosa:

L-equivalencia
Dos vectores1 y v deV se dicenl-equivalentessi su diferencia pertenecela

Escribiremos:
u~,Vv <& u-—veEL.

Proposicion 4.13.2.La L-equivalencia es una rela@mn de equivalencia.

Ejercicio 4.13.1 Hay que demostrar las propiedades simétrica, reflexivansttiva. Lo
dejamos como ejercicio.

Cuando se define, en cualquier conjunto, una relacion deagucia, se pueden con-
siderar los subconjuntos de elementos que estan relacsmamtre si. Estos subconjuntos
se llamarclases de equivalenci&n este caso, las clases de equivalencia se llaman
riedades lineales afines

Variedad lineal afin
Seal una variedad lineal de un espacio vectofigly seav un vector deV'.
Llamaremowariedad lineal afin que pasa pov con direccionl, y la notaremos
v + L, a laclase del.-equivalenciadev, es decir, al conjunto formado por todos
los vectores d& que sonl-equivalentes &:

v+L={ueV,; u~yvi={v+w,; welL}l

Ejemplo4.13.1 SiV = R3y L es un plano que pasa por el origen de coordenadas, dos
vectoresu y v son L-equivalentes si su vector diferencia pertenede as decir, si el
segmento que une los puntos finalesidev es paralelo al plané. Por tanto, la variedad
lineal afin que pasa por un vectercon direccionL, esta formada por todos los vectores
cuyos puntos finales forman un plano: el que contiene al piimabdev y es paralelo

a L. Asi, las variedades lineales con direccibrson, en cierto modo, todos los planos
paralelos d..

Ejemplo4.13.2 Aligual que en el ejemplo anterior, 8i = R3 y L es una recta que pasa
por el origen, entonces las variedades lineales afines oeccthnl vienen determinadas
por las rectas paralelasia es decir las que tienen la misma direccion que la récta

Una propiedad evidente de las variedades lineales afinasagiiente:

Proposicion 4.13.3.Dadosu, v € V, se tiene:

u+L=v+L & u~,v & u—velL
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Nota4.13.1 Aunquel sea una variedad lineal, las variedades lineales afinesspam-
dientesno son variedades linealgsen general. Esto se puede ver en los dos ejemplos
anteriores (los planos o rectas que no pasan por el origeateaotinan variedades linea-
les), o bien por el siguiente razonamientouSk v + L, entonceQu € v + L siy solo si

u € L. Pero en ese caso,~;, u ~;, 0, luegov+ L = 0+ L. Por tanto, la Gnica variedad
lineal afin con direcciorl que es una variedad lineal @s+ L, es decir, la misma.

De todas formas, aunque las variedades lineales afines novagadades lineales,
sivan a ser los elementos de un nuevo espacio vectorradlaespacio cociente

Espacio cociente
Seal una variedad lineal de un espacio vectotlialLlamaremosespacio co-
cientedeV sobreL, y lo denotaremo¥’/ L, al conjunto formado por las varieda-
des lineales afines con direccidndonde definimos las siguientes operacione

» Suma:(u+ L)+ (v+L)=(u+v)+ L.

= Producto por escalar:a(u + L) = (au) + L.

Proposicion 4.13.4.La sumay el producto que acabamos de daéarestien definidos.

PRUEBA: Necesitamos este resultado ya que, si queremos sumattadere lineales afi-
nes, la suma no puede depender del representante (el vgaotbmemos. Es decir,
debemos demostrar queysi L = u' + Ly ademas’ + L = v/ + L, entonces las clases
de equivalencigu+v)+ Ly (u'+v’') 4+ L son iguales. Pero sabemos que ; v/, luego
u—u’ € L. Andlogamente —v’ € L. Portanto(u—u')+(v—v’') = (u+v)—(u'+v’) €
L. Esdecir(u+v) ~, (u'+ V'), luego(u+v) + L = (v’ + v') + L como queriamos
demostrar.

Porotro lado, si+ L =u'+ Ly a € K, entoncegu — u’) € L, luegoa(u—u’') =
au — au’ € L. Por tantolau) + L = (au’) + L, y se obtiene el resultado. O

Teorema 4.13.5Seal. una variedad lineal de un espacio vectoridsobreK . El espacio
cocienteV// L, con las dos operaciones que acabamos de definir, es un espaatorial
sobreK . Adenas, siV es de dimenén finita, se tiene:

dim(V/L) = dim(V) — dim(L).

PRUEBA: La demostracion de qué/L es un espacio vectorial, es directa. Observemos
gue el elemento neutro de la suma de clases es la @lasé. Para probar la formula
que relaciona sus dimensiones, tomemos una Base (uy,...,u,) de L. Esta base
se podra ampliar a una bage= (uy,...,u,,u,,1,...,u,) deV. Vamos a probar que
By = (w41 + L,...,u, + L) es una base dé/L, y esto demostrara el resultado.
Probemos primero quB, es sistema de generadores. Sea L una clase de equi-
valencia cualquiera. Comw € V, podremos escribirlo como combinacion lineal de los
elementos d&. Es decirv = ayu; +- - - +a,u,. Sean = aju; +- - - +a,u,. Claramente
u € L,luegou’ = v —u ~, v,dondeu’ = o, 1u,41 + - - + a,u,. Pero en ese caso
v+ L=u+L=ca1(a41+ L)+ -+ a,(u, + L). Es decir, cualquier clase de
equivalenciay + L, puede escribirse como combinacion lineal de los elenselad®,.
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La demostracion estara completa si probamosipues un sistema libre. Supongamos
gue tenemos una combinacion lineal

apr(Wp1 + L)+ -+ ap(u, + L) =0+ L.

Esto implica que
(ar—i—lur-i—l + -+ anun) +L =0+ L7
es decir(a,1u,41 + - - - + a,u,) € L. Pero la variedad lineal generada por los vectores

(w41,...,u,) es suplementaria & (ya queB es una base), luego la Gnica posiblidad es
que(a, 1141 + - - + au,) = 0, por lo quea,,; = --- = «,, = 0. Esto nos dice que
los elementos d&; son linealmente independientes. O

Ejemplo4.13.3 Si L es un plano d& = R?, que pasa por el origen, los elementos del
espacio cociente son los planos paralelds ha suma de dos planads; y II,, da como
resultado otro plandl;: si se toma un vectar; cuyo punto final esté eH;, y un vector
u,, Cuyo punto final esté di,, el punto final del vecton; + u, estara ernlz. Del mismo
modo, el producto de porII; es el plano que contiene al punto final del vectas.

Base deV/L y coordenadas
SeaV un espacio vectorial sobr& en el que hemos fijado una base respe
to de la que tomamos coordenadas. Para obtener una basgal@beciente
se procede como en la prueba del teorema 4.13.5. Si teneradsase dd.,
pongamosB; = (uy,...,u,), completamos esta base siguiendo la prueba ¢
teorema 4.5]2. Pongamos ghe= (uy, ..., u,, U1, ..., u,) €S una base de.
Entonces

BQZ(UHI—}—L,...,un—l—L)

es una base dé/ L.
Seav € V un vector cualquiera. Para dar las coordenadas-dd. respecto de
B, prcedemos de la siguiente manera:

1) Primero escribimos como combinacion lineal de los vectores de la bage
B, pongamos

V=ou +- -+l + Uy + 0+ QU

2) Entonces
(Vv+ L), = (aps1, -5 an).

Ejemplo4.13.4 SeaV = R?y sea la variedad linedl de ecuaciones

. 1‘1—21‘2:0

Hallar una base d&/L y las coordenadas del vector+ L, siendov = (1,1, 1).
Una base dé esB; = {u; = (2,1,0)}. Ampliamos a una base dé

211 0 0 2 1 0 0
110 1 0 |~110|=-1/2 1 0
00 0 1 0 0 01
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LuegoB = {u; = (2,1,0),us = (1,0,0),u3 = (0,0,1)} es una base dé. Una base de
V/Les
BQ = {112 —+ L, us —+ L}

Para hallar las coordenadaswde L respecto dé3; hacemos lo siguiente
0 1
0-1
1] 1

S =N

1 01 1
0 0|1 |~120
0 1|1 0

O = O

Entoncesrp = (1,—-1,1)y
(v+ L), = (—1,1).
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