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Caṕıtulo 2

Álgebra matricial

Estas notas están basadas en las realizadas por el profesorManuel Jeśus Gago Vargas
para la asignaturaMétodos mateḿaticos:Álgebra linealde laLicenciatura en Ciencias y
Técnicas Estad́ısticas.

2.1. Adición y trasposicíon

Nota2.1.1. Como en el anterior tema, consideraremos fijado un cuerpok de coeficientes.
Nos referiremos a los elementos del cuerpo comonúmeroso escalares.

Alguna de las definiciones de este tema serán especı́ficas para el caso en quek es el
cuerpoC de los números complejos. En ese caso se advertirá especı́ficamente.

Si es necesario pondremos el orden de la matriz como subı́ndice. Ası́ escribiremos
Am×n para indicar que la matrizA es de ordenm× n.

Denotaremos también[A]ij a entrada de la filai y la columnaj en la matrizA.
Dos matricesA y B son igualessi tienen el mismo orden y las entradas correspon-

dientes son iguales,[A]ij = [B]ij .

Suma de matrices

SiA y B son matrices de ordenm×n, la suma deA y B se define como
la matriz de ordenm× n notada porA+B, cuyas entradas verifican

[A+B]ij = [A]ij + [B]ij para cadai, j.

La matriz−A, llamadaopuestadeA, se define como

[−A]ij = −[A]ij .

La diferenciadeA y B es

A−B = A+ (−B).
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Propiedades de la suma de matrices

SeanA,B y C matrices de ordenm × n. Se verifican las siguientes
propiedades:

A+B es una matriz de ordenm× n.

(A+B) + C = A+ (B + C).

A+B = B + A.

La matriz0m×n que tiene todas sus entradas nulas verificaA +
0 = A.

La matriz−A es de ordenm× n y verificaA+ (−A) = 0.

Multiplicaci ón por un escalar

El producto de un escalarα por una matrizA de ordenm × n, notada
porαA, se define como la matriz de ordenm× n que verifica

[αA]ij = α[A]ij.

Propiedades de la multiplicacíon por un escalar

SeanA,B matrices de ordenm× n, y α, β escalares.

αA es una matrizm× n.

(αβ)A = α(βA).

α(A+B) = αA+ αB.

(α + β)A = αA+ βA.

1A = A.

Nota2.1.2. Se tienen propiedades análogas paraAα = αA.
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Trasposición

La traspuesta de una matrizAm×n es la matriz notada porAt de orden
n×m definida como

[At]ij = [A]ji.

Nota2.1.3. Es evidente que(At)t = A.

Para el caso en quek = C es el cuerpo de los números complejos definimos dos
operaciones más. Recuérdese que elconjugadode un número complejoα = a + ib es
α = a− ib.

Conjugada traspuesta

La matrizconjugadade una matrizAm×n es la matriz de ordenm × n
notada porA definida como

[A]ij = [A]ij.

La matrizconjugada traspuestade una matrizAm×n es la matriz de
ordenn×m notada porA∗ y definida como

[A∗]ij = [A]ji.

Es decir,A∗ = A
t
.

Nota2.1.4. Se tiene que(A∗)∗ = A. En el caso de matricesreales, cuyas entradas perte-
necen aR, se tiene queA = A y A∗ = At.

Propiedades de la matriz traspuesta

SeanA y B matrices del mismo orden yα un escalar. Entonces

(A+B)t = At +Bt y (A+B)∗ = A∗ +B∗.

(αA)t = αAt y (αA)∗ = αA∗.
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Simetrı́as

SeaA una matriz cuadrada.

Decimos queA essimétricasiA = At, esto es,[A]ij = [A]ji.

Decimos queA esanti-simétrica si A = −At, esto es,[A]ij =
−[A]ji.

Si ademásA es una matrizcompleja:

Decimos queA eshermitianasiA = A∗, esto es,aij = aji.

Decimos queA esanti-hermitiana si A = −A∗, esto es,aij =
−aji.

Ejercicio 2.1.1. Probar que siA es una matriz hermitiana entonces las entradas de la
diagonal,[A]ii, son números reales.

2.2. Multiplicaci ón de matrices

Multiplicaci ón de matrices

Dos matricesA y B se dicenajustadaspara multiplicación en el
ordenAB cuando el número de columnas deA es igual al número
de filas deB, esto es, siA es de ordenm×p y B es de ordenp×n.

Para matrices ajustadasAm×p y Bp×n, la matriz productoAB, de
ordenm× n, se define como

[AB]ij = [A]i1[B]1j+[A]i2[B]2j+. . .+[A]ip[B]pj =

p
∑

k=1

[A]ik[B]kj

Nota2.2.1. Puede ocurrir dos matricesA y B estén ajustadas para la multiplicación en el
ordenAB pero no en el ordenBA. Es decir, que exista el productoAB, pero que noBA.

Ejercicio 2.2.1. (LA MULTIPLICACI ÓN DE MATRICES NO ES CONMUTATIVA ). Consi-
dere lo que ocurre al tomar

A =
(

1 2
)

, B =

(

3
4

)

,

y calcularAB y BA. Obsérvese que ni siquiera son matrices del mismo orden.
Pero aunque fueran matrices cuadradas el producto no es conmutativo en general. Por

ejemplo, sean las matrices

C =

(

2 1
0 −1

)

, D =

(

1 1
2 3

)

.
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Comprobar queCD y DC son distintas.

Filas y columnas de un producto

Supongamos queAm×p y Bp×n.

[AB]i∗ = Ai∗B; esto es, lai-ésima fila deAB es lai-esima fila
deA multiplicada porB.

[AB]∗j = AB∗j ; esto es, laj-ésima fila deAB esA multiplicada
por laj-ésima fila deB.

[AB]i∗ = [A]i1B1∗+[A]i2B2∗+ . . .+[A]ipBp∗ =
∑p

k=1[A]ikBk∗.

[AB]∗j = A∗1[B]1j+A∗2[B]2j+. . .+A∗p[B]pj =
∑p

k=1A∗k[B]kj.

Nota 2.2.2. Las dos últimas ecuaciones indican que las filas deAB son combinación
lineal de las filas deB, y que las columnas deAB son combinación lineal de las columnas
deA.

Sistemas lineales

Todo sistema dem ecuaciones yn incógnitas


















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

se puede escribir en forma matricial comoAx = b, donde

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn











,x =











x1

x2
...
xn











, b =











b1
b2
...
bm











.

Recı́procamente, toda ecuación matricialAm×nxn×1 = bm×1 represen-
ta un sistema lineal dem ecuaciones yn incógnitas.
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2.3. Propiedades de la multiplicacíon matricial

Propiedades distributiva y asociativa

Para matrices ajustadas se verifica

A(B + C) = AB + AC.

(D + E)F = DF + EF .

A(BC) = (AB)C.

Matriz identidad

La matriz de ordenn× n con unos en la diagonal y ceros en el resto

In =











1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1











se denominamatriz identidadde ordenn. Para toda matrizA de orden
m× n se verifica

AIn = A y ImA = A.

Nota2.3.1. El subı́ndice deIn se elimina cuando el tamaño es obvio por el contexto.

Trasposición y producto

Para matrices ajustadasA y B se verifica que

(AB)t = BtAt

y
(AB)∗ = B∗A∗.

Ejercicio 2.3.1. Probar las propiedades anteriores.

Nota2.3.2. Para cada matrizAm×n

las matricesAAt y AtA son simétricas, y

siA es una matriz compleja, las matricesAA∗ y A∗A son hermitianas.
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Ejercicio 2.3.2. LlamamostrazadeA al número

Tr(A) = [A]11 + [A]22 + . . .+ [A]nn =

n
∑

i=1

[A]ii.

Probar que para dos matricesAm×n y Bn×m se verifica

Tr(AB) = Tr(BA).

Nota2.3.3. De lo anterior se deduce queTr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB), pero, en
general,Tr(ABC) 6= Tr(BAC).

Multiplicaci ón por bloques

Supongamos queA y B se particionan en submatrices, también llama-
dos bloques, como sigue:

A =











A11 A12 . . . A1r

A21 A22 . . . A2r
...

...
. . .

...
As1 As2 . . . Asr











, B =











B11 B12 . . . B1t

B21 B22 . . . B2t
...

...
. . .

...
Br1 Br2 . . . Brt











.

Si los pares(Aik, Bkj) son ajustados para el producto, entonces deci-
mos queA y B tienen unapartición ajustada. Para tales matrices, el
productoAB se forma combinando los bloques exactamente de la mis-
ma forma como se hace con los escalares en la multiplicaciónordinaria.
Esto es, el bloque(i, j) enAB es

Ai1B1j + Ai2B2j + . . .+ AirBrj .

Ejemplo2.3.1. Consideremos las matrices particionadas

A =









1 2 1 0
3 4 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0









=

(

C I
I 0

)

, B =









1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 2
3 4 3 4









=

(

I 0
C C

)

,

donde

I =

(

1 0
0 1

)

y C =

(

1 2
3 4

)

.

Mediante la multiplicación por bloques, el productoAB es fácil de obtener:

AB =

(

C I
I 0

)(

I 0
C C

)

=

(

2C C
I 0

)

=









2 4 1 2
6 8 3 4
1 0 0 0
0 1 0 0
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2.4. Inversa de una matriz

Inversa de una matriz

Para una matriz cuadradaAn×n, la matrizBn×n que verifica las condi-
ciones

AB = In y BA = In

se denominainversadeA, y la denotaremos porB = A−1. No todas
la matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz cuadrada sin inversa
se llamasingular, y una matriz con inversa se denominano singular o
regular.

Proposición 2.4.1.La inversa de una matriz, si existe, esúnica.

PRUEBA: Supongamos queX1 y X2 son inversas de una matriz no singularA. Entonces

X1 = X1I = X1(AX2) = (X1A)X2 = IX2 = X2.

2

Ecuaciones matriciales

Si A es una matriz no singular de ordenn, entonces existe una
única solución paraX en la ecuación matricialAn×nXn×p =
Bn×p, y la solución es

X = A−1B.

Un sistema den ecuaciones yn incógnitas se puede escribir como
una ecuación matricialAn×nxn×1 = bn×1. Por lo anterior, siA es
no singular, el sistema tiene solución única igual ax = A−1

b.

Nota2.4.1. Sin embargo, debemos hacer hincapié en que la representación de la solución
comox = A−1

b es conveniente desde el punto de vista teórico o de notación. En la
práctica, un sistema no singularAx = b nunca se resuelve calculandoA−1 y después el
productoA−1

b. Se realizan más operaciones ası́ que aplicando las técnicas de eliminación
descritas en el tema anterior.

El siguiente resultado nos permite distinguir entre matrices singulares y no singulares.
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Existencia de inversa

Para una matriz cuadradaA de ordenn, son equivalentes:

1. A−1 existe (A es no singular).

2. rango(A) = n.

3. A
Gauss-Jordan
−−−−−−−−→ In.

4. Ax = 0 implica quex = 0.

PRUEBA: El hecho de2) ⇔ 3) es una consecuencia directa de la definición de rango. La
equivalencia2) ⇔ 4) la hemos visto en el tema anterior. Solamente falta por establecer
1) ⇔ 2) para completar la prueba.

1) ⇒ 2). Consideremos la matrizX =
(

X∗1 X∗2 . . . X∗n

)

. Esta matrizX
verifica la ecuaciónAX = I si y solamente siX∗j es solución del sistemaAx = I∗j .
Si A es no singular, entonces sabemos que existe una solución única deAX = I, y por
tanto cada sistemaAx = I∗j tiene solución única. Pero sabemos que un sistema tiene
solución única si y solamente si el rango de la matriz de coeficientes es igual al número
de incógnitas, esto es,rango(A) = n.

2) ⇒ 1). Si rango(A) = n, entonces cada sistemaAx = I∗j es compatible, porque
rango([A|I∗j ]) = n = rango(A). Además, la solución es única, por lo que la ecuación
matricialAX = I tiene una única solución. Nos gustarı́a decir ya queX = A−1, pero nos
hace falta primero probar queXA = I, esto es,XA− I = 0. Como

A(XA− I) = AXA−A = IA−A = 0,

se sigue que cada columna deXA− I es una solución del sistema homogéneoAx = 0,
que es compatible determinado. Por tanto,XA− I = 0 y XA = I = AX. 2

Nota 2.4.2. CÁLCULO DE LA MATRIZ INVERSA USANDO GAUSS-JORDAN. En la de-
mostración anterior hemos probado además que siAn×n es una matriz para la que existe
Xn×n conAX = In, entoncesX = A−1.

Para construir un algoritmo que nos devuelvaA−1 cuandoAn×n es no singular, recor-
demos que determinarA−1 es equivalente a resolver la ecuación matricialAX = I, que
es lo mismo que resolver losn sistemas de ecuaciones definidos por

Ax = I∗j , j = 1, 2, . . . , n.

En otras palabras, siX∗1, X∗2, . . . , X∗n son las respectivas soluciones, entoncesX =
(

X∗1 X∗2 . . . X∗n

)

resuelve la ecuaciónAX = I y de aquı́X = A−1.
Si A es no singular, el método de Gauss-Jordan reduce la matriz ampliada[A|I∗j] a

[I|X∗j], y sabemos queX∗j es la única solución deAx = I∗j . En otras palabras,

[A|I∗j ]
Gauss-Jordan
−−−−−−−−→[I|[A−1]∗j ].

Pero mejor que resolver cada sistemaAx = I∗j de forma independiente, podemos resol-
verlos simultáneamente aprovechando que todos tienen la misma matriz de coeficientes.
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En otras palabras, si aplicamos Gauss-Jordan a la matriz ampliada[A|I∗1|I∗2| . . . |I∗n] ob-
tenemos

[A|I∗1|I∗2| . . . |I∗n]
Gauss-Jordan
−−−−−−−−→[I|[A−1]∗1|[A

−1]∗2| . . . |[A
−1]∗n],

o, de manera más compacta,

[A|I]
Gauss-Jordan
−−−−−−−−→[I|A−1].

¿Qué ocurre si intentamos invertir unamatriz singular con este procedimiento? El re-
sultado anterior nos indica que una matriz singularA no puede ser reducida mediante
Gauss-Jordan a la matrizI porque una fila de ceros aparecerá en algún momento. Por
ello, no tenemos que saber a priori si la matriz que tenemos eso no singular, pues resul-
tará evidente en el proceso de cálculo.

Cálculo de la inversa

La eliminación de Gauss-Jordan se puede usar para el cálculo de la
inversa de una matrizA mediante la reducción

[A|I]
Gauss−Jordan
−−−−−−−→[I|A−1].

La única posibilidad de que este método falle es que aparezca una fila
de ceros en el lado izquierdo de la matriz ampliada, y esto ocurre si y
solamente si la matrizA es singular.

Ejemplo2.4.1. Calculemos, si existe, la inversa de la matriz

A =





1 1 1
1 2 2
1 2 3



 .

Aplicamos el método de Gauss-Jordan para obtener

[A|I] =





1 1 1 | 1 0 0
1 2 2 | 0 1 0
1 2 3 | 0 0 1



 →





1 1 1 | 1 0 0
0 1 1 | −1 1 0
0 1 2 | −1 0 1





→





1 0 0 | 2 −1 0
0 1 1 | −1 1 0
0 0 1 | 0 −1 1



 →





1 0 0 | 2 −1 0
0 1 0 | −1 2 −1
0 0 1 | 0 −1 1



 .

Por tanto , la matriz es no singular y

A−1 =





2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1



 .
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Propiedades de la inversíon de matrices

Para matrices no singularesA y B del mismo orden, se verifica que

(A−1)−1 = A.

El productoAB es no singular y(AB)−1 = B−1A−1.

(A−1)t = (At)−1 y, siA es compleja,(A−1)∗ = (A∗)−1.

PRUEBA: La primera propiedad es inmediata. Para la segunda basta comprobar que

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = I,

de dondeAB es no singular y(AB)−1 = B−1A−1. Para la última propiedad se comprueba
que

At(A−1)t = (A−1A)t = I t = I,

de dondeAt es no singular y(At)−1 = (A−1)t. Análogamente se prueba que(A−1)∗ =
(A∗)−1. 2

2.5. Matrices elementales y equivalencia

Nota 2.5.1. OPERACIONES ELEMENTALES POR COLUMNAS. Es evidente que las mis-
mas operaciones elementales por filas descritas en el tema anterior pueden realizarse por
columnas. Tenemos entonces tres tipos de operaciones análogas a las operaciones ele-
mentales por filas:

Tipo I. Intercambiar las columnasi y j.

Tipo II. Reemplazar la columnai por un múltiplo no nulo de ella misma.

Tipo III. Reemplazar la columnaj por la suma de ella misma con un múltiplo de
la columnaj.

Análogamente a lo visto para las filas existen unas matricesespeciales llamadasformas
escalonadas por columnasy formas escalonadas reducidas por columnas. La trasposición
de matrices nos permite definir rápidamente estos conceptos:

Una matriz se dice que es unaforma escalonada por columnassi su traspuesta es
una forma escalonada por filas.

Una matriz se dice que es unaforma escalonada reducida por columnassi su
traspuesta es una forma escalonada reducida por filas.

Igualmente se puede comprobar que toda matriz puede ser transformada. mediante ope-
raciones por columnas en una forma escalonada por columnas yen una forma escalonada
reducida por columnas. Por último, dos matrices se dicenequivalentes por columnassi
puede transformarse una en otra mediante operaciones elementales por columnas.

Obsérvese que las operaciones elementales por columnasno transforman la matriz
de un sistema lineal en la matriz de otros sistema lineal equivalente.
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Teorema 2.5.1.Toda matrizA es equivalente por columnas auna única forma escalo-
nada reducida por columnas.

PRUEBA: Sabemos que la matrizAt es equivalente por filas a una única forma escalonada
reducida por filas. 2

Nota2.5.2. Sean los vectores columna de ordenm× 1, ei, que tienen todas sus entradas
nulas salvo un1 en la posicióni, con i = 1, . . . , m. Obsérvese que la multiplicación de
una matrizAm×n por un vector columnaej resultaAej = A∗j . Análogamente, si ahora
ei es de ordenn × 1, la múltiplicación del traspuesto de éste con la matrizA resulta
e
t
iA = Ai∗.

Obsérvese que la matriz identidad tiene por columnas a estosej y por filas aet
i.

Vamos a ver que las operaciones elementales que usamos para la eliminación Gaussia-
na pueden interpretarse como productos por ciertas matrices de estructura muy sencilla.

Matrices elementales de tipo I

Decimos que una matriz cuadradaE es elemental tipo I si se obtiene
a partir de la matriz identidadInmediante una operación elemental por
filas de tipo I. Es decir, siE se obtiene deIn al intercambiar las filasi y
j.
En este caso todas las entradas de la matrizE son nulas, salvo[E]kk =
1, k 6= i, j, [E]ij = 1 y [E]ji = 1. Si atendemos a las filas deE
observamos queEk∗ = e

t
k si k 6= i, j, Ei∗ = e

t
j y Ej∗ = e

t
i.

Proposición 2.5.2. (MULTIPLICACI ÓN POR UNA MATRIZ ELEMENTAL DE TIPO I).

La multiplicacíon de una matriz elemental de tipo Ia la izquierdade una matriz
produce eńesta una operación elementalpor filasde tipo I.

La multiplicacíon de una matriz elemental de tipo Ia la derechade una matriz
produce eńesta una operación elementalpor columnasde tipo I.

PRUEBA: Basta probar el primer punto, pues el segundo, además de ser análogo, se
deduce del primero por trasposición de matrices.

Sean entoncesAm×n y Em×m la matriz obtenida de a identidad al intercambiar las
filas i y j. Vamos a describir la multiplicaciónEA por filas, es decir,

[EA]k∗ = Ek∗A, k = 1, . . .m.

Si k 6= i, j sabemos queEk∗ = e
t
k, de donde calculamos la filak−ésima deEA:

[EA]k∗ = Ek∗A = e
t
kA = Ak∗, conk 6= i, j.

AdemásEi∗ = e
t
j y Ej∗ = e

t
i. Luego las filasi−ésima yj−ésima deEA son

[EA]i∗ = Ei∗A = e
t
jA = Aj∗ y [EA]j∗ = Ej∗A = e

t
iA = Ai∗.

Es decir, la matrizEA es la que se obtiene deA al intercambiar las filasi y j 2
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Proposición 2.5.3.SiE es una matriz elemental de tipo I entoncesE es no singular y su
inversa es ella misma. Es decir,EE = I.

PRUEBA: La demostración es consecuencia del resultado anterior.Si E es la matriz que
se obtiene de la identidad al intercambiar las filasi y j, el producto a la izquierda deE
por ella misma vuelve a intercambiar las filasi y j, obteniendoEE = I. 2

Matrices elementales de tipo II

Decimos que una matriz cuadradaE es elemental tipo II si se obtiene
a partir de la matriz identidadInmediante una operación elemental por
filas de tipo II. Es decir, siE se obtiene deIn al sustituir la filai por un
múltiplo no nulo de ella.
En este caso todas las entradas de la matrizE son nulas, salvo[E]kk =
1, k 6= i, [E]ii = α conα 6= 0. Si atendemos a las filas deE observamos
queEk∗ = e

t
k si k 6= i, Ei∗ = αet

i conα 6= 0.

Proposición 2.5.4. (MULTIPLICACI ÓN POR UNA MATRIZ ELEMENTAL DE TIPO II) .

La multiplicacíon de una matriz elemental de tipo IIa la izquierdade una matriz
produce eńesta una operación elementalpor filasde tipo II.

La multiplicacíon de una matriz elemental de tipo IIa la derechade una matriz
produce eńesta una operación elementalpor columnasde tipo II.

Ejercicio 2.5.1. Dejamos la prueba de la proposición anterior como ejercicio.

Proposición 2.5.5.SiE es una matriz elemental de tipo II entoncesE es no singular y
su inversa es otra matriz elemental tipo II.

PRUEBA: Es fácil comprobar que siE es la matriz que se obtiene de la identidad al
multiplicar la filai porα 6= 0 entoncesE−1 es la matriz que se obtiene de la identidad al
multiplicar por1/α la fila i. 2

Matrices elementales de tipo III

Decimos que una matriz cuadradaE es elemental tipo III si se obtiene
a partir de la matriz identidadInmediante una operación elemental por
filas de tipo III. Es decir, siE se obtiene deIn al sustituir la filaj por la
suma de ella misma con un múltiplo de la filai.
En este caso todas las entradas de la matrizE son nulas, salvo[E]ii =
1, ∀i = 1, . . . n y [E]ji = α. Si atendemos a las filas deE observamos
queEk∗ = e

t
k si k 6= k, Ei∗ = αet

i + e
t
j .

Proposición 2.5.6. (MULTIPLICACI ÓN POR UNA MATRIZ ELEMENTAL DE TIPO III) .
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La multiplicacíon de una matriz elemental de tipo IIIa la izquierdade una matriz
produce eńesta una operación elementalpor filasde tipo III.

La multiplicacíon de una matriz elemental de tipo IIIa la derechade una matriz
produce eńesta una operación elementalpor columnasde tipo III.

Ejercicio 2.5.2. Dejamos la prueba de la proposición anterior como ejercicio.

Proposición 2.5.7.SiE es una matriz elemental de tipo III entoncesE es no singular y
su inversa es otra matriz elemental tipo III.

PRUEBA: Es fácil comprobar que siE es la matriz que se obtiene de la identidad al
reemplazar la filaj por la suma de ella misma con la filai por α, entoncesE−1 es la
matriz que se obtiene de la identidad al reemplazar la filaj por la suma de ella misma con
la fila i por−α. 2

Ejemplo2.5.1. Consideremos la sucesión de operaciones para reducir

A =





1 2 4
2 4 8
3 6 13





a su forma escalonada reducida por filasEA.

A =





1 2 4
2 4 8
3 6 13



 R2 − 2R1

R3 − 3R1

→





1 2 4
0 0 0
0 0 1





CambiaR2 y R3

−−−−−−−−−−→





1 2 4
0 0 1
0 0 0



 R1 − 4R2 →





1 2 0
0 0 1
0 0 0



 = EA

La reducción se puede ver como una sucesión de multiplicaciones a izquierda por la
matrices elementales correspondientes.





1 −4 0
0 1 0
0 0 1









1 0 0
0 0 1
0 1 0









1 0 0
0 1 0

−3 0 1









1 0 0
−2 1 0
0 0 1



A = EA.

Producto de matrices elementales

Una matrizA es no singular si y solamente siA es el producto de ma-
trices elementales de tipos 1, 2, o 3.

PRUEBA: SiA es no singular, el método de Gauss-Jordan reduceA a la matrizI mediante
operaciones por fila. SiE1, E2, . . . , Ek son las correspondientes matrices elementales,
entonces

Ek · · ·E2E1A = I, o bienA = E−1
1 E−1

2 · · ·E−1
k .

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, esto prueba queA se
puede expresar como producto de matrices elementales.

Recı́procamente, siA = E1E2 · · ·Ek es un producto de matrices elementales, enton-
cesA es no singular, pues es el producto de matrices no singulares. 2
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Equivalencia de matrices

Cuando una matrizB se puede derivar de una matrizA mediante
operaciones elementales de filas y columnas, escribiremosA ∼
B, y diremos queA y B sonmatrices equivalentes. Otra forma
de expresarlo es que

A ∼ B ⇔ B = PAQ para matrices no singularesP y Q.

Análogamente se define laequivalencia por filas:

A
f
∼ B ⇔ B = PA paraP matriz no singular,

y la equivalencia por columnas:

A
c
∼ B ⇔ B = AQ paraQ matriz no singular.

Ejercicio 2.5.3. Estas relaciones son de equivalencia.

La forma escalonada reducida por filasEA es lo más lejos que podemos llegar me-
diante transformaciones por filas. Sin embargo, si permitimos además el uso de transfor-
maciones por columnas, la reducción es mucho mayor.

Forma normal de rango

Si A es una matriz de ordenm× n y rango(A) = r, entonces

A ∼ Nr =

(

Ir 0

0 0

)

.

Nr se denominaforma normal de rangodeA.

PRUEBA: Como A
f
∼ EA, existe una matriz no singularP tal quePA = EA. Si

rango(A) = r, entonces las columnas básicas deEA son lasr columnas unitarias. Me-
diante intercambio de columnas aplicados aEA, podemos poner estasr columnas en la
parte superior izquierda. SiQ1 es el producto de las matrices elementales que hacen estos
intercambios, entonces

PAQ1 = EAQ1 =

(

Ir J
0 0

)

.

Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuación por la matriz no singular

Q2 =

(

Ir −J
0 I

)

,
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y nos queda

PAQ1Q2 =

(

Ir 0

0 0

)

.

EntoncesA ∼ Nr. 2

Nota 2.5.3. De hechoNr es la forma escalonada reducida por columnas de la forma
escalonada reducida por filas deA.

Ejemplo2.5.2. Veamos que

rango

(

A 0

0 B

)

= rango(A) + rango(B).

Si rango(A) = r y rango(B) = s, entoncesA ∼ Nr y B ∼ Ns, y
(

A 0

0 B

)

∼

(

Nr 0

0 Ns

)

,

de donde

rango

(

A 0

0 B

)

= r + s.

Dadas matricesA y B, ¿cómo decidimos siA ∼ B,A
f
∼ B o A

c
∼ B?

Test de equivalencia

SeanA y B matrices de ordenm× n. Entonces

A ∼ B si y solamente sirango(A) = rango(B).

A
f
∼ B si y solamente siEA = EB.

A
c
∼ B si y solamente siEAt = EBt.

En consecuencia, el producto por matrices no singulares no altera el
rango.

PRUEBA: Si rango(A) = rango(B), entoncesA ∼ Nr y B ∼ Nr, de dondeA ∼ Nr ∼
B. Recı́procamente, siA ∼ B, y rango(A) = r, rango(B) = s, tenemos queA ∼ Nr y
B ∼ Ns, por lo queNr ∼ Ns, y esto implica quer = s.

Supongamos ahora queA
f
∼ B. ComoB

f
∼ EB, entoncesA

f
∼ EB. Como la forma

escalonada reducida por filas es única, se sigue queEB = EA. Recı́procamente, siEA =
EB, entonces

A
f
∼ EA = EB

f
∼ B.

Para las columnas, basta considerar que

A
c
∼ B ⇔ AQ = B ⇔ (AQ)t = Bt

⇔ QtAt = Bt ⇔ At f
∼ Bt.

2
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Rango y trasposicíon

rango(A) = rango(At) y rango(A) = rango(A∗).

PRUEBA: Searango(A) = r, y seanP y Q matrices no singulares tales que

PAQ = Nr =

(

Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)

.

EntoncesN t
r = QtAtP t. ComoQt y P t son no singulares, se sigue queAt ∼ N t

r, y
entonces

rango(At) = rango(N t
r) = rango

(

Ir 0r×(m−r)

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

)

= r = rango(A).

Para probar querango(A) = rango(A∗), escribimosNr = Nr = PAQ = PAQ. Es fácil
ver queK

−1
= K−1, de dondeNr ∼ A y rango(A) = rango(A). Entonces

rango(A∗) = rango(A
t
) = rango(A) = rango(A).

2
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