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Capitulo 2

Algebra matricial

Estas notas estan basadas en las realizadas por el pidiasee| Jesis Gago Vargas
para la asignaturilétodos mateaticos: Algebra linealde laLicenciatura en Ciencias y
Técnicas Estadticas

2.1. Adicidony trasposicbn

Nota2.1.1 Como en el anterior tema, consideraremos fijado un cuedmocoeficientes.
Nos referiremos a los elementos del cuerpo conmeroso escalares

Alguna de las definiciones de este tema seran especifica®lpaaso en quk es el
cuerpoC de los nUmeros complejos. En ese caso se advertira éspetinte.

Si es necesario pondremos el orden de la matriz como sebkindlsi escribiremos
A,.xn paraindicar que la matria es de ordem x n.

Denotaremos tambignl];; a entrada de la filay la columnaj en la matrizA.

Dos matricesd y B sonigualessi tienen el mismo orden y las entradas correspon-
dientes son iguale§d];; = [B];;.

Suma de matrices

Si Ay B son matrices de orden x n, la suma del y B se define como
la matriz de ordem» x n notada potd + B, cuyas entradas verifican

La matriz— A, llamadaopuestade A, se define como

Ladiferenciade Ay B es

A—B=A+(-B)
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Propiedades de la suma de matrices

SeanA, B y C matrices de ordem x n. Se verifican las siguientes
propiedades:

= A+ B esunamatriz de orden x n.
(A+B)+C=A+ (B+C).
A+ B =B+ A.

La matriz0,,.,, que tiene todas sus entradas nulas verifica
0= A.

La matriz— A es de ordem: x n y verificaA + (—A) = 0.

Multiplicaci 6n por un escalar

El producto de un escalar por una matrizA de ordenm x n, notada
por a A, se define como la matriz de ordenx n que verifica

[Alij = afAl;;.

Propiedades de la multiplicacén por un escalar

SeanA, B matrices de ordem x n, y «, [ escalares.
= oA es una matrizn x n.
(aB)A = a(BA).
a(A+ B) = aA + aB.
(a+ B)A = aA+ SA.
14 = A.

Nota2.1.2 Se tienen propiedades analogas pétia= o A.
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Trasposicion

La traspuesta de una matri,,, €s la matriz notada pot’ de orden

n x m definida como
A=Al

Nota2.1.3 Es evidente quéeA’)’ = A.

Para el caso en que = C es el cuerpo de los numeros complejos definimos dos
operaciones mas. Recuérdese queogjugadode un nimero complejo = a + ib €s
o =a—1b.

Conjugada traspuesta

La matrizcgnjugadade una matriz4,, .,, €s la matriz de ordem x n
notada potA definida como

[A];; = [Als;-

La matriz conjugada traspuesta@e una matrizA4,,., es la matriz de
ordenn x m notada pord* y definida como

[A*]);; = [Alji-

Es decir,A* = A.

Nota2.1.4 Se tiene qug¢A*)* = A. En el caso de matricesales cuyas entradas perte-
necen &R, se tiene quel = Ay A* = A’

Propiedades de la matriz traspuesta

SeanA y B matrices del mismo ordendy un escalar. Entonces

» (A+B)!=A"+B'y(A+ B)* = A* + B*.

n (@A) =aAly (aA)* =aA*.
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Simetrias

SeaA una matriz cuadrada.

= Decimos qued essimétricasi A = A’, esto es[A];; = [A];.

» Decimos qued esanti-simétricasi A = —A’, esto es[A];;

—[Alji-
Si ademasA es una matrizcompleja:
= Decimos qued eshermitianasi A = A*, esto esq;; = a;;.

= Decimos queA esanti-hermitianasi A = —A*, esto esq;; =
.

Ejercicio 2.1.1 Probar que siA es una matriz hermitiana entonces las entradas de la
diagonal,[A];;, son nUmeros reales.

2.2. Multiplicacion de matrices

Multiplicaci 6n de matrices

= Dos matricesA y B se dicemajustadaspara multiplicacion en el
ordenAB cuando el nUmero de columnasdes igual al nUmero
de filas deB, esto es, sl es de ordem xpy B es de ordep x n.

» Para matrices ajustadas, ., y B,x,, lamatriz productoAB, de
ordenm x n, se define como

P

[AB)i; = [Ala[Bly+Ali2[Blaj+. . +[Alp[Blp; = Y [Ali[Bli;

Nota2.2.1 Puede ocurrir dos matricesy B estén ajustadas para la multiplicacion en el
ordenAB pero no en el orde® A. Es decir, que exista el productd3, pero que nd3 A.

Ejercicio 2.2.1 (LA MULTIPLICACI ON DE MATRICES NO ES CONMUTATIVA ). Consi-
dere lo que ocurre al tomar

A=(1 2),3:(2),

y calcularAB y BA. Obsérvese que ni siquiera son matrices del mismo orden.
Pero aunque fueran matrices cuadradas el producto no esitaiivm en general. Por
ejemplo, sean las matrices

(2 3) - (11)
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Comprobar qué&'D y DC son distintas.

Filas y columnas de un producto

Supongamos qu&,,,x, Y Bpxn.

» [AB];. = A;.B; esto es, la-ésima fila deAB es lai-esima fila
de A multiplicada porB.

» [AB],; = AB,;; esto es, lg-ésima fila deAB esA multiplicada
por laj-esima fila deB.

= [ABli = [AluBi+ [Al2Bas + ...+ [Alip By = 25 [Alik B
= [ABy; = Au[Blij+An[Bly+. . +Aqp[Blp = >k Aw[Bli;-

Nota 2.2.2 Las dos Ultimas ecuaciones indican que las filasAide son combinacion
lineal de las filas dé3, y que las columnas déB son combinacion lineal de las columnas
de A.

Sistemas lineales
Todo sistema de: ecuaciones y. incognitas

a;1ry + apxs + ... +  aipT,
a01T1 + G999 + ... + a9,T,

Am1T1 + aQma%2 + ...+ QpaTy

se puede escribir en forma matricial comd@ = b, donde

a1y a19 N AT
(¢5)

Am1 Am2 ... Omn

Reciprocamente, toda ecuacion matricialy,,x,,«1 = b,,»1 represen-
ta un sistema lineal de ecuaciones y. incognitas.
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2.3. Propiedades de la multiplicadn matricial

Propiedades distributiva y asociativa

Para matrices ajustadas se verifica
» A(B+C)=AB+ AC.
= (D+ E)F = DF + EF.

« A(BC) = (AB)C.

Matriz identidad

La matriz de ordem x n con unos en la diagonal y ceros en el resto

10 ... 0
01 0
0 ... 1

se denominanatriz identidadde orden:. Para toda matrizl de orden
m X n Se verifica
Al, = Ay I,A=A.

Nota2.3.1 El subindice dd,, se elimina cuando el tamafo es obvio por el contexto.

Trasposicion y producto

Para matrices ajustaddsy B se verifica que

(AB)t = B A!

(AB)* = B*A*.

Ejercicio 2.3.1 Probar las propiedades anteriores.
Nota2.3.2 Para cada matria,,, ..,

= las matricesA A’ y A A son simétricas, y

= Si A es una matriz compleja, las matricéd* y A* A son hermitianas.
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Ejercicio 2.3.2 Llamamodsrazade A al nUmero
Tr(A) = [Ali + [Aln + -+ Al = >[4
Probar que para dos matricés, ., Y B« S€ verifica

Tr(AB) = Tr(BA).

Nota2.3.3 De lo anterior se deduce qU&(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB), pero, en
general, Ir(ABC) # Tr(BAC).

Multiplicaci 6n por bloques

Supongamos qud y B se particionan en submatrices, también llam3
dos bloques, como sigue:

Bll Bl2
B— B.21 B.22

)

Brl BrQ

Si los pareq A;;, By;) son ajustados para el producto, entonces def@-
mos queA y B tienen ungparticion ajustada Para tales matrices, el
productoA B se forma combinando los bloques exactamente de la njgs-
ma forma como se hace con los escalares en la multiplicactbnaria.

Esto es, el bloqué, j) enAB es

AilBlj aF A/L'2B2j T oA AirBrj-

Ejemplo2.3.1 Consideremos las matrices particionadas

donde

(e (3)

Mediante la multiplicacion por blogues, el product® es facil de obtener:
C I I 0 2C C
=G o) (e e)=(70)-
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2.4. Inversa de una matriz

Inversa de una matriz

Para una matriz cuadrads, .., la matrizB, ., que verifica las condi-
ciones

AB=1,yBA=1,

se denominanversade A4, y la denotaremos paB = A~!. No todas
la matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz cuadradaversa
se llamasingular, y una matriz con inversa se denomimasingular o
regular.

Proposicion 2.4.1.La inversa de una matriz, si existe, @sca.

PRUEBA: Supongamos qu&; y X, son inversas de una matriz no singufarEntonces

X =X1I = X1(AXs) = (X1 A)Xo = [ X5 = Xo.

Ecuaciones matriciales

= Si A es una matriz no singular de ordenentonces existe una
Unica solucion paraX en la ecuacion matriciall,, ., X, x, =
By« ¥ la solucion es

X =A"'B.

= Un sistema de ecuaciones y incognitas se puede escribir comq
una ecuacion matricial,,«,,x1 = b,x1. Por lo anterior, si es
no singular, el sistema tiene solucion Gnica iguala A~'b.

Nota2.4.1 Sin embargo, debemos hacer hincapié en que la represemtieia solucion
comox = A~!b es conveniente desde el punto de vista tedrico o de notaEid la
practica, un sistema no singuldr: = b nunca se resuelve calculandé~! y después el
productoA~'b. Se realizan mas operaciones asi que aplicando lagésahé eliminacion
descritas en el tema anterior.

El siguiente resultado nos permite distinguir entre masgrgingulares y no singulares.
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Existencia de inversa

Para una matriz cuadradade ordemn:, son equivalentes:
1. A~! existe (A es no singular).

2. rango(A) = n.

Gauss-JordaP
— = T,.

3. A

4. Ax = 0 implica quex = 0.

PRUEBA: El hecho de&) < 3) es una consecuencia directa de la definicion de rango. La
equivalencia&2) < 4) la hemos visto en el tema anterior. Solamente falta por lestab
1) & 2) para completar la prueba.

1) = 2). Consideremos la matriX = ( X, X, ... X, ). Esta matrizx
verifica la ecuaciom X = I siy solamente sK,; es solucion del sistemdx = I,;.

Si A es no singular, entonces sabemos que existe una solutiémdeAX = I,y por
tanto cada sistemdx = I,; tiene solucion Unica. Pero sabemos que un sistema tiene
solucibn Unica si y solamente si el rango de la matriz déicieates es igual al nUmero

de incognitas, esto esyngo(A) = n.

2) = 1). Sirango(A) = n, entonces cada sistema = I,; es compatible, porque
rango([A|L;]) = n = rango(A). Ademas, la solucion es Unica, por lo que la ecuacion
matricial AX = I tiene una Unica solucion. Nos gustaria decir yajue A~!, pero nos
hace falta primero probar quéA = I, esto esX A — [ = 0. Como

AXA—T)=AXA—A=TA—A=0,

se sigue que cada columna el — I es una solucion del sistema homogérean= 0,
que es compatible determinado. Portaed — 7/ =0y XA =1 = AX. O

Nota2.4.2 CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA USANDO GAUSS-JORDAN. En la de-
mostracion anterior hemos probado ademas qu si es una matriz para la que existe
X,xn CONAX = I, entoncesy = A~'.

Para construir un algoritmo que nos devuelvd cuandoA,, ..,, es no singular, recor-
demos que determinat—! es equivalente a resolver la ecuacion matrigial = 7, que
es lo mismo que resolver lossistemas de ecuaciones definidos por

Az =15, =1,2,...,n.
En otras palabras, st,;, X, ..., X,, son las respectivas soluciones, enton&es-
( Xa X ... X., )resuelvelaecuacioAX =y deaquiX = A"

Si A es no singular, el método de Gauss-Jordan reduce la matgliaaalA|l,;]| a
[1]X.;], y sabemos qué,; es la Gnica solucion ddx = I,;. En otras palabras,

[A|1,;) Sauss-Jordany y—y

Pero mejor que resolver cada sisteia = I,; de forma independiente, podemos resol-
verlos simultaneamente aprovechando que todos tienerstaaimatriz de coeficientes.
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En otras palabras, si aplicamos Gauss-Jordan a la matricea@@A| 7,1 |L.2| . . . | I.,] Ob-
tenemos

Gauss-Jordam (A1]

[A| Ly |La| . . . | L) al[A el [A™ ),

0, de manera mas compacta,

4| GUss-Jordag, -y

¢, Qué ocurre si intentamos invertir umeatriz singular con este procedimiento? El re-
sultado anterior nos indica que una matriz singulano puede ser reducida mediante
Gauss-Jordan a la matrizporque una fila de ceros aparecera en algun momento. Por
ello, no tenemos que saber a priori si la matriz que tenemosessingular, pues resul-
tara evidente en el proceso de calculo.

Calculo de la inversa

La eliminaciobn de Gauss-Jordan se puede usar para elcaeula
inversa de una matriz mediante la reduccion

[Al]] G’auss—Jordan[I|A,1]'

La Gnica posibilidad de que este método falle es que apaneza fila
de ceros en el lado izquierdo de la matriz ampliada, y estoesiy
solamente si la matria es singular.

Ejemplo2.4.1 Calculemos, si existe, la inversa de la matriz

1
A= 1
1

N DN
W DN ==

Aplicamos el método de Gauss-Jordan para obtener

1111100 11 1] 100
ANN=(122 010 - (011 ]| -110
(123001 012 ]| -101
100] 2 -10 100] 2 -1 0
=011 -1 10 — 010 | —1 2 -1
001 0 —-11 0011] 0 -1 1
Por tanto , la matriz es no singular y

2 -1 0

At=1 -1 2 -1

0 -1 1
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Propiedades de la inversbn de matrices
Para matrices no singulardsy B del mismo orden, se verifica que
] (Ail)fl = A.

» El productoAB es no singular YyAB) ! = B~1A~1.

» (A7) = (A "ty, si A escompleja(A~1)* = (A*)~L.

PRUEBA: La primera propiedad es inmediata. Para la segunda basgarabar que
(AB)(B'A™) = A(BB HA ' = A4 =1,

de donde4d B es no singularyAB)~! = B~'A~1. Para la (ltima propiedad se comprueba
que

AATY = (ATA) =T =1,
de dondeA? es no singular yA")~! = (A~!)!. Anadlogamente se prueba qué—!)* =
(A5)~L O

2.5. Matrices elementales y equivalencia

Nota2.5.1 OPERACIONES ELEMENTALES POR COLUMNASES evidente que las mis-
mas operaciones elementales por filas descritas en el téer@apueden realizarse por
columnas. Tenemos entonces tres tipos de operacionesyas& las operaciones ele-
mentales por filas:

= Tipo . Intercambiar las columnasy ;.
= Tipo Il. Reemplazar la columngpor un multiplo no nulo de ella misma.

= Tipo lll. Reemplazar la columnapor la suma de ella misma con un maltiplo de
la columnay.

Analogamente a lo visto para las filas existen unas matespsciales llamaddermas
escalonadas por columnggormas escalonadas reducidas por columnastrasposicion
de matrices nos permite definir rapidamente estos corgepto

= Una matriz se dice que es uftama escalonada por columnas su traspuesta es
una forma escalonada por filas.

= Una matriz se dice que es uf@ma escalonada reducida por columnas su
traspuesta es una forma escalonada reducida por filas.

Igualmente se puede comprobar que toda matriz puede sefamaiada. mediante ope-
raciones por columnas en una forma escalonada por coluneragnya forma escalonada
reducida por columnas. Por Gltimo, dos matrices se décprivalentes por columnasi
puede transformarse una en otra mediante operacionesrgédasgpor columnas.

Obsérvese que las operaciones elementales por columrtaansformanla matriz
de un sistema lineal en la matriz de otros sistema lineavatgnte.
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Teorema 2.5.1.Toda matrizA es equivalente por columnasuaa Unica forma escalo-
nada reducida por columnas.

PRUEBA: Sabemos que la matri¥ es equivalente por filas a una nica forma escalonada
reducida por filas. O

Nota2.5.2 Sean los vectores columna de orderx 1, e;, que tienen todas sus entradas
nulas salvo un en la posicion, con: = 1,...,m. Obsérvese que la multiplicacion de
una matrizA,,.,, por un vector columna; resultade; = A,;. Analogamente, si ahora
e; es de ordem x 1, la miltiplicacion del traspuesto de éste con la maftriresulta
elA = A,..

Obsérvese que la matriz identidad tiene por columnas a estopor filas ae.

Vamos a ver que las operaciones elementales que usamoa phnaihacion Gaussia-
na pueden interpretarse como productos por ciertas matteestructura muy sencilla.

Matrices elementales de tipo |

Decimos que una matriz cuadradaes elemental tipo | si se obtiene
a partir de la matriz identidaf, mediante una operacion elemental po
filas de tipo I. Es decir, sk’ se obtiene dé, al intercambiar las filasy

7

En este caso todas las entradas de la matspn nulas, salveF],, =
1, k # 4,5, [El;; = 1y [E];; = 1. Si atendemos a las filas de
observamos quey. = e} Sik # i, j, B = e}y . = e;.

Proposicidon 2.5.2. (MULTIPLICACION POR UNA MATRIZ ELEMENTAL DE TIPOI).

= La multiplicacibn de una matriz elemental de tip@alla izquierdade una matriz
produce erésta una operadin elementapor filasde tipo I.

= La multiplicacbn de una matriz elemental de tipcalla derechale una matriz
produce erésta una operadin elementapor columnaglie tipo I.

PRUEBA: Basta probar el primer punto, pues el segundo, ademasrdmakgo, se
deduce del primero por trasposicion de matrices.

Sean entonced, ., Y F.xm la matriz obtenida de a identidad al intercambiar las
filasiy j. Vamos a describir la multiplicacioB A por filas, es decir,

[EAlk = E A, k=1,...m.
Sik +# i, j sabemos qué&.. = e!, de donde calculamos la fila-ésima def A:
[EA|j = EpA = el A= Ay, conk # i, j.
AdemasE;, = ey E;. = e]. Luego las filag—ésima yj—ésima del” A son
[EAli, = EyA=elA= Ay [EA];, = Ej,A = efA = A,,.

Es decir, la matrizZ A es la que se obtiene deal intercambiar las filasy j O
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Proposicion 2.5.3.Si £/ es una matriz elemental de tipo | entonéess no singulary su
inversa es ella misma. Es dedt,F) = 1.

PRUEBA: La demostracion es consecuencia del resultado ant8riéres la matriz que
se obtiene de la identidad al intercambiar las filgsj, el producto a la izquierda de
por ella misma vuelve a intercambiar las fitlasj, obteniendd? £/ = 1. O

Matrices elementales de tipo Il

Decimos que una matriz cuadraflaes elemental tipo Il si se obtiene
a partir de la matriz identidaf), mediante una operacion elemental pa
filas de tipo Il. Es decir, sk se obtiene dé,, al sustituir la fila; por un

maltiplo no nulo de ella.

En este caso todas las entradas de la matspn nulas, salv@F],, =
1, k #14, [E]; = acona # 0. Si atendemos a las filas deobservamos
queEy, = ek sik # i, E;, = ael cona # 0.

Proposicion 2.5.4. (MULTIPLICACION POR UNA MATRIZ ELEMENTAL DE TIPOII).

= La multiplicacbn de una matriz elemental de tipodlla izquierdade una matriz
produce erésta una operadin elementapor filasde tipo Il.

= La multiplicacbn de una matriz elemental de tipodlla derechale una matriz
produce erésta una operadin elementapor columnasle tipo Il.

Ejercicio 2.5.1 Dejamos la prueba de la proposicion anterior como ej&rcici

Proposicion 2.5.5. Si £ es una matriz elemental de tipo Il entondé®s no singular y
Su inversa es otra matriz elemental tipo 1.

PRUEBA: Es facil comprobar que st es la matriz que se obtiene de la identidad al
multiplicar la filai por o # 0 entonces? ! es la matriz que se obtiene de la identidad al
multiplicar porl/« lafila . O

Matrices elementales de tipo IlI

Decimos que una matriz cuadraflees elemental tipo Il si se obtiene
a partir de la matriz identidaf, mediante una operacion elemental po
filas de tipo lll. Es decir, sk se obtiene dé,, al sustituir la filaj por la

suma de ella misma con un multiplo de la fila

En este caso todas las entradas de la matison nulas, salv@E]; =
1, Vi=1,...ny [E];; = o. Siatendemos a las filas d&observamos
queEy, = e} Sik # k, E;, = ae) + €.

Proposicidon 2.5.6. (MULTIPLICACION POR UNA MATRIZ ELEMENTAL DE TIPOIII).
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» La multiplicacibn de una matriz elemental de tipo Hlla izquierdade una matriz
produce erésta una operadin elementapor filasde tipo .

» La multiplicacbn de una matriz elemental de tipo Hlla derechae una matriz
produce erésta una operadin elementapor columnagle tipo Ill.

Ejercicio 2.5.2 Dejamos la prueba de la proposicion anterior como ejercici

Proposicion 2.5.7.Si E es una matriz elemental de tipo Il entondé®s no singular y
Su inversa es otra matriz elemental tipo I11.

PRUEBA: Es facil comprobar que st es la matriz que se obtiene de la identidad al
reemplazar la filgy por la suma de ella misma con la filgpor o, entoncest—! es la
matriz que se obtiene de la identidad al reemplazar ld filar la suma de ella misma con
la fila i por —a. O

Ejemplo2.5.1 Consideremos la sucesion de operaciones para reducir

1 2 4
A=\ 2 4 8
3 6 13
a su forma escalonada reducida por filas
1 2 4 1 2 4
A = 2 4 8 Ry —2R; — 0 0O
3 6 13 Rs; — 3R, 0 0 1

1 2 4 1
0 0 1 Rl — 4R2 — 0
0 00 0

2

0

0
La reduccion se puede ver como una sucesion de multipdicas
matrices elementales correspondientes.

Cambiar, y grs £
- - — A

» O~ O

izquierda por la

1 -4 0 1 00 100 1 00
0 120 0 01 010 -2 1 0 | A= E}4.
0 01 010 -3 0 1 0 01

Producto de matrices elementales

Una matrizA es no singular si y solamente 4ies el producto de ma-
trices elementales de tipos 1, 2, o0 3.

PRUEBA: Si A es no singular, el método de Gauss-Jordan reducka matriz/ mediante
operaciones por fila. Sk, Es, ..., E;. son las correspondientes matrices elementales,
entonces
Ey---EyE,A=1, obienA=E'E,' - - E. .

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elamesto prueba qué se
puede expresar como producto de matrices elementales.

Reciprocamente, sl = E, E, - - - E;, s un producto de matrices elementales, enton-
cesA es no singular, pues es el producto de matrices no singulares O
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Equivalencia de matrices

= Cuando una matri® se puede derivar de una matdzmediante
operaciones elementales de filas y columnas, escribiretmes
B, y diremos qued y B sonmatrices equivalentetra forma
de expresarlo es que

A~ B < B = PAQ para matrices no singularésy Q).

= Analogamente se define émuivalencia por filas

A i B < B = PA paraP matriz no singular

y la equivalencia por columnas

ASBeB= AQ para) matriz no singular

Ejercicio 2.5.3 Estas relaciones son de equivalencia.

La forma escalonada reducida por filag es lo mas lejos que podemos llegar me-
diante transformaciones por filas. Sin embargo, si perrogiademas el uso de transfor-
maciones por columnas, la reducciébn es mucho mayor.

Forma normal de rango

Si A es una matriz de orden x n y rango(A) = r, entonces

I, 0O
amn=(50).

N, se denomin&rma normal de rangade A.

PrRUEBA: Como A L E 4, existe una matriz no singular tal que PA = FE 4. Si
rango(A) = r, entonces las columnas basicasHleson lasr columnas unitarias. Me-
diante intercambio de columnas aplicadoE' g podemos poner estascolumnas en la
parte superior izquierda. &), es el producto de las matrices elementales que hacen estos
intercambios, entonces

I. J
Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por lezwet singular
I, —J
QQ - < 0 I ) ;

48



Algebra Lineal y Geometrfa I. Curso 2010/11. Departamento de Algebra. http://www.departamento.us.es/da

y nos queda
I, 0
i~ (¢ o).
EntoncesA ~ N,. O

Nota 2.5.3 De hechoN, es la forma escalonada reducida por columnas de la forma
escalonada reducida por filas de

Ejemplo2.5.2 Veamos que

rango ( ,(;1 g ) = rango(A) + rango(B).

Sirango(A) = r y rango(B) = s, entoncesA ~ N,y B ~ Ny, y
A0 N, O
0 B 0 N, )’

» AO_+
ango| o p | =rts

Dadas matricesl y B, ¢como decidimos sl ~ B, A I BoAR B?

de donde

Test de equivalencia

SeanA y B matrices de ordem x n. Entonces

» A ~ B siy solamente siango(A) = rango(B).

n A IJ B siy solamente sk, = E.

= AS Bsi y solamente sk ¢ = Ept.

En consecuencia, el producto por matrices no singularestea |
rango.

PRUEBA: Sirango(A) = rango(B), entoncesA ~ N,y B ~ N,, de donded ~ N, ~
B. Reciprocamente, sl ~ B, y rango(A) = r, rango(B) = s, tenemos quel ~ N,y
B ~ Ny, por lo queN, ~ Ny, y esto implica que = s.

Supongamos ahora qu@i B.ComoB L E, entoncesA L Eg. Como la forma
escalonada reducida por filas es Gnica, se siguggue E,. Reciprocamente, ¢4 =

Eg, entonces

ArfvEA:EBrva.

Para las columnas, basta considerar que
AL B & AQ=B< (AQ)' =B!
& QA'=B's A I B
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Rango y trasposicon

rango(A) = rango(A") y rango(A) = rango(A*).

PRUEBA: Searango(A) = r,y seanP y () matrices no singulares tales que

PAQ = N, = ( Iy Orx(n—r) ) _

O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
EntoncesN! = Q'A'P'. Como@' y P' son no singulares, se sigue qdé ~ NI,y
entonces

rango(A") = rango(N!) = rango ( L Orx(m—r) ) = r = rango(A).
O(nfr)xr O(nfr)x(mfr)

Para probar queango(A) = rango(A*), escribimosN, = N, = PAQ = PAQ. Es facil
ver quek ' = K1, de dondeV, ~ Ay rango(A) = rango(A). Entonces

rango(A*) = rango(At) = rango(A) = rango(A).
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