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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Introduccion

Estas notas estan basadas en las realizadas por el pidfaseel Jesis Gago Vargas
para la asignaturilétodos mateaticos: Algebra linealde laLicenciatura en Ciencias y
Técnicas Estaidticas

Un problema fundamental que aparece en matematicas yanoxncias es el anali-
sisy resolucion de: ecuaciones algebraicas comcognitas. El estudio de un sistema de
ecuaciones lineales simultaneas esta intimimamegaddi al estudio de una matriz rec-
tangular de nimeros definida por los coeficientes de lacenes. Esta relacion parece
que se ha notado desde el momento en que aparecieron edtiesnas.

El primer analisis registrado de ecuaciones simultafe@sncontramos en el libro
chinoJiu zhang Suan-shiNueve Cafiulos sobre las artes matéticag, (véase McTutor
yCarlos Maza) escrito alrededor del 200 a.C. Al comienzadpltulo VIII, aparece un
problema de la siguiente forma:

Tres gavillas de buen cereal, dos gavillas de cereal medigarna gavilla de cereal
malo se venden por 39 dou. Dos gavillas de bueno, tres medigauna mala se venden
por 34 dou. Y una buena, dos mediocres y tres malas se vend@6 plou. ¢ Cal es el
precio recibido por cada gavilla de buen cereal, cada gavile cereal mediocre, y cada
gavilla de cereal malo?

Hoy en dia, este problema lo formulariamos como un sistigrtees ecuaciones con
tres incognitas:
3r + 2y + =z = 39,
2 + 3y + =z = 34,
r + 2y + 3z = 26,

dondez, y y z representan el precio de una gavilla de buen, mediocre y enedk res-
pectivamente. Los chinos vieron el problema esencial. €aotm los coeficientes de este
sistema, representados por caflas de bambl de color, com@drado sobre un tablero
de contar (similar a un abaco), y manipulaban las filas daflado segln ciertas reglas
establecidas. Su tablero de contar y sus reglas enconsamamino hacia Japon y final-
mente aparecieron en Europa, con las cafas de color siesijpor nUmeros y el tablero
reemplazado por tinta y papel.

En Europa, esta técnica llego a ser conocida cetfiminacibn Gaussianaen honor
del matematico aleméan Carl F. Gauss.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Indexes/Chinese.html
http://www.personal.us.es/cmaza/china/china.PDF
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
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Figura 1.1: Numerales chinos con cafas de bambu

Figura 1.2! C.F. Gauss (1777-1855)

Como la técnica de eliminacion es fundamental, empezahestudio de nuestra
materia aprendiendo como aplicar este método para ealaslsoluciones de los sistemas
lineales. Después de que los aspectos computacionalessgam bien, profundizaremos
en cuestiones mas teoricas.

1.2. Eliminacion Gaussiana y matrices

Notal.2.1 Enlo que sigue consideraremos fijado un cuérpe coeficientes. En el texto
nos referiremos a los elementos del cuerpo carameroso escalares El lector bien
puede pensar quees el cuerpd de los nUmeros racionaleR,de los reales o incluso
C de los complejos. Aunque debe tener en cuenta que todo lo dmbre sistemas de
ecuaciones lineales y matrices es cierto en general paiguoeracuerpaok.

Definicion 1.2.1.Sean > 1 un numero natural. Unecuacbn lineal es una expresion de
la forma

a1r1 + asxs + - - - + apx, = b,

dondea,, as,..., a, Y b son nUmeros conocidosw; -, ..., x, Son incognitas. Los
nameros:; se denominagoeficientesle la ecuacion, mientras ques eltérmino inde-
pendiente

Una solucion de la ecuacion lineal anterior es una serie de nlmeross, . . ., a,
gue la satisfacen, es decir, que verifican

a1 + asan + - -+ apay, = b,
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Definicion 1.2.2.Seanm > 1y n > 1 numeros naturales. Usistema lineales un
conjunto dem ecuaciones linealesryincognitas de la forma

a11r1 + aiexs + ... + QAipT, = bl

211 + Q2Ts + ... + QopX, = bg
S =

A1 T1 + ATz + .+ QnTn = by,

donde lasr; son las incognitas y log;;, b; son nUmeros. Los nimerag se denominan
coeficientegdel sistema, y el conjunto de léstérminos independientedel sistema.

Unasolucion del sistema lineal anterior es una serie de nUmexoss, . . ., «, que
satisface cada ecuacion del sistema, es decir, que verifica

A1 + Aoy + + + + + Ay = bl

parai =1,...,n.
Problema.-EIl problema es calcular, si es posible, una solucion comimsistema lineal
como el anterior. Para estos sistemas, existen tres pdaiteis:

= SOLUCION UNICA : Existe uno y s6lo un conjunto de valores para laggritas
x; que satisfacen las ecuaciones simultaneamente. Se dwees que el sistema
escompatible determinaddPor ejemplo el sistema formado por la Unica ecuacion
lineal 2z, = 3 es compatible determinado, su Unica soluciomes 3/2.

= INFINITAS SOLUCIONES : Existen infinitos conjuntos de vadsipara las incogni-
tasz; que satisfacen las ecuaciones simultaneamente. Noiei$ gliébar que si el
sistema tiene mas de una solucion, entonces tiene irsfisiika el cuerpo de nime-
ros, es infinito. En este caso se dice que el sistema lineampatible indetermi-
nado. Por ejemplo, el sistema formado por la ecuacion likeal+ xz, = 3 tiene
como soluciones; = a, o = 3 — 2a, dondea es cualquier elemento de luego
es compatible indeterminado.

= SIN SOLUCION : No hay ningin conjunto de valores para las incognitagie sa-
tisfagan todas las ecuaciones simultaneamente. El donjiensoluciones es vacio.
Decimos gue estos sistemas socompatibles Por ejemplo, el sistema dado por
las ecuacione8x; = 3, x; = 1 es incompatible, pues no hay ningin valor.de
que satisfaga ambas ecuaciones.

Gran parte del trabajo acerca de los sistemas de ecuacismegidir cual de estas
tres posibilidades es la que se presenta. La otra parte deekaés calcular la solucion si
es Unica o describir el conjunto de soluciones si hay mamede

Definicion 1.2.3.Dos sistemas lineales cenincognitas se dicerquivalentessi tienen
los mismos conjuntos de soluciones.

Ejercicio 1.2.1 Dar un ejemplo de dos sistemas de ecuaciones lineales Eguescon
distinto nUmero de ecuaciones.

La eliminacion Gaussiana es una herramienta que nos peértndtar las dos prime-
ras situaciones. Es wlgoritmoque sistematicamente transforma un sistema en otro mas
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simple, peraquivalente La idea es llegar a un sistema lo mas sencillo posible jmedim
do variables, y obtener al final un sistema que sea faciemasbluble. Por ejemplo, uno

triangulaﬂ para el casen = n. El proceso de eliminacion descansa sobre tres operacione
simples que transforman un sistema en otro equivalenta.desgcribir estas operaciones,

seakF), la k-ésima ecuacion
Ek A1 + Ao + ..o+ Qppty, = bk
y escribamos el sistema como

En
Es

05}
Il

En,
Dado un sistema lined, cada una de las siguientieansformaciones elementalgwo-
duce un sistema equivaleré

1. Intercambio de las ecuacionegsima yj-ésima { < i < j < m). Esto es, si

( El 3 ( E11 3\
E; E;
S= : , entoncesS’ = :
E; E;
\ Em J \ Em V,

2. Reemplaza l&ésima ecuacion por un multiplo no nulo de ella. Esto es,

( E,

S§'=<{ aFE; ;, dondea # 0.

B )

3. Reemplaza lg-ésima ecuacion por la suma de ella misma con un multipltad
i-esima ecuacion. Esto es,

8/

Por sistemariangular nos referimos a uno en el que, siendo= n, se tiene que los coeficientes
coni > j son todos nulos. Tal y como ocurre al final del ejeniplo1.2.1
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Ejercicio 1.2.2 Comprobar que estas operaciones no cambian el conjuntdud@oses.
Es decir, que los sistem&sy S’ son equivalentes.

El problema mas comin en la practica es la resoluciomadgstema com ecuaciones
y n incognitas, lo que se conoce como sistema cuadradocon solucion Gnica. En
este caso, la eliminacion Gaussiana es directa, y mas &mtdiaremos las diferentes
posibilidades. Lo que sigue es un ejemplo tipico.

Ejemplo1.2.1 Consideremos el sistema

2 + y + z = 1,
6r + 2y + z = -1, (1.2.1)
—2r + 2y + z = 1.

En cada paso, la estrategia es centrarse en una posiaidadgosicibn pivote y elimi-
nar todos los términos por debajo de la posicion usandimdaoperaciones elementales.
El coeficiente en la posicion pivote se denompinate mientras que la ecuacion en don-
de se encuentra el pivote se llameuacbn pivote Solamente se permiten nUmeros no
nulos como pivotes. Si un coeficiente en una posicion pesiteero, entonces la ecuacion
pivote se intercambia con una ecuacion gebajopara producir un pivote no nulo. Esto
siempre es posible para sistemas cuadrados con solutiéam A menos que sea cero, el
primer coeficiente de la primera ecuacion se toma como rlguipivote. Por ejemplo, el
element@del sistema es el pivote del primer paso:

:c + vy + 2z = 1
6r + 2y + z = -1,
—2r + 2y + z = 1.

Paso 1.Elimina todos los términos por debajo del pivote.

= Resta tres veces la primera ecuacion de la segunda panagehsistema equiva-

lente
x + y + 2z = 1,
— y — 2 = —4, (E2—3E1)
—2r + 2y + =z = T

= Suma la primera ecuacion a la tercera para formar el sistguigalente

x + y + z = 1,
-y — 2z = —4,
3y + 2z

(E5 + Ey).

Paso 2.Selecciona un nuevo pivote.

= De momento, seleccionamos un nuevo pivote buscando pgayahda derecha.
Mas adelante veremos una mejor estrategia. Si este coédicie es cero, entonces
es nuestro pivote. En otro caso, intercambiamos con unaiécugue esté por
debajode esta posicion para colocar el elemento no nulo en laipogiivote. En
nuestro ejemplo;-1 es el segundo pivote:

2v + y + z = 1
y - 2z = -4,
3y + 2z = 8.
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Paso 3.Elimina todos los términos por debajo del pivote.

= Suma tres veces la segunda ecuacion a la tercera paradlejstema equivalente:

2 + y + 2z = 1
y — 2z = —4,
— 42} = —4 (E3+3E2)

= En general, en cada paso nos movemos abajo y hacia la deagehsepeccionar el
nuevo pivote, y entonces eliminar todos los términos pbajtede &l hasta que ya
no podamos seguir. En este ejemplo, el tercer pivote&gero como ya no hay
nada por debajo que eliminar, paramos el proceso.

En este punto, decimos que hentnangularizado el sistema. Un sistema triangu-
lar se resuelve muy facilmente mediante el métodswdgitucion hacia atias, en el que
la Gltima ecuacion se resuelve para la Gltima incogpite sustituye hacia atras en la
pendltima ecuacion, la cual se vuelve a resolver paranalpma incognita, y continua-
mos asi hasta llegar a la primera ecuacion. En nuestrop@emte la Ultima ecuacion
obtenemos

z=1.
Sustituimos: = 1 en la segunda ecuacion, y tenemos
y=4—-2z=4-2(1)=2.
Por Gltimo, sustituimos = 1y y = 2 en la primera ecuacion para obtener

1 1
——(l-y—2)=-(1-2-1)=-1
r=5(1—y—2) =5l ) :

gue completa la solucién.

No hay razon para escribir los simbolos comg o z en cada paso, pues lo Unico
gue manejamos son los coeficientes. Si descartamos loslssnbntonces el sistema de
ecuaciones se reduce a una matriz rectangular de nUmelasjea cada fila representa
una ecuacion. Por ejemplo, el sistdma 1.2.1 se reduce gui@iste matriz

2 11 1
6 2 1|—1 | (las barras indican donde aparece el sigho)
-2 2 1| 7
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Matrices de un sistema lineal

Llamamosmatriz de coeficientedel sistema lineal

apjiry + Qe + ... + Q1T
ao1ry + ag9ry + ... + Aon Ty

Am1T1 + aGma%2 + ...+ QpaTy

a la matriz
ayj;p a2 ... Qin
921 929 e Qon,

Am1 Am2 ... AOmn

Si aumentamos la matriz de coeficientes a la derecha coerosids
independientes tenemosrteatriz ampliadadel sistema:

aiy a19 oo Qp
921 929 .. Qop

[Alb] =

Am1 Am2 ... Qmnp

Notal.2.2 MATRICES. Un escalares un elemento del cuergg y unamatriz es una
disposicion de escalares en rectangulo. Usaremos le@gésculas para las matrices y
mindsculas con subindice para las entradas individulgés matriz. Asi, escribiremos

aix Q12 a1n
a21 Q22 A2p,

A= = (aij)
Am1 Am2 ... Omn

El primer subindice de un elemento de la matriz indicéilég y el segundo subindice
denota lacolumnadonde se encuentra. Por ejemplo, si

21 3 4
A= 8 6 5 =9 |, entonces;; =2,a5=1,...,a33=17. (1.2.2)
-3 8 3 7

Unasubmatrizde una matriz dadd es una matriz que se obtiene eliminando un conjunto
de filas y columnas dd. Por ejemplo,

(50

es una submatriz dé porqueB es el resultado de eliminar la segundafila, y las columnas
segunday tercera dé.

Una matrizA se dice que tienerdenm x n cuandoA tiene exactamente: filas
y n columnas. La matriA de (1.2.2) es una matriz x 4. Por convenio, las matrices
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1 x 1 se identifican con escalares, y al revés. Para enfatizanrmuenatrizA es de orden
m X n, usaremos la notacios,,.,,. Cuandom = n, es decir, cuando el nimero de
filas y columnas coincide, diremos que la matrizeadrada En otro caso, la llamamos
rectangular. Las matrices que tienen una sola fila 0 una sola columnadastemos,
respectivamenteaectores filao vectores columna

El simboloA,, se usa para denotar la filesima, yA,; para laj-ésima columna. Por
ejemplo, siA es la matriz dd_(1.2.2), entonces

Ay =(8 65 —9)yAdo=|6

La eliminacion Gaussiana se puede realizar sobre la naatrdiada A|b] mediante
operaciones elementales sobre las filas4l|. Estas operaciones elementales de filas se
corresponden a las tres operaciones elementales que hatwoantes.

Operaciones elementales por filas

Para una matriz de orden x n de la forma

M,

los tres tipos d@peraciones elementales de filasbre)/ son como
sigue.

= Tipo I. Intercambio de filasy j para dar
Ml*

M.

J*
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= Tipo Il. Reemplazo de la fila por un maltiplo no nulo de ella
para dar
Ml*

aM; , dondea # 0.

M
= Tipo lll. Reemplazo de la fila por la suma de ella con un multi-
plo de la filai, i # j, para dar

Definicion 1.2.4.Dos matrices\/ y M’ se dicerequivalentes por filasi puede transfor-
marse una en otra mediante operaciones elementales por filas

Ejercicio 1.2.3 A una matrizA = (a;;) de ordenm x n podemos asociarle el siguiente
sistema lineal homogéneo

a1y + Qipxz  + + apr, = 0
ao1T1 + QT2 + + agr, = 0
S = ,
Am1T1 + ATy + + @, = 0

cuya matriz ampliada €sl|0]. Comprobar que los sistemas lineales asociados a dos ma-
trices equivalentes por filas son equivalentes.

Ejemplo1.2.2 Para resolver el sistema del ejemjplo 1.2.1 mediante operesielemen-
tales por fila, partimos de la matriz ampliatta= (A|b) y triangularizamos la matriz de
coeficientesA realizando la misma secuencia de operaciones por fila querssponden

a las operaciones elementales realizadas sobre las avesicio

1 1] 1 2 1 1] 1
My, — 3M;,
62 1|1 ] +M1 -1 0 —2 | —4 | Mz, + 3Mo,
-2 2 1| 7 S 0 3 2| 8
2 1 1 1
-1 0 -1 —-2|—4
0 0 —4|-4
La matriz final representa el sistema triangular
2c + y + =z = 1,
-y — 2z = -4
— 4z = —4.
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que se resuelve por sustitucion hacia atras, como explisantes (ver ejemplo 1.2.1).

En general, si un sistemax n se triangulariza a la forma

tll t12 e tln C1
0 ¢t .. ta, | C

- e (1.2.6)
0 0 ... tw|cn

en donde cadg; # 0 (no hay pivotes nulos), entonces el algoritmo general d&sci$n
hacia atras es como sigue.

Algoritmo de sustitucion hacia atras

Determina losr; de[1.2.6 mediante,, = ¢, /t,, y procede de manera

recursiva calculando
1
xT; = t—(Cz — T Wy — Veay AT e — o — Uit )
(A

parai =n—1,n—2,...,2, 1.

1.3. Metodo de Gauss-Jordan

En esta seccion introducimos una variante de la elimama@aussiana, conocida co-
mo método de Gauss-Jordan. Aunque hay confusion conatesglenombre, este método
fue usado par Wilhelm Jordan (1842-1899), profesor de ggadéeman, y no por Cami-
lle Jordan (1838-1922), matematico francés de quierdnairlos mas adelante.

Figura 1.3} Wilhelm Jordan (1842-1899)

Las caracteristicas que distinguen el método de Gaudsidde la eliminacion Gaus-
siana son los siguientes:

= En cada paso, el elemento pivote tiene quel ser

= Encada paso, todos los terminos pocimadel pivote asi como todos los que estan
por debajo deben ser anulados.
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En otras palabras, si

apr a1 ... Qip bl
21 Q29 ... Q9pn b2
Al Ap2 .. Qpp | by

es la matriz ampliada del sistema, entonces mediante opeescelementales la reduci-
mos a

1 0 ... 0 S1
0 1 0 So
00 ... 1]s,

La solucion aparece en la Gltima columna £ s;), por lo que no es necesaria la sustitu-
cion hacia atras.

Ejemplo1.3.1 Apliqguemos Gauss-Jordan al siguiente sistema:

201 + 239 + 6x3 = 4,
21’1 + To + 7373 = 6,
—2.1’1 — 65(?2 < 733‘3 = —1.

SeaR la matriz ampliada del sistema. La sucesion de operacsmieslican en cada paso,
y se marca el pivote.

2 6] 4 1 3| 2
-2 —6 -7|-1 —2 —6 —7| -1/ Rs +2Ri.
1 3|2 1 1 3| 2\ Ru— R
=1 0 -1 12 p —=|0 [1 -1]-2
0 —4 —1|3 2 0 —4 —1| 3 /) Ry +4Rs.
10 4| 4 10 4] 4
Slor 12 Slo1 —1)-2 gl*:}lf?’*
00 =5[=5 ) —Rs/5 0 0 1 e
10 0| 0
-1 01 0]-1
0 0

Por tanto, la soluciones, = 0,25 = —1, 23 = 1.

1.4. Forma escalonada por filas y rango

Ya estamos preparados para analizar sistemas rectargyatare: ecuaciones y:
incognitas

a1y + ay9xy + ... + AQinTy, = bl
a1 + axTs + ... + awxr, = b
Am1T1 + Qoo + ... + QupT, = by,

11
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dondem puede ser diferente de Si no sabemos con seguridad quey n son iguales,
entonces decimos que el sistemaaxgtangular. EI casom = n también queda compren-
dido en lo que digamos.

La primera tarea es extender la eliminacion Gaussianastiensas cuadrados a sis-
temas rectangulares. Recordemos que para un sistema aoiatiraolucion Gnica, las
posiciones pivote siempre se localizan a lo largo d#idgonal principalde la matriz de
coeficientesA, por lo que la eliminacion Gaussiana resulta en una redonag A a una
matriztriangular, similar, paran = 4, a

O O O ¥
S O ¥ %
O * % X
* K ¥ %

Recordemos que un pivote debe ser siempre un valor no nuia.sitemas cuadrados
con una Unica solucién, probaremos que siempre podreiesner un valor no nulo
en cada posicion pivote a lo largo de la diagonal princial. embargo, en el caso de
un sistema rectangular general, no siempre es posible lEn@osiciones pivote en la
diagonal principal de la matriz de coeficientes. Esto sigaitjue el resultado final de
la eliminacion Gaussianao sera una forma triangular. Por ejemplo, consideremos el
siguiente sistema:

ry + 2562 + r3 + 3374 + 3375 = 5,
2[[’1 + 4[[’2 + 4l‘4 + 4l‘5 = 6,
1 + 2z + 323 + bzry + Bz = 9,
2[[’1 + 4[L‘2 + 4l‘4 + 71‘5 = 9

Fijemos nuestra atencion en la matriz de coeficientes

(1.4.1)

AN

I
SRS Ny
AN ORI
B O A W
~ Ot W

O W o

e ignoremos de momento el lado derecho del sistema, esldedigrminos independien-
tes. Aplicando eliminacion Gaussianalabtenemos el siguiente resultado:

(1] 2

2
1
2

1 2 1 3 3
0 [0 -2 -2 —2
0 0 2 2 2
0 0 —2 -2 1

ISR
O wo
NGNS NS U
3 U o

En el proceso de eliminacion basico, nos movemos abajoaydarecha, a la siguiente
posicion pivote. Si encontramos un cero en esta posis®efectia un intercambio con
una fila inferior para llevar un nUmero no nulo a la posicgvote. Sin embargo, en
este ejemplo, es imposible llevar un elemento no nulo a l&igos(2, 2) mediante el
intercambio de la segunda fila con una fila inferior.

Para manejar esta situacion, debemos modificar el progadtionde la eliminacion
Gaussiana.
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Eliminacion Gaussiana modificada

SeaA una matriz, supongamos qulkes la matriz obtenida a partir de
A tras haber completado— 1 pasos de eliminacibn Gaussiana. Pa
ejecutar el-ésimo paso, procedemos como sigue:

= Deizquierda a derecha én localizamos la primera columna qug
contiene un valor no nulo en o por debajo de-&sima posicion.
Digamos que e¥&,;.

La posicion pivote para étésimo paso es la posicidn j ).

Si es necesario, intercambiasl@sima fila con una fila inferior
para llevar un nimero no nulo a la posiciany), y entonces anu-
la todas las entradas por debajo de este pivote.

Si la filaU;, asi como todas las filas dépor debajo dé/;, con-
sisten en filas nulas, entonces el proceso de eliminactarces-
pleto.

llustremos lo anterior aplicando la version modificadaaleliminacion Gaussiana a
la matriz dada en 1.4.1

Ejemplo1.4.1 Aplicamos la eliminacion Gaussiana modificada a la matriz

12133

24 0 4 4

A=l 192355 |

24047

y marcamos las posiciones pivote.
1] 2 1 3 3 12 1 3 3
24044 | [ 00 [2 -2 -2
12355 00 2 2 2
240 47 00 —2 -2 1
1] 2 1 3 3 1] 2 1 3 3
00 [2] —2 —2 00 [2] —2 —2
— —

00 0 0 [0] 00 0 0 [3]
00 0 0 3 00 0 0 0

Observemos que el resultado final de aplicar eliminacitus&ana en el ejemplo an-
terior no es forma triangular exactamente, sino un tipolesedo de forma triangular. De
aqui en adelante, una matriz que muestre esta estructlamremodorma escalonada
por filas.
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Forma escalonada por filas

Una matrizE’ de ordenn x n con filasE;, y columnasE,; se dice que
esta erforma escalonada por filasi se verifica lo siguiente.

= Si F;, es una fila de ceros, entonces todas las filas por debajdile
E;, son también nulas.

= Sila primera entrada no nula dg, esta en lg-&sima posicion,

entonces todas las entradas por debajo deekma posicion en
las columnady,;, E.., . .., E,; son nulas.

El algoritmo de la eliminacion Gaussiana prueba el sigeien
Teorema 1.4.1.Toda matriz es equivalente por filas a una forma escalonaddilps.

Una estructura tipica de una forma escalonada por filadpsquivotes marcados, es

*******
00*****
00 0 [*] * % * =
000 0 00 [*] «
000 000 0 0
000 000 0 0

Los pivotes son las primeras entradas no nulas en cada fdenRs tener también co-
lumnas de ceros a la izquierda de la matriz.

Como hay flexibilidad para elegir las operaciones por filasmgalucen una matria
a una forma escalonadg las entradas d& no estan univocamente determinadasor
No obstante

Lema 1.4.2.SeanFE = (e;;) una matriz en forma escalonada por filas de orderx n y
S el sistema de matriz ampliad&'|0], seaF,; una columna d€2 donde no hay pivote.
Entonces existe una soldai del sistema, o, ..., oy, tal quea; # 0y o = OVk > j.

PRUEBA: Consideremos el conjunt,ps,...,pm}, CONp; < py--- < p, de las
columnas de¥ tales que en la columna hay un pivote en la fila, es decir, el elemento
e;p; €S un pivote. La columna-ésima deX es de la forma

61]'

erj

0

de manera que el pivotg, es tal quep, < j, pues hemos supuesto por hipotesis fue
no tiene pivote.

14
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Vamos a construir la soluciam, . . . , «,, que pruebe el lema. Debe ser= 0Vs > j,
por supuesto. Ahora, suponiendo Gu€ j ponemos

as = 0 si E,¢ es una columna sin pivote, es degig {p1,...,p-}

Ponemos también

Falta por asignar valoresa,,, . . ., o,,.. Sustituyendo en el sistema de matriz ampliada
[E'|0] los valores que ya hemos construido, es degir= 1y z, = 0 sis > j 0 bien
s ¢ {p1,...,p-}, NOS queda el sistema triangular:

€1p Tpy + €1y, + 0+ epxp + ey =0
S = €2pyTpy + 0+ €2p,Tp, + €25 =0

erp'rxpr _'_ erj = 0

Mediante el algoritmo de sustucion hacia atras se obtig@esolucion del sistem&,
pongamos
Tp, = Qp,, CONE=1,... 7.

De esta formag, . . . v, €S una solucion del sistema de matriz amplidda) tal que
a; # 0, de hechay, =1,y oy, = 0 V& > j. O

Teorema 1.4.3.Las posiciones de los pivotes de una forma escalonada perHilaso-
ciada a una matrizA estin completamente determinadas por las entradad de

PRUEBA: Supongamos qué es una matriz de orden x n. Sean = (u;;) y V = (v;5)
dos formas escalonadas por filas obtenidas a partir de l@matt (a;;). Hemos probado
en el ejercicid 1.2]13 que los sistemas lineafesS, y S; de matrices ampliaddst|0],
[U]0] y [V']|0] son equivalentes. En particular, los conjuntos de solesiaie los sistemas
S3 ¥ S; coinciden.

Llamaremog; a la calumna d& donde hay un pivote en la fitaes decir, el elemento
w;p; €S un pivote. Analogamente llamampsa la columna dé” donde hay un pivote en
la fila .

Tenemos que probar que las posiciones pivote gel” son las mismas. Razonamos
por reduccion al absurdo: supongamos gug V' no tienen las mismas posiciones pivo-
te. Deduciremos entonces que los sisteiag S; no son equivalentes, lo cual es una
contradiccion.

Seai el indice de la primera fila d€ y V' donde la posicion pivote no coincide, es
decir,p, = ¢, Sir < i. Podemos suponer sin pérdida de generalidad;guep;.

Entonces la columng,,, no tiene pivote er’. Por el lema_1.4]2, existe una solucion
del sistemaS;, pongamosy, . . ., a,, tal quea,, # 0y o, = OVr > p;.

Sin embargo, la—ésima ecuacion d§, es

n
E ;s = 0.

S$=p;
De forma que. al sustituir los valores, ..., «, en esta ecuacion obtenemos el valor
wip; o, 7 0. LUEQO NO es solucion d§, y los sistemas no son equivalentes. O

15
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Ejemplo1.4.2 llustraremos con un ejemplo lo que hemos hecho en la prugbaan
sean dos matrices escalonadas con posiciones pivotealstin

70 00 2 00 200 3 2 00

U— 0 -2 20 1 10 V= 032 -2 1 10
|0 0 05 —-120 000 0 —-120

0O 0 00 0 01 000 O 0 01

Las posiciones pivote de las filas 1 y 2 de ambas matricesidemcSin embargo, el
pivote de la tercera fila eli esta en la posiciofB, 4), mientras que el esta en(3, 5).

Nos centraremos precisamente en la coludna@l” para obtener una solucion del sistema
de matriz ampliad@/|0] que no lo sea del de matriz ampligdg0]. Es evidente que los
valoreszy, = —3/2, 29 = 2/3, 23 = 0,24 = 1, x5 = x¢ = x7; = 0 representan una
solucion del sistema definido pbr. Sin embargo, al sustituir estos valores en la tercera
ecuacion del sistema definido par

5ry — x5+ 226 =0

obtenemos el valdy # 0. Luego no es solucién para el sistema definido{por

Como las posiciones pivote son (nicas, se sigue que elnoldeepivotes, que es el
mismo que el nimero de filas no nulasidgiambién esta univocamente determinado por
A. Este nimero se denominango de A, y es uno de los conceptos fundamentales del
curso.

Rango de una matriz
Supongamos que una matdzle ordenn x n se reduce mediante ope

raciones elementales por filas a una forma escalohadé rango de
A es el nUmero

rango(A) = nlmero de pivotes
numero de filas no nulas de
numero de columnas basicas de

donde las columnas basicas dlson aquellas columnas deque con-
tienen las posiciones pivote.

Ejemplo1.4.3 Determinemos el rango y columnas basicas de la matriz

1
A= 2
3

O = N

1
2
3

NG NI

ReducimosA a forma escalonada por filas.

(1] 2 1 1 1] 2 1 1 (1] 2 1 1
2422 ]|=| oo0o0fo]]—=| oo0o0][1]]=E
3 6 3 4 000 1 000 0

16



Algebra Lineal y Geometria I. Curso 2010/11. Departamento de Algebra. http://www.departamento.us.es/da

Por tantorango(A) = 2. Las posiciones pivote estan en la primera y cuarta colupora
lo que las columnas basicas desonA,; y A,,. Esto es,

1 1
Columnas basicas- 2 1,1 2
3 4

Es importante resaltar que las columnas basicas se exteaty no de la forma escalo-
nadak.

1.5. Forma reducida por filas

En cada paso del método de Gauss-Jordan, forzabamos d pivete fueral, y
entonces todas las entradas por encima y por debajo debmeoainulaban mediante
operaciones elementales. $ies la matriz de coeficientes de un sistema cuadrado con
solucion Unica, entonces el resultado final de aplicaré&tbap de Gauss-Jordandaes
una matriz corl en la diagonal Y en el resto. Esto es,

1 0 ... 0
 Gauss-Jorda 0 1 0
00 ... 1

Pero si la técnica de Gauss-Jordan se aplica a matrices\getaresn x n, entonces el
resultado final no es necesariamente como el descrito &iteguiente ejemplo ilustra
qué ocurre en el caso rectangular.

Ejemplo1.5.1 Aplicamos la eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz

1 213 3
240414
1 2 3 5 5
24047

y marcamos las posiciones pivote.

(1] 2 1 3 3 1] 2 1 3 3 1] 2 1 3 3
2 4 0 4 4 R 00 [2 -2 2| 00 [1 11
12355 00 2 2 2 00 2 22
24047 00 —2 —2 1 00 —2 —2 1
1] 2 02 2 1] 2 02 2 1] 2 02 2
00 [1] 1 1 00111 1 001 1 1
— — —
00 0 0 [0 00 00 [3] 00 0 0 [1]
00 00 3 00 00 O 00 00 O
1] 2 02 o0
001 1 o0
_)
00 00 [1]
00 00 O
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Comparamos este ejemplo con el resultado del ejempld ¥.4dmos que la forma
de la matriz final es la misma en ambos casos, que tiene quenéda cinicidad de las
posiciones de los pivotes que hemos comentado antericgtremtinica diferencia es el
valor numérico de algunas entradas. Por la naturalezaalgrianacion de Gauss-Jordan,
cada pivote es 1y todas las entradas por encimay por delrajuts. Por tanto, la forma
escalonada por filas que produce el método de Gauss-Jandgere un numero reducido
de entradas no nulas, por lo que parece natural llanf@raa escalonada reducida por
filas.

Forma escalonada reducida por filas

Una matrizE,,.,, esta enforma escalonada reducida por filasi se
verifican las siguientes condiciones:

= F esta en forma escalonada por filas.

= La primera entrada no nula de cada fila (el pivote).es

= Todas las entradas por encima del pivote son cero.

Una estructura tipica de una matriz en forma escalonadicalpor filas es

0
0
[4]

0
0
0

=

c oo olk|lo
oo % % %

ooHooo
O O ¥ K ¥ K

SO O O O
S OO O O *
S OO % ¥ ¥

Como comentamos antes, si una mattize transforma en una forma escalonada
por filas mediante operaciones elementales por fila, ensdaderma esta univocamente
determinada poA, pero las entradas individuales de la forma no son GniéagrSbargo

Teorema 1.5.1.Toda matrizA es equivalente por filas a unanica forma escalonada
reducida por filasF 4.

PRUEBA: Una forma escalonada reducida por filasAlse obtiene a partir de cualquier
forma escalonada por filas demediante la aplicacion del método de Gauss-Jordan como
se ha visto antes, de ahi la existencia. Falta la unicidad.

SeanU = (u;;) YV = (v;;) dos formas escalonadas reducidas por filas asociadas
a A = (a;;). Hemos probado en el teorefmna 114.3 que las posiciones piediey 1/
coinciden. Como las columnas basicas de las formas esciemeducidas por filas estan
formadas por ceros, salvo unen la posicion pivote, el teorenia 14.3 prueba que las
columnas basicas déy V coinciden.

Si una columna no basica g pongamog/,;, es nula (formada solo por ceros), debe
serlo también la correspondiente columna En caso contrario los valores

1 1=
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representan una solucion del sistema de matriz amplia@ pero no del de¢V/|0].
Si una columna no basica dees no nula, sera de la forma

ulj

Ulj

Hay que probar entonces qug = v;; parai = 1, ...r. Para ello usaremos que los siste-
massS, y S; definidos respectivamente por las matrigé®] y [V'|0] son equivalentes.
Sea la siguiente familia de soluciones|t#&0]

—u;; SiU,s es una columna basica
Tis = 1 sis=jy (1.5.2)
0 enotro caso,

parai = 1,...,r. Imponiendo que también sean solucionesSgeconcretamente al
sustituir la soluciori—ésima de la familia_1.5.1 en la ecuaciérésima deS; se obtiene

Vij = Ugj pal’aizl,...,'r.

Luego las matrice§ y V' son idénticas. O

Notacion

Para una matrizl, el simboloE 4 denotara la Gnica forma escalonad
reducida por filas derivada demediante operaciones por fila. Tambié
escribiremos

rref
A—}EA.

Ejemplo1.5.2 Determinemog,, calculemosango(A) e identifiquemos las columnas
basicas de

_ W N =
N O N
N I S \)
OO O W
W O N~
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(1] 2 2 3 1 1] 2 2 31 (1] 2 2 31
24462 | oofofoo]| [ oof22:2
3669 6 00 00 3 00 00 3
1245 3 00 22 2 00 000
1] 2 2 31 1] 2 01 -1
oo | | ooz 1
00 003 00 00 [3
00 000 00 00 0
1] 2 01 —1 1] 2 01 o0
Ll oofar 1) 0010:EA
00 00 [1] 00 00 [1]
00 00 0 00 00 0

Por tantorango(A) = 3,y {A4.1, A.3, Ass } son las tres columnas basicas.

El ejemplo anterior ilustra otra importante caractetestie 4, y explica por qué las
columnas basicas reciben ese nombre. Cada columna roa legsexpresable como com-
binacion lineal de las columnas basicas. En el ejemplo,

A*Q — 214*1, A*4 — A*l + A*g. (152)

Observemos que las mismas relaciones se tienéf)easto es,

E*Q == 2E*1, E*4 —, E*l + E*g. (153)

Esto no es una coincidencia, y ocurre en general. Hay algmuoraobservar. Las relacio-
nes entre las columnas basicas y no basicas en una materagié no se ven a simple
vista, pero las relaciones entre las columnag deson completamente transparentes. Por
ejemplo, los coeficientes usados en las relacibnes| 152§ dparecen explicitamente
en las dos columnas no basicaside Son precisamente las entradas no nulas en estas
columnas no basicas. Esto es importante, porque usarem@®mo un mapa o clave
para revelar las relaciones ocultas entre las columnals de

Finalmente, observemos del ejemplo que Unicamente lasne@ls basicaa la iz-
quierdade una columna no basica dada se necesitan para expresamtama no basica
como combinacion lineal de las columnas basicas. AsXpaesion del., requiere Uni-
camente del,;, y no deA,; 0 A,5, mientras que la expresion dg, precisa Unicamente
deA*l Yy A*g.
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Relaciones de las columnas eAy E4

s Cada columna no basida,;, de F4 es una combinacion lineal de
las columnas basicas dg, a la izquierda dé7,,. Esto es,

E*k = MlE*bl —+ ,MZE*I)Q + ...+ [LjE*bj,

donde lasE,,, son las columnas basicas a la izquierda&tg y
los coeficienteg,; son las primerag entradas dév, ;.

Las relaciones que existen entre las columnasl ¢®n exacta-
mente las mismas relaciones que existen entre las colunenagid
E,4. En particular, sid,; es una columna no basica de enton-
ces

A = p1 s, + 2 sy + - -+ Ak,

donde lasA.;, son las columnas basicas desituadas a la iz-
quierda deA,;, y los coeficienteg; son los descritos antes.

Ejercicio 1.5.1 Se deja como ejercicio probar lo afirmado en el recuadroiant®bsérve-
se que las combinaciones lineales de las columnas iguak¥® dan precisamente solu-
ciones del sistema lineal asociado a la matriz.

Lo que tenemos es una expresion de la forma

E*k; = ,ulE*bl + [’LQE*bQ P W o T ,u]E*b7

1 0 0 M1

1 0 125)

= ] + po 0 + .Uy 1= W
0 0 0 0

Ejemplo1.5.3 Escribamos las columnas no basicas de la matriz

2 -4 -8 6 3
A= 0 1 3 2 3
3 =2 0 0 8

como combinacion lineal de las basicas. Para ello, catea$ la forma escalonada redu-

cida por filasE 4.
) ﬁ
4
2 1.
1
2

2] -4 -8 6 3 1] —2 -4 3 2 3
0 1 323]—=| 0 2 3 3
3 -2 00 8 3 0 8 0412—95

2—43
32
7
2

S W N
=

w|>~oo‘°|a

1

s o[-
OHO
S W N
—_— o O
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Las columnas tercera y quinta son no basicas. Revisandwmlasnas deF 4, tenemos
que

1
FE3 =284 +3F0y FEys =4E4 +2E,0 + §E*4-

Las relaciones que existen entre las columnad den exactamente las mismas que las
de E 4, esto es,

1
A*B - 2A>k1 + 3A*2 Yy A*B - 4A>k1 + 2A>(<2 + 514*4

En resumen, la utilidad d&', reside en su habilidad para revelar las dependencias
entre los datos almacenados en la matrizas columnas no basicas deaepresentan in-
formacion redundante en el sentido de que esta informaeapuede expresar en terminos
de los datos contenidos en las columnas basicas.

Aunque la compresion de datos no es la razon primaria paducir aF 4, la aplica-
cion a estos problemas es clara. Para una gran matriz de datmas eficiente almacenar
Unicamente las columnas basicasAleon los coeficientes; obtenidos de las columnas
no basicas d& 4. Entonces los datos redundantes contenidos en las colurorEssicas
de A siempre se pueden reconstruir cuando los necesitemospAtgoido ocurrira cuan-
do tratemos el problema de la colinealidad de datos.

1.6. Compatibilidad de los sistemas lineales. Teorema de
Rouché-Frobenius

Recuérdese la siguiente clasificacion de sistemas éiaeddta en la pagina 3:

Definicion 1.6.1.Un sistema den ecuaciones y. incognitas se diceompatiblesi posee
el menos una solucion. Si no tiene soluciones, decimosIcistema esncompatible

Un sistema lineatompatiblese dicedeterminadosi tiene una Gnica solucion, en otro
caso se dicendeterminado

El propbsito de esta seccion es determinar las condisiba las que un sistema es
compatible.

Establecer dichas condiciones para un sistema de dos mt&gnitas es facil. Una
ecuacion lineal con dos incognitas representa una recthm@ano, y una ecuacion lineal
con tres incognitas es un plano en el espacio de tres dior@ssiPor tanto, un sistema
lineal dem ecuaciones con dos incognitas es compatible si y solansetdem rectas
definidas por las: ecuaciones tienen al menos un punto comin de intersedaanis-
mo ocurre paran planos en el espacio. Sin embargo, pargrande, estas condiciones
geomeétricas pueden ser dificiles de verificar visualeentuanda: > 3 no es posible
esta representacion tan visual.

Mejor que depender de la geometria para establecer la ¢inifidad, usaremos la
eliminacion Gaussiana. Si la matriz ampliada asoc|ada] se reduce mediante opera-
ciones por filas a una forma escalonada por fitdg], entonces la compatibilidad o no del
sistema es evidente. Supongamos que en un momento del@uEesduccion déA|b]
a[F|c] llegamos a una situacion en la que la Gnica entrada no eulma fila aparece en
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el lado derecho, como mostramos a continuacion:

o O O ¥
o O O *
O O O *
O O ¥ ¥
O * % *
O ¥ ¥ ¥
O % % ¥

Filai — —a#0.

Si esto ocurre en laésima fila, entonces laésima ecuacion del sistema asociado es
O-z1+0-29+...40-2, = .

Paran # 0, esta ecuacion no tiene solucion, y el sistema originaiasmpatible (recor-
demos que las operaciones por filas no alteran el conjuntoldeienes). El reciproco
también se verifica. Esto es, si el sistema es incompaghlences en algin momento
del proceso de eliminacion llegamos a una fila de la forma

(00 ... 0|a),a#0. (1.6.1)

En otro caso, la sustitucidn hacia atras se podria sgalinbtener una solucion. No hay
incompatibilidad si se llega a una fila de la forma

(00 ...0[0).

Esta ecuacion dice simplemertie= 0, y aunque no ayuda a determinar el valor de
ninguna incognita, es verdadera.

Existen otras formas de caracterizar la compatibilidac¢ompatibilidad) de un sis-
tema. Una es observando que si la Gltima colutde la matriz ampliad@A|b] es una
columna no basica, entonces no puede haber un pivote étimia @olumna, y por tanto
el sistema es compatible, porque la situa¢ion 11.6.1 noguoedrrir. Reciprocamente, si
el sistema es compatible, entonces la situdcion|1.6.1 edepacurrir, y en consecuencia
la Gltima columna no puede ser basica.

Proposicion 1.6.1. [A|b] es compatible si y solamentetsino es columnadsica.

Decir queb no es columna basica €A|b] es equivalente a decir que todas las colum-
nas béasicas del|b] estan en la matriz de coeficientés Como el nUmero de columnas
basicas es el rango, la compatibilidad puede ser caraatieridiciendo que un sistema es
compatible siy sblo siango([A|b]) = rango(A). Este enunciado en funcion del rango se
conoce comteorema de Rouck-Frobenius del que méas adelante daremos un anunciado
algo mas ampliado.

Recordemos que una columna no basica se puede expresacoorhmacion lineal
de las columnas béasicas. Como un sistema compatible sgeréza porque el lado dere-
chob es una columna no basica, se sigue que un sistema es cadmpatilsolo sib es
una combinacion lineal de las columnas de la matriz de geefesA.

Resumimos todas estas condiciones.
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Compatibilidad

Cada uno de las siguientes enunciados es equivalente a sis¢éeata
lineal determinado por la matrjzl|b] es compatible.

= En la reduccion por filas dgd|b], nunca aparece una fila de la
forma

(00 ... 0J]a),a#0.

= b es una columna no basica dgb).
» rango([A|b]) = rango(A).

= b es combinacion lineal de las columnasa4le

Ejemplo1.6.1 Determinemos si el sistema

r1 + X9 + 223 4+ 24 + x5 = 1,
21 + 2x9 + 4x3 + 4dxy + 3x5 = 1,
2[[’1 + 2[[’2 + 4[[’3 + 4l‘4 + 21‘5 = 2,
31‘1 + 51‘2 + 8{L‘3 + 6l‘4 + 5l‘5 = 3,

es compatible. Aplicamos eliminacion Gaussiana a la matripliadg A|b).

(1] 1 2 2 1]1 122 1] 1
224431 0[0]oo0 1]-1
2 2 4 4 2|2 0 000O0| O
3586 53 0 2202 0
122 1] 1
0200 2| 0
%
0 00 0 [1][-1
0 000 0 0
Como no hay ninguna fila de Iaforn(a() 0 ... O\a),cona # 0, el sistema es

compatible. También observamos dqueo es una columna basica efib], por lo que
rango([A|b]) = rango(A). Los pivotes nos indican también gbes combinacion lineal
de A.q, A.o Yy A,s. En concreto, como la forma escalonada reducida por filas es

101 2 0] 1
01 100} 1
0000 1]—-1 [~
000O0O0 O

vemos queb = A, + Ao — Ass.

Luego un sistema es compatible si y sola@igo([A|b]) = rango(A). De hecho
se puede decidir si un sistema compatibleleterminadoo indeterminadotambién en
funcion del rango de la matriz de los coeficientes, tal y camenuncia en ééorema de
Rouche-Frobenius
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Teorema de Roucle-Frobenius

Dado un sistema lineal com incognitas y matriz ampliadgd|b], se
tiene:

= El sistema eticompatiblesiy solo sirango(A) < rango([A|b]).

= El sistema egompatible determinadai y solo sirango(A)
rango([A|b]) = n.

= El sistema esompatible indeterminadai y solo sirango(A)
rango([A|b]) < n.

En realidad hemos demostrado en esta seccion que un sesetoenpatible siy sélo
sirango(A) = rango([A|b]), falta por demostrar que es compatible determinado sioy sol
si el rango de sus matricesee$el numero de incognitas). Dedicaremos las siguientes do
secciones a expresar la solucion general de un sistenadllirgue, de paso, completara la
prueba del teorema de Rouché-Frobenius (ver tearemd.1.8.2

1.7. Sistemas homogneos

Definicion 1.7.1.Un sistema den ecuaciones y. incognitas

a;1ry + apexe + ... 4+ AT, = 0
11 + G929 + ... + aQ9uT, = 0
Um1T1 + ATz + ...+ AT, = 0,

en el que el lado derecho contiene Unicamente ceros se dexloomogenea Si al menos
uno de los coeficientes de la derecha es no nulo, decimos ouehesnogneo

En esta seccibn vamos a examinar algunas de las propietadedementales de los
sistemas homogéneos.

La compatibilidad nunca es un problema con un sistema henem pues; = z, =
... =z, = 0 siempre es una solucion del sistema, independientemerts @¢oeficien-
tes. Esta solucion de denomiealucidn trivial. La pregunta es si hay otras soluciones
ademas de la trivial, y como podemos describirlas. Conesala eliminacion Gaussiana
nos dara la respuesta.

Mientras reducimos la matriz ampliafi4/0] de un sistema homogéneo a una forma
escalonada mediante la eliminacion Gaussiana, la coldmr@ros de la derecha no se
ve alterada por ninguna de las operaciones elementaleusdquier forma escalonada
derivada deéA|0] tendré la formdF|0]. Esto significa que la columna de ceros puede ser
eliminada a la hora de efectuar los calculos. Simplemesdaaimos la matrizA a una
forma escalonad#, y recordamos que el lado derecho es cero cuando procedaimos a
sustitucion hacia atras. El proceso se comprende mejoue@jemplo.
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Ejemplo1.7.1 Vamos a examinar las soluciones del sistema homogéneo

r, + 2372 + 2563 + 3564 = 0,
2371 + 4372 + r3 + 3564 = 0,
3l‘1 + 6l‘2 + T3 + 4{L‘4 = 0.

Reducimos la matriz de coeficientes a una forma escalonadégzso

1 2 2 3 12 2 3 12 2 3
A=12413])]—-100 -3 -3 ]—-|00 -3 -3 |=E (1.7.1)
36 1 4 00 -5 =5 00 0 0

Entonces, el sistema homogéneo inicial es equivalenistahsa homogéneo

r1 + 2r9 +  2x3 + 3xy = 0,
—3rs — 3x4 = 0.

Como hay cuatro incognitas, y solamente dos ecuacionés)@Esible extraer una so-
lucion Gnica para cada incognita. Lo mejor que podemaghes elegir dos incognitas
basicas, que llamaremeariables [asicas y resolver el sistema en funcion de las otras
dos, que llamaremaosriables libres Aunque hay distintas posibilidades para escoger las
variables basicas, el convenio es siempre resolver lagimitas que se encuentran en las
posiciones pivote.

En este ejemplo, los pivotes, asi como las columnas lssstan en la primera y
tercera posicion, asi que la estrategia es aplicar satit hacia atras en la resolucion del
sistema, y expresar las variables basicag 3 en funcion de las variables libres y z,.

La segunda ecuacion nos da

T3 — —X4

y la sustitucion hacia atras produce

Ir1 = —QI‘Q - 2l‘3 - 3ZL‘4
= —2372 — 2(—564) — 31’4
= —2372 — X4.

Las soluciones al sistema homogéneo original pueden seritdés como

T1 = —2Ty— T4,
ry = libre,

T3 = —I4,

zy = libre.

Como las variables libres, y x4 pueden tomar todos los valores posibles, las expresiones
anteriores describen todas las soluciones.
Mejor que describir las soluciones de esta forma, es mago@nte expresarlas como

I —2[[’2 — Ty —2 —1
To . i) o 1 0
T3 a —XT4 - 0 * T -1 ’
Ty T4 0 1
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entendiendo que; y =, son variables libres que pueden tomar cualquier valor. iesta
presentacion se denomina@lucion generaldel sistema homogéneo. Esta expresion de
la solucibn general enfatiza que cada solucion es coroifindineal de las dos soluciones

—2 —1

1 0

h, = 0 y hy = 1
0 1

Consideremos ahora un sistema homogéneo gdrgealden ecuaciones y incogni-
tas. Si la matriz de coeficienteses de range, entonces, por lo que hemos visto antes,
habréar variables basicas, correspondientes a las posicionesdmlumnas basicas de
A, yn — r variables libres, que se corresponden con las columnaasicds ded. Me-
diante la reduccion dd a una forma escalonada por filas por eliminacion Gaussiana y
sustitucion hacia atras, expresamos las variablesdmasi funcion de las variables libres
y obtenemos Igolucion general de la forma

r=wphi +apho+ .ty By,

dondexy,,xy,,...,zy, , son las variables libres,iy, h,, ..., h,_, son vectores colum-
na que representan soluciones particulares.

Si calculamos la forma escalonada reducida por filas del@@gemos queda

1
A=1 2
3

O = BN

2
1
1

=~ W
S O N
o = O

1 1
— 0 1 IEA,
0 0

y el sistema a resolver es

1 + 2z + x4 = O,
$3+[L‘4:0.

Si resolvemos;; y x3 en funcion der, y x4 nos queda el mismo resultado que antes. Por
ello, y para evitar la sustitucion hacia atras, puedelt@smas conveniente usar Gauss-
Jordan para calcular la forma escalonada reducida porHilag construir directamente
la solucion general a partir de las entradag/de

Una (ltima pregunta que nos planteamos es cuando la éoltrorial de un sistema
homogéneo es la Gnica solucion. Lo anterior nos muestradpuesta. Si hay al menos
una variable libre, entonces el sistema tendra infinithecemes. Por tanto, la solucion
trivial seré la Unica solucion si y solamente si no hayalaes libres, esto es,— r = 0.
Podemos reformular esto diciendo

Proposicion 1.7.1. Un sistema homdmeo de matriz4 tiene Gnicamente la soludn
trivial si y solamente siango(A) = n.

Ejemplo1.7.2 El sistema homogéneo
1 —+ 21‘2 + 2l‘3 = 0,
2561 + 5562 + 7373 = 0,
3r1 + 6y + 8xz3 = 0,
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tiene solamente la solucion trivial porque

1
3

S =N
O W N

1
— 0
0

S Ot N
o o

prueba queango(A) = 3 = n. Se ve facilmente que la aplicacion de la sustitucionehac
atras desdgr'|0] Gnicamente devuelve la solucion trivial.

Ejemplo1.7.3 Calculemos la solucion general del sistema

r1 + 2z + 223 = 0,
2{L‘1 -+ 5{L‘2 + 7l‘3 = 0,
3r17 + 6z + 6x3 = 0.

Se tiene que

1
A= 2
3

S O N

2 1
7 — 0
6

de dondeango(A) = 2 < n = 3. Como las columnas basicas estan en las posiciones uno
y dos,x; Y 25 son las variables basicasyy es libre. Mediante sustitucion hacia atras en
[E|0], nos queda, = —3x3y x1 = —2z5 — 223 = 423, Yy la solucion general es

T 4
x9 | =23 | —3 |, dondexs eslibre.
T3 1

1.8. Sistemas no homagneos

Recordemos que un sistemardescuaciones y: incognitas

a11T1 + a12T9 4+ ... 4+ aAinTy, = bl
91717 + Qprys + ... + agr, = b
Am1T1 + AmaTe + ...+ QpnTn = by,

esno homogeneocuandaob; # 0 para algun. A diferencia de los sistemas homogéneos,
los no homogéneos pueden ser incompatibles y las téogiEsonocemos las aplicare-
mMos para saber si una solucion existe. A menos que se digaimao, suponemos que
los sistemas de esta seccion son compatibles.

Para describir el conjunto de todas las posibles solucideesn sistema no ho-
mogéneo compatible, vamos a construir una solucion géuer la misma forma que
hicimos para los homogéneos.

= Usaremos eliminacion Gaussiana para reducir la matriziadgl A|b] a una forma
escalonada por fild#|c|.

= |dentificaremos las variables basicas y las libres.

= Aplicaremos sustitucion hacia atragkc] y resolveremos las variables basicas en
funcion de las libres.
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s Escribiremos el resultado en la forma
r=p+aphi +apho+ .+ +xp, By,

dondezy,, zy,,...,xy, . Son las variables libres,y, hy, hs, .. ., h,,_, son vecto-
res columna de ordentales quep es una solucion particular del sistema de matriz
[Albly xp, by + xp,he + ... + +24,  h,_, €s la solucion general del sistema ho-
mogéneo de matriz|0]. Esta sera Igolucion generaldel sistema no homogéneo.

Como las variables libres;, recorren todos los posibles valores, la solucion gene-
ral genera todas las posibles soluciones del sisterte. Como en el caso homogéneo,
podemos reducir completamentgb] a Ej45 mediante Gauss-Jordan, y evitamos la sus-
titucion hacia atras.

Ejemplo1.8.1 La diferencia entre la solucion general de un sistema noogémeo y la
de uno homogéneo es la colunmague aparece. Para entender de donde viene, conside-
remos el sistema no homogéneo

r1 + 229 + 223 4+ 3z4 = 4,
21‘1 + 4l‘2 -+ r3 + 31‘4 = 5,
3l‘1 aly 6l‘2 + T3 + 4{L‘4 = 7,

en el que la matriz de coeficientes es la misma que la matrinefeentes dé (1.7.1). Si
[A|b] se reduce por Gauss-Jordaha ), tenemos

12 2 3|4 120 12
Al = | 2 41 3|5 | =001 1|1 |=Eu
361 4|7 00000

Nos queda el sistema equivalente

1 + 2z + T4 = 2,
$3+[L‘4:1.

Resolvemos las variables basicagy z3, en funcion de las libres;, y x,. Nos queda

ry = 2 — 2.7?2 — T4,
T es libre,

z3 = 1— x4,

Ty es libre.

La solucion general se sigue escribiendo estas ecua@oriaforma

T 2 — Lo — X4 2 —2 —1
) . ) . 0 1 0
3 = 1— T4 = 1 + o 0 + Ty _1 (181)
T4 Ty 0 0 1
La columna
2
0
1
0
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que aparece e (1.8.1) es ws@lucbn particular del sistema no homogéneo; se tiene
cuandar, = 0,24 = 0.
Ademas, la solucion general del sistema homogéneo
1 + 2wy + 2x3 + 3xy = 0,

21‘1 + 41‘2 + T3 + 31‘4 = 0, (182)
3371 + 6372 + Trs + 4564 = 0,

es
X1 —2 —1
) — 1 +r 0
T3 o 0 4 -1
Ty 0 1

Asi, la solucion general del sistema homogéheo ([1.8.2)a parte de la solucion general
del sistema no homogéneo original (118.1).

Estas dos observaciones se pueden combinar diciendo que

Teorema 1.8.1.La solucbn general del sistema no hon@teo viene dado por una solu-
cion particular mas la solucbn general del sistema hom@mgeo asociado.

PRUEBA: Supongamos quel|b| representa un sistemaxn compatible, dondeango(A) =
r. La compatibilidad garantiza queno es una columna basica d¢b], por lo que las
columnas basicas dd|b] estan en la misma posicion que las columnas basicas|de
Esto significa que el sistema no homogéneo y el sistema hemeogasociado tienen exac-
tamente el mismo conjunto de variables basicas asi coribrds. Ademas, no es dificil
ver que

Ejajo) = [Ea|0] Y Ejap) = [Ealc],
dondec es una columna de la forma

&1
&2

3

0
Esto significa que si resolvemosil&sima ecuacion en el sistema homogéneo reducido
para lai-ésima variable basica,, en funcion de las variables libres,, zy,,..., xy, .

para dar
Ty, = QiTf; + Q1T oo+ Qe Ty,

entonces la solucion de leésima variable basica en el sistentahomogeneoreducido
debe tener la forma

Ty, = fz + QT §, + Q1T + ...+ Op oy Tf, -

Esto es, las dos soluciones se diferencian Unicamentepeedancia de la constargieen
la Gltima. Si organizamos como columnas las expresionesiares, podemos decir que
si la solucion general del sistema homogéneo es de la forma

xr = {L‘flhl + l‘f2h2 + ...+ xfnfrhn—ra

30



Algebra Lineal y Geometrfa I. Curso 2010/11. Departamento de Algebra. http://www.departamento.us.es/da

entonces la solucion general del sistema no homogénemladorma similar
xr = p+ {L‘flhl + l‘f2h2 + ...+ xfnfrhn—ra

donde la columng contiene las constantésjunto con ceros. O

Ejemplo1.8.2 Calculemos la solucion general del sistema

r1 + xo + 223 4+ 24 + x5 = 1,
201 + 2wy + 4dx3 + 4dxy + 3ws 1,
207 4+ 239 + 4dx3 + 4dxy + 25 = 2,
31‘1 + 51‘2 + 8{L‘3 + 6l‘4 + 5l‘5 = 3,

y la comparamos con la solucion general del sistema honsmg@&sociado.

En primer lugar, calculamos la forma escalonada reduciddilps de la matriz am-
pliada[A|b].

1122 1]1 1122 1] 1
2 2 4 4 3|1 0000 1|—1
Al = | 5 5 4 4 2|2 “ looooo| o
3586 53 02202 0
1122 1| 1 1122 1| 1
L fo2202 0 o1 1010
0000 1]-1 0000 1[—1
0000O0| O 0000O0| O
10120 1 10120 1

Llorroapof 01100 1|_,

0000 1|-1 0000 1|-1 [Alb]-
00000 O 0000O0| O

El sistema es compatible, pues la Gltima columna es nc&®aResolvemos el sistema
reducido para las variables basieasz,, x5 en funcion de las variables libresg, =, para
obtener

r1 = 1-— Trs3 — 2l‘4,
Ty = 1— Zs3,

x3 es libre,

Ty es libre,

rs = —1.

La solucion general del sistema no homogéneo es

T 1-— T3 — 25(74 1 -1 —2
T2 1-— T3 1 —1 0
€r = XT3 = XT3 = 0 + T3 1 + Ty 0
T4 T4 0 0 1

La solucion general del sistema homogéneo asociado es

I —T3 — 21‘4 —1 —2
To —x3 —1 0
r=| x3 = T3 = 13 1 + x4 0
Ty T4 0 1
Ts 0 0 0
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Ahora volvemos a la preguntg Cuando un sistema compatible tiene so@rcuni-
ca?”. Sabemos que la solucion general de un sistema no hommgémgpatible de orden
m X n, COn ranga-, es de la forma

r=pt+aphi+apho+ . taxp By,

donde

SL’flhl —+ SCf2h2 + ...+ xfn_q.hnfr

es la solucion general del sistema homogéneo asociadtaro

Teorema 1.8.2.Un sistemacompatiblede matriz ampliaddA|b] tend@& unatnica solu-
cion si y solamente si no hay variables libres, esto es, si ynsatde srango(A) = n.
Esto es lo mismo que decir que el sistema hameg asociad@A|0] tienetinicamente la
solucin trivial.

Ejemplo1.8.3 Consideremos el siguiente sistema no homogéneo:

2l‘1 + 4l‘2 + 6[L‘3 = 2,
T + 229 + 3x3 = 1,
Ty + Trs = —3,

2x1 + 4dxo = 8.

La forma escalonada reducida por filas|déb| es

24 6| 2 10 0]-2
12 3] 1 01 0| 3
AT =11 0 1|3 | 7|00 1|1 | Fwe
2 40| 8 00 0| 0

El sistema es compatible porque la Gltima columna no dsdasbien porqueango(A) =
3 = namero de incognitas (no hay variables libres). El sisttomogéneo asociado tiene
Unicamente la solucion trivial, y la solucion del sistees
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Resumen

Sea|A|b] la matriz ampliada de un sistema no homogéneo compatitiie,
de ordenn x n, conrango(A) = r.

= Mediante la reduccion del|b] a una forma escalonada usando |
eliminacion Gaussiana, resolvemos las variables b&sindun-
cion de las libres y llegamos a queslalucion generaldel sistema
es de laforma

r=pt+aphi+apho+ .. x5, By,

= La columnap es una solucion particular del sistema no hq
mogéneo.

= La expresion

xflhl a4 l’f2h2 A oo Ar xfn_rhn—r

es la solucion general del sistema homogéneo asociado.
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