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Caṕıtulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Introducción

Estas notas están basadas en las realizadas por el profesorManuel Jeśus Gago Vargas
para la asignaturaMétodos mateḿaticos:Álgebra linealde laLicenciatura en Ciencias y
Técnicas Estad́ısticas.

Un problema fundamental que aparece en matemáticas y en otras ciencias es el análi-
sis y resolución dem ecuaciones algebraicas conn incógnitas. El estudio de un sistema de
ecuaciones lineales simultáneas está ı́ntimimamente ligado al estudio de una matriz rec-
tangular de números definida por los coeficientes de las ecuaciones. Esta relación parece
que se ha notado desde el momento en que aparecieron estos problemas.

El primer análisis registrado de ecuaciones simultáneaslo encontramos en el libro
chinoJiu zhang Suan-shu(Nueve Caṕıtulos sobre las artes matemáticas), (véase McTutor
y Carlos Maza) escrito alrededor del 200 a.C. Al comienzo delcapı́tulo VIII, aparece un
problema de la siguiente forma:

Tres gavillas de buen cereal, dos gavillas de cereal mediocre y una gavilla de cereal
malo se venden por 39 dou. Dos gavillas de bueno, tres mediocres y una mala se venden
por 34 dou. Y una buena, dos mediocres y tres malas se venden por 26 dou. ¿Cúal es el
precio recibido por cada gavilla de buen cereal, cada gavilla de cereal mediocre, y cada
gavilla de cereal malo?

Hoy en dı́a, este problema lo formuları́amos como un sistemade tres ecuaciones con
tres incógnitas:

3x + 2y + z = 39,
2x + 3y + z = 34,
x + 2y + 3z = 26,

dondex, y y z representan el precio de una gavilla de buen, mediocre y mal cereal, res-
pectivamente. Los chinos vieron el problema esencial. Colocaron los coeficientes de este
sistema, representados por cañas de bambú de color, como un cuadrado sobre un tablero
de contar (similar a un ábaco), y manipulaban las filas del cuadrado según ciertas reglas
establecidas. Su tablero de contar y sus reglas encontraronsu camino hacia Japón y final-
mente aparecieron en Europa, con las cañas de color sustituidas por números y el tablero
reemplazado por tinta y papel.

En Europa, esta técnica llegó a ser conocida comoeliminacíon Gaussiana, en honor
del matemático alemán Carl F. Gauss.

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Indexes/Chinese.html
http://www.personal.us.es/cmaza/china/china.PDF
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
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Figura 1.1: Numerales chinos con cañas de bambú

Figura 1.2: C.F. Gauss (1777-1855)

Como la técnica de eliminación es fundamental, empezamosel estudio de nuestra
materia aprendiendo cómo aplicar este método para calcular las soluciones de los sistemas
lineales. Después de que los aspectos computacionales se manejen bien, profundizaremos
en cuestiones más teóricas.

1.2. Eliminación Gaussiana y matrices

Nota1.2.1. En lo que sigue consideraremos fijado un cuerpok de coeficientes. En el texto
nos referiremos a los elementos del cuerpo comonúmeroso escalares. El lector bien
puede pensar quek es el cuerpoQ de los números racionales,R de los reales o incluso
C de los complejos. Aunque debe tener en cuenta que todo lo dicho sobre sistemas de
ecuaciones lineales y matrices es cierto en general para cualquier cuerpok.

Definición 1.2.1.Sean ≥ 1 un número natural. Unaecuacíon lineal es una expresión de
la forma

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b,

dondea1, a2, . . . , an y b son números conocidos yx1 x2, . . . , xn son incógnitas. Los
númerosai se denominancoeficientesde la ecuación, mientras queb es eltérmino inde-
pendiente.

Una solución de la ecuación lineal anterior es una serie de númerosα1, α2, . . . , αn

que la satisfacen, es decir, que verifican

a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn = b.
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Definición 1.2.2. Seanm ≥ 1 y n ≥ 1 números naturales. Unsistema lineales un
conjunto dem ecuaciones lineales yn incógnitas de la forma

S ≡



















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

donde lasxi son las incógnitas y losaij , bi son números. Los númerosaij se denominan
coeficientesdel sistema, y el conjunto de losbi términos independientesdel sistema.

Unasolución del sistema lineal anterior es una serie de númerosα1, α2, . . . , αn que
satisface cada ecuación del sistema, es decir, que verifica

ai1α1 + ai2α2 + · · ·+ ainαn = bi

parai = 1, . . . , n.
Problema.-El problema es calcular, si es posible, una solución comúna un sistema lineal
como el anterior. Para estos sistemas, existen tres posibilidades:

SOLUCIÓN ÚNICA : Existe uno y sólo un conjunto de valores para las inc´ognitas
xi que satisfacen las ecuaciones simultáneamente. Se dice entonces que el sistema
escompatible determinado. Por ejemplo el sistema formado por la única ecuación
lineal2x1 = 3 es compatible determinado, su única solución esx1 = 3/2.

INFINITAS SOLUCIONES : Existen infinitos conjuntos de valores para las incógni-
tasxi que satisfacen las ecuaciones simultáneamente. No es dif´ıcil probar que si el
sistema tiene más de una solución, entonces tiene infinitas sik, el cuerpo de núme-
ros, es infinito. En este caso se dice que el sistema lineal escompatible indetermi-
nado. Por ejemplo, el sistema formado por la ecuación lineal2x1 + x2 = 3 tiene
como solucionesx1 = a, x2 = 3 − 2a, dondea es cualquier elemento dek, luego
es compatible indeterminado.

SIN SOLUCIÓN : No hay ningún conjunto de valores para las incógnitasxi que sa-
tisfagan todas las ecuaciones simultáneamente. El conjunto de soluciones es vacı́o.
Decimos que estos sistemas sonincompatibles. Por ejemplo, el sistema dado por
las ecuaciones2x1 = 3, x1 = 1 es incompatible, pues no hay ningún valor dex1

que satisfaga ambas ecuaciones.

Gran parte del trabajo acerca de los sistemas de ecuaciones es decidir cuál de estas
tres posibilidades es la que se presenta. La otra parte de la tarea es calcular la solución si
es única o describir el conjunto de soluciones si hay más deuna.

Definición 1.2.3.Dos sistemas lineales conn incógnitas se dicenequivalentessi tienen
los mismos conjuntos de soluciones.

Ejercicio 1.2.1. Dar un ejemplo de dos sistemas de ecuaciones lineales equivalentes con
distinto número de ecuaciones.

La eliminación Gaussiana es una herramienta que nos permitirá tratar las dos prime-
ras situaciones. Es unalgoritmoque sistemáticamente transforma un sistema en otro más
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simple, peroequivalente. La idea es llegar a un sistema lo más sencillo posible, eliminan-
do variables, y obtener al final un sistema que sea fácilmente resoluble. Por ejemplo, uno
triangular1 para el casom = n. El proceso de eliminación descansa sobre tres operaciones
simples que transforman un sistema en otro equivalente. Para describir estas operaciones,
seaEk la k-ésima ecuación

Ek : ak1x1 + ak2x2 + . . .+ aknxn = bk

y escribamos el sistema como

S ≡



















E1

E2
...

Em



















.

Dado un sistema linealS, cada una de las siguientestransformaciones elementalespro-
duce un sistema equivalenteS ′.

1. Intercambio de las ecuacionesi-ésima yj-ésima (1 ≤ i ≤ j ≤ m). Esto es, si

S ≡















































E1
...
Ei

...
Ej

...
Em















































, entoncesS ′ ≡















































E1
...
Ej

...
Ei

...
Em















































.

2. Reemplaza lai-ésima ecuación por un múltiplo no nulo de ella. Esto es,

S ′ ≡



























E1
...

αEi

...
Em



























, dondeα 6= 0.

3. Reemplaza laj-ésima ecuación por la suma de ella misma con un múltiplo de la
i-ésima ecuación. Esto es,

S ′ ≡















































E1
...
Ei

...
Ej + αEi

...
Em















































.

1Por sistematriangular nos referimos a uno en el que, siendom = n, se tiene que los coeficientesaij
coni > j son todos nulos. Tal y como ocurre al final del ejemplo 1.2.1
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Ejercicio 1.2.2. Comprobar que estas operaciones no cambian el conjunto de soluciones.
Es decir, que los sistemasS y S ′ son equivalentes.

El problema más común en la práctica es la resolución de un sistema conn ecuaciones
y n incógnitas, lo que se conoce como unsistema cuadrado, con solución única. En
este caso, la eliminación Gaussiana es directa, y más tarde estudiaremos las diferentes
posibilidades. Lo que sigue es un ejemplo tı́pico.

Ejemplo1.2.1. Consideremos el sistema

2x + y + z = 1,
6x + 2y + z = −1,
−2x + 2y + z = 7.

(1.2.1)

En cada paso, la estrategia es centrarse en una posición, llamadaposicíon pivote, y elimi-
nar todos los términos por debajo de la posición usando lastres operaciones elementales.
El coeficiente en la posición pivote se denominapivote, mientras que la ecuación en don-
de se encuentra el pivote se llamaecuacíon pivote. Solamente se permiten números no
nulos como pivotes. Si un coeficiente en una posición pivotees cero, entonces la ecuación
pivote se intercambia con una ecuación pordebajopara producir un pivote no nulo. Esto
siempre es posible para sistemas cuadrados con solución única. A menos que sea cero, el
primer coeficiente de la primera ecuación se toma como el primer pivote. Por ejemplo, el
elemento 2del sistema es el pivote del primer paso:

2 x + y + z = 1,
6x + 2y + z = −1,
−2x + 2y + z = 7.

Paso 1.Elimina todos los términos por debajo del pivote.

Resta tres veces la primera ecuación de la segunda para generar el sistema equiva-
lente

2 x + y + z = 1,
− y − 2z = −4, (E2 − 3E1)

−2x + 2y + z = 7.

Suma la primera ecuación a la tercera para formar el sistemaequivalente

2 x + y + z = 1,
− y − 2z = −4,

3y + 2z = 8 (E3 + E1).

Paso 2.Selecciona un nuevo pivote.

De momento, seleccionamos un nuevo pivote buscando para abajo y a la derecha.
Más adelante veremos una mejor estrategia. Si este coeficiente no es cero, entonces
es nuestro pivote. En otro caso, intercambiamos con una ecuación que esté por
debajode esta posición para colocar el elemento no nulo en la posición pivote. En
nuestro ejemplo,−1 es el segundo pivote:

2x + y + z = 1,

-1 y − 2z = −4,
3y + 2z = 8.
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Paso 3.Elimina todos los términos por debajo del pivote.

Suma tres veces la segunda ecuación a la tercera para llegaral sistema equivalente:

2x + y + z = 1,

-1 y − 2z = −4,
− 4z = −4 (E3 + 3E2).

En general, en cada paso nos movemos abajo y hacia la derecha para seleccionar el
nuevo pivote, y entonces eliminar todos los términos por debajo de él hasta que ya
no podamos seguir. En este ejemplo, el tercer pivote es−4, pero como ya no hay
nada por debajo que eliminar, paramos el proceso.

En este punto, decimos que hemostriangularizado el sistema. Un sistema triangu-
lar se resuelve muy fácilmente mediante el método desustitucíon hacia atŕas, en el que
la última ecuación se resuelve para la última incógnitay se sustituye hacia atrás en la
penúltima ecuación, la cual se vuelve a resolver para la penúltima incógnita, y continua-
mos ası́ hasta llegar a la primera ecuación. En nuestro ejemplo, de la última ecuación
obtenemos

z = 1.

Sustituimosz = 1 en la segunda ecuación, y tenemos

y = 4− 2z = 4− 2(1) = 2.

Por último, sustituimosz = 1 y y = 2 en la primera ecuación para obtener

x =
1

2
(1− y − z) =

1

2
(1− 2− 1) = −1,

que completa la solución.

No hay razón para escribir los sı́mbolos comox, y o z en cada paso, pues lo único
que manejamos son los coeficientes. Si descartamos los sı́mbolos, entonces el sistema de
ecuaciones se reduce a una matriz rectangular de números enla que cada fila representa
una ecuación. Por ejemplo, el sistema 1.2.1 se reduce a la siguiente matriz





2 1 1 1
6 2 1 −1
−2 2 1 7



 (las barras indican dónde aparece el signo= .)

6
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Matrices de un sistema lineal

Llamamosmatriz de coeficientesdel sistema lineal

S ≡



















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

,

a la matriz

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn











.

Si aumentamos la matriz de coeficientes a la derecha con los t´erminos
independientes tenemos lamatriz ampliadadel sistema:

[A|b] =











a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn bm











.

Nota 1.2.2. MATRICES. Un escalares un elemento del cuerpok, y unamatriz es una
disposición de escalares en rectángulo. Usaremos letrasmayúsculas para las matrices y
minúsculas con subı́ndice para las entradas individualesde la matriz. Ası́, escribiremos

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn











= (aij).

El primer subı́ndice de un elemento de la matriz indica lafila, y el segundo subı́ndice
denota lacolumnadonde se encuentra. Por ejemplo, si

A =





2 1 3 4
8 6 5 −9
−3 8 3 7



 , entoncesa11 = 2, a12 = 1, . . . , a34 = 7. (1.2.2)

Unasubmatrizde una matriz dadaA es una matriz que se obtiene eliminando un conjunto
de filas y columnas deA. Por ejemplo,

B =

(

2 4
−3 7

)

es una submatriz deA porqueB es el resultado de eliminar la segunda fila, y las columnas
segunda y tercera deA.

Una matrizA se dice que tieneordenm × n cuandoA tiene exactamentem filas
y n columnas. La matrizA de (1.2.2) es una matriz3 × 4. Por convenio, las matrices
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1× 1 se identifican con escalares, y al revés. Para enfatizar queuna matrizA es de orden
m × n, usaremos la notaciónAm×n. Cuandom = n, es decir, cuando el número de
filas y columnas coincide, diremos que la matriz escuadrada. En otro caso, la llamamos
rectangular. Las matrices que tienen una sola fila o una sola columna las llamaremos,
respectivamente,vectores filao vectores columna.

El sı́mboloAi∗ se usa para denotar la filai-ésima, yA∗j para laj-ésima columna. Por
ejemplo, siA es la matriz de (1.2.2), entonces

A2∗ =
(

8 6 5 −9
)

y A∗2 =





1
6
8



 .

La eliminación Gaussiana se puede realizar sobre la matrizampliada[A|b] mediante
operaciones elementales sobre las filas de[A|b]. Estas operaciones elementales de filas se
corresponden a las tres operaciones elementales que hemos visto antes.

Operaciones elementales por filas

Para una matriz de ordenm× n de la forma

M =

























M1∗
...

Mi∗
...

Mj∗
...

Mm∗

























,

los tres tipos deoperaciones elementales de filassobreM son como
sigue.

Tipo I. Intercambio de filasi y j para dar

























M1∗
...

Mj∗
...

Mi∗
...

Mm∗

























. (1.2.3)
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Tipo II. Reemplazo de la filai por un múltiplo no nulo de ella
para dar















M1∗
...

αMi∗
...

Mm∗















, dondeα 6= 0. (1.2.4)

Tipo III. Reemplazo de la filaj por la suma de ella con un múlti-
plo de la filai, i 6= j, para dar

























M1∗
...

Mi∗
...

Mj∗ + αMi∗
...

Mm∗

























. (1.2.5)

Definición 1.2.4.Dos matricesM y M ′ se dicenequivalentes por filassi puede transfor-
marse una en otra mediante operaciones elementales por filas.

Ejercicio 1.2.3. A una matrizA = (aij) de ordenm × n podemos asociarle el siguiente
sistema lineal homogéneo

S ≡



















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0

,

cuya matriz ampliada es[A|0]. Comprobar que los sistemas lineales asociados a dos ma-
trices equivalentes por filas son equivalentes.

Ejemplo1.2.2. Para resolver el sistema del ejemplo 1.2.1 mediante operaciones elemen-
tales por fila, partimos de la matriz ampliadaM = (A|b) y triangularizamos la matriz de
coeficientesA realizando la misma secuencia de operaciones por fila que se corresponden
a las operaciones elementales realizadas sobre las ecuaciones.





2 1 1 1
6 2 1 −1
−2 2 1 7





M2∗ − 3M1∗

M3∗ +M1∗
→





2 1 1 1

0 -1 −2 −4
0 3 2 8



M3∗ + 3M2∗

→





2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 0 −4 −4





La matriz final representa el sistema triangular

2x + y + z = 1,
− y − 2z = −4,

− 4z = −4.
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que se resuelve por sustitución hacia atrás, como explicamos antes (ver ejemplo 1.2.1).

En general, si un sisteman× n se triangulariza a la forma










t11 t12 . . . t1n c1
0 t22 . . . t2n c2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . tnn cn











(1.2.6)

en donde cadatii 6= 0 (no hay pivotes nulos), entonces el algoritmo general de sustitución
hacia atrás es como sigue.

Algoritmo de sustitución hacia atrás

Determina losxi de 1.2.6 mediantexn = cn/tnn y procede de manera
recursiva calculando

xi =
1

tii
(ci − ti,i+1xi+1 − ti,i+2xi+2 − . . .− tinxn)

parai = n− 1, n− 2, . . . , 2, 1.

1.3. Método de Gauss-Jordan

En esta sección introducimos una variante de la eliminaci´on Gaussiana, conocida co-
mo método de Gauss-Jordan. Aunque hay confusión con respecto al nombre, este método
fue usado por Wilhelm Jordan (1842-1899), profesor de geodesia alemán, y no por Cami-
lle Jordan (1838-1922), matemático francés de quien hablaremos más adelante.

Figura 1.3: Wilhelm Jordan (1842-1899)

Las caracterı́sticas que distinguen el método de Gauss-Jordan de la eliminación Gaus-
siana son los siguientes:

En cada paso, el elemento pivote tiene que ser1.

En cada paso, todos los términos porencimadel pivote ası́ como todos los que están
por debajo deben ser anulados.
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En otras palabras, si










a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 . . . ann bn











es la matriz ampliada del sistema, entonces mediante operaciones elementales la reduci-
mos a











1 0 . . . 0 s1
0 1 . . . 0 s2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 sn











.

La solución aparece en la última columna (xi = si), por lo que no es necesaria la sustitu-
ción hacia atrás.

Ejemplo1.3.1. Apliquemos Gauss-Jordan al siguiente sistema:

2x1 + 2x2 + 6x3 = 4,
2x1 + x2 + 7x3 = 6,
−2x1 − 6x2 − 7x3 = −1.

SeaR la matriz ampliada del sistema. La sucesión de operacionesse indican en cada paso,
y se marca el pivote.





2 2 6 4
2 1 7 6
−2 −6 −7 −1



 R1∗/2 →





1 1 3 2
2 1 7 6
−2 −6 −7 −1



 R2∗ − 2R1∗

R3∗ + 2R1∗

→





1 1 3 2
0 −1 1 2
0 −4 −1 3





−R2∗
→





1 1 3 2

0 1 −1 −2
0 −4 −1 3





R1∗ − R2∗

R3∗ + 4R2∗

→





1 0 4 4
0 1 −1 −2
0 0 −5 −5





−R3∗/5
→





1 0 4 4
0 1 −1 −2

0 0 1 1





R1∗ − 4R3∗

R2∗ +R3∗

→





1 0 0 0
0 1 0 −1

0 0 1 1



 .

Por tanto, la solución esx1 = 0, x2 = −1, x3 = 1.

1.4. Forma escalonada por filas y rango

Ya estamos preparados para analizar sistemas rectangulares conm ecuaciones yn
incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,
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dondem puede ser diferente den. Si no sabemos con seguridad quem y n son iguales,
entonces decimos que el sistema esrectangular. El casom = n también queda compren-
dido en lo que digamos.

La primera tarea es extender la eliminación Gaussiana de sistemas cuadrados a sis-
temas rectangulares. Recordemos que para un sistema cuadrado de solución única, las
posiciones pivote siempre se localizan a lo largo de ladiagonal principalde la matriz de
coeficientesA, por lo que la eliminación Gaussiana resulta en una reducción deA a una
matriztriangular, similar, paran = 4, a

T =









∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗









.

Recordemos que un pivote debe ser siempre un valor no nulo. Para sistemas cuadrados
con una única solución, probaremos que siempre podremos obtener un valor no nulo
en cada posición pivote a lo largo de la diagonal principal.Sin embargo, en el caso de
un sistema rectangular general, no siempre es posible tenerlas posiciones pivote en la
diagonal principal de la matriz de coeficientes. Esto significa que el resultado final de
la eliminación Gaussianano será una forma triangular. Por ejemplo, consideremos el
siguiente sistema:

x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 3x5 = 5,
2x1 + 4x2 + 4x4 + 4x5 = 6,
x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 + 5x5 = 9,
2x1 + 4x2 + 4x4 + 7x5 = 9.

Fijemos nuestra atención en la matriz de coeficientes

A =









1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7









, (1.4.1)

e ignoremos de momento el lado derecho del sistema, es decir,los términos independien-
tes. Aplicando eliminación Gaussiana aA obtenemos el siguiente resultado:









1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7









→









1 2 1 3 3

0 0 −2 −2 −2
0 0 2 2 2
0 0 −2 −2 1









.

En el proceso de eliminación básico, nos movemos abajo y a la derecha, a la siguiente
posición pivote. Si encontramos un cero en esta posición,se efectúa un intercambio con
una fila inferior para llevar un número no nulo a la posiciónpivote. Sin embargo, en
este ejemplo, es imposible llevar un elemento no nulo a la posición (2, 2) mediante el
intercambio de la segunda fila con una fila inferior.

Para manejar esta situación, debemos modificar el procedimiento de la eliminación
Gaussiana.
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Eliminaci ón Gaussiana modificada

SeaA una matriz, supongamos queU es la matriz obtenida a partir de
A tras haber completadoi − 1 pasos de eliminación Gaussiana. Para
ejecutar eli-ésimo paso, procedemos como sigue:

De izquierda a derecha enU , localizamos la primera columna que
contiene un valor no nulo en o por debajo de lai-ésima posición.
Digamos que esU∗j .

La posición pivote para eli-ésimo paso es la posición(i, j).

Si es necesario, intercambia lai-ésima fila con una fila inferior
para llevar un número no nulo a la posición(i, j), y entonces anu-
la todas las entradas por debajo de este pivote.

Si la filaUi∗ ası́ como todas las filas deU por debajo deUi∗ con-
sisten en filas nulas, entonces el proceso de eliminación está com-
pleto.

Ilustremos lo anterior aplicando la versión modificada de la eliminación Gaussiana a
la matriz dada en 1.4.1

Ejemplo1.4.1. Aplicamos la eliminación Gaussiana modificada a la matriz

A =









1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7









,

y marcamos las posiciones pivote.









1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7









→









1 2 1 3 3

0 0 -2 −2 −2
0 0 2 2 2
0 0 −2 −2 1









→









1 2 1 3 3

0 0 -2 −2 −2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 3









→









1 2 1 3 3

0 0 -2 −2 −2

0 0 0 0 3
0 0 0 0 0









.

Observemos que el resultado final de aplicar eliminación Gaussiana en el ejemplo an-
terior no es forma triangular exactamente, sino un tipo escalonado de forma triangular. De
aquı́ en adelante, una matriz que muestre esta estructura lallamaremosforma escalonada
por filas.
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Forma escalonada por filas

Una matrizE de ordenm× n con filasEi∗ y columnasE∗j se dice que
está enforma escalonada por filassi se verifica lo siguiente.

Si Ei∗ es una fila de ceros, entonces todas las filas por debajo de
Ei∗ son también nulas.

Si la primera entrada no nula deEi∗ está en laj-ésima posición,
entonces todas las entradas por debajo de lai-ésima posición en
las columnasE∗1, E∗2, . . . , E∗j son nulas.

El algoritmo de la eliminación Gaussiana prueba el siguiente

Teorema 1.4.1.Toda matriz es equivalente por filas a una forma escalonada por filas.

Una estructura tı́pica de una forma escalonada por filas, conlos pivotes marcados, es


















* ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 0 * ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 0 0 0 0 * ∗
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



















Los pivotes son las primeras entradas no nulas en cada fila. Podemos tener también co-
lumnas de ceros a la izquierda de la matriz.

Como hay flexibilidad para elegir las operaciones por filas que reducen una matrizA
a una forma escalonadaE, las entradas deE no están unı́vocamente determinadas porA.
No obstante

Lema 1.4.2.SeanE = (eij) una matriz en forma escalonada por filas de ordenm× n y
S el sistema de matriz ampliada[E|0], seaE∗j una columna deE donde no hay pivote.
Entonces existe una solución del sistemaS, α1, . . . , αn, tal queαj 6= 0 y αk = 0∀k > j.

PRUEBA: Consideremos el conjunto{p1, p2, . . . , pm}, con p1 < p2 · · · < pm de las
columnas deE tales que en la columnapi hay un pivote en la filai, es decir, el elemento
eipi es un pivote. La columnaj−ésima deE es de la forma

E∗j =



















e1j
...

erj
0
...
0



















,

de manera que el pivoteerpr es tal quepr < j, pues hemos supuesto por hipótesis queE∗j

no tiene pivote.
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Vamos a construir la soluciónα1, . . . , αn que pruebe el lema. Debe serαs = 0∀s > j,
por supuesto. Ahora, suponiendo ques ≤ j ponemos

αs = 0 si E∗s es una columna sin pivote, es decir,s /∈ {p1, . . . , pr}.

Ponemos también
αj = 1.

Falta por asignar valores aαp1, . . . , αpr . Sustituyendo en el sistema de matriz ampliada
[E|0] los valores que ya hemos construido, es decir,xj = 1 y xs = 0 si s > j o bien
s /∈ {p1, . . . , pr}, nos queda el sistema triangular:

S ′ ≡



















e1p1xp1 + e1p2xp2 + · · · + e1prxpr + e1j = 0
e2p2xp2 + · · · + e2prxpr + e2j = 0

. . .
erprxpr + erj = 0

.

Mediante el algoritmo de sustución hacia atrás se obtieneuna solución del sistemaS ′,
pongamos

xpk = αpk , conk = 1, . . . , r.

De esta forma,α1, . . . αn es una solución del sistema de matriz ampliada[E|0] tal que
αj 6= 0, de hechoαj = 1, y αk = 0 ∀k > j. 2

Teorema 1.4.3.Las posiciones de los pivotes de una forma escalonada por filasE aso-
ciada a una matrizA est́an completamente determinadas por las entradas deA.

PRUEBA: Supongamos queA es una matriz de ordenm×n. SeanU = (uij) y V = (vij)
dos formas escalonadas por filas obtenidas a partir de la matrizA = (aij). Hemos probado
en el ejercicio 1.2.3 que los sistemas linealesS1, S2 y S3 de matrices ampliadas[A|0],
[U |0] y [V |0] son equivalentes. En particular, los conjuntos de soluciones de los sistemas
S2 y S3 coinciden.

Llamaremospi a la calumna deU donde hay un pivote en la filai, es decir, el elemento
uipi es un pivote. Análogamente llamamosqi a la columna deV donde hay un pivote en
la fila i.

Tenemos que probar que las posiciones pivote deU y V son las mismas. Razonamos
por reducción al absurdo: supongamos queU y V no tienen las mismas posiciones pivo-
te. Deduciremos entonces que los sistemasS2 y S3 no son equivalentes, lo cual es una
contradicción.

Seai el ı́ndice de la primera fila deU y V donde la posición pivote no coincide, es
decir,pr = qr si r < i. Podemos suponer sin pérdida de generalidad queqi > pi.

Entonces la columnaV∗pi no tiene pivote enV . Por el lema 1.4.2, existe una solución
del sistemaS3, pongamosα1, . . . , αn, tal queαpi 6= 0 y αr = 0∀r > pi.

Sin embargo, lai−ésima ecuación deS2 es

n
∑

s=pi

uisxs = 0.

De forma que. al sustituir los valoresα1, . . . , αn en esta ecuación obtenemos el valor
uipiαpi 6= 0. Luego no es solución deS2 y los sistemas no son equivalentes. 2
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Ejemplo 1.4.2. Ilustraremos con un ejemplo lo que hemos hecho en la prueba anterior.
sean dos matrices escalonadas con posiciones pivote distintas

U =









7 0 0 0 2 0 0
0 −2 2 0 1 1 0
0 0 0 5 −1 2 0
0 0 0 0 0 0 1









V =









2 0 0 3 2 0 0
0 3 2 −2 1 1 0
0 0 0 0 −1 2 0
0 0 0 0 0 0 1









.

Las posiciones pivote de las filas 1 y 2 de ambas matrices coinciden. Sin embargo, el
pivote de la tercera fila enU está en la posición(3, 4), mientras que enV está en(3, 5).
Nos centraremos precisamente en la columna4 deV para obtener una solución del sistema
de matriz ampliada[V |0] que no lo sea del de matriz ampliada[U |0]. Es evidente que los
valoresx1 = −3/2, x2 = 2/3, x3 = 0, x4 = 1, x5 = x6 = x7 = 0 representan una
solución del sistema definido porV . Sin embargo, al sustituir estos valores en la tercera
ecuación del sistema definido porU

5x4 − x5 + 2x6 = 0

obtenemos el valor5 6= 0. Luego no es solución para el sistema definido porU .

Como las posiciones pivote son únicas, se sigue que el número de pivotes, que es el
mismo que el número de filas no nulas deE, también está unı́vocamente determinado por
A. Este número se denominarango deA, y es uno de los conceptos fundamentales del
curso.

Rango de una matriz

Supongamos que una matrizA de ordenm× n se reduce mediante ope-
raciones elementales por filas a una forma escalonadaE. El rango de
A es el número

rango(A) = número de pivotes
= número de filas no nulas deE
= número de columnas básicas deA,

donde las columnas básicas deA son aquellas columnas deA que con-
tienen las posiciones pivote.

Ejemplo1.4.3. Determinemos el rango y columnas básicas de la matriz

A =





1 2 1 1
2 4 2 2
3 6 3 4



 .

ReducimosA a forma escalonada por filas.





1 2 1 1
2 4 2 2
3 6 3 4



→





1 2 1 1

0 0 0 0
0 0 0 1



→





1 2 1 1

0 0 0 1
0 0 0 0



 = E
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Por tanto,rango(A) = 2. Las posiciones pivote están en la primera y cuarta columna, por
lo que las columnas básicas deA sonA∗1 y A∗4. Esto es,

Columnas básicas=











1
2
3



 ,





1
2
4











.

Es importante resaltar que las columnas básicas se extraendeA y no de la forma escalo-
nadaE.

1.5. Forma reducida por filas

En cada paso del método de Gauss-Jordan, forzábamos a que el pivote fuera1, y
entonces todas las entradas por encima y por debajo del pivote se anulaban mediante
operaciones elementales. SiA es la matriz de coeficientes de un sistema cuadrado con
solución única, entonces el resultado final de aplicar el método de Gauss-Jordan aA es
una matriz con1 en la diagonal y0 en el resto. Esto es,

A
Gauss-Jordan
−−−−−−−−→











1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
.. .

...
0 0 . . . 1











.

Pero si la técnica de Gauss-Jordan se aplica a matrices rectangularesm × n, entonces el
resultado final no es necesariamente como el descrito antes.El siguiente ejemplo ilustra
qué ocurre en el caso rectangular.

Ejemplo1.5.1. Aplicamos la eliminación de Gauss-Jordan a la matriz









1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7









y marcamos las posiciones pivote.









1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
1 2 3 5 5
2 4 0 4 7









→









1 2 1 3 3

0 0 -2 −2 −2
0 0 2 2 2
0 0 −2 −2 1









→









1 2 1 3 3

0 0 1 1 1
0 0 2 2 2
0 0 −2 −2 1









→









1 2 0 2 2

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 3









→









1 2 0 2 2

0 0 1 1 1

0 0 0 0 3
0 0 0 0 0









→









1 2 0 2 2

0 0 1 1 1

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0









→









1 2 0 2 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
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Comparamos este ejemplo con el resultado del ejemplo 1.4.1,y vemos que la forma
de la matriz final es la misma en ambos casos, que tiene que ver con la unicidad de las
posiciones de los pivotes que hemos comentado anteriormente. La única diferencia es el
valor numérico de algunas entradas. Por la naturaleza de laeliminación de Gauss-Jordan,
cada pivote es 1 y todas las entradas por encima y por debajo son nulas. Por tanto, la forma
escalonada por filas que produce el método de Gauss-Jordan contiene un número reducido
de entradas no nulas, por lo que parece natural llamarlaforma escalonada reducida por
filas.

Forma escalonada reducida por filas

Una matrizEm×n está enforma escalonada reducida por filassi se
verifican las siguientes condiciones:

E está en forma escalonada por filas.

La primera entrada no nula de cada fila (el pivote) es1.

Todas las entradas por encima del pivote son cero.

Una estructura tı́pica de una matriz en forma escalonada reducida por filas es


















1 ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 ∗

0 0 1 0 ∗ ∗ 0 ∗

0 0 0 1 ∗ ∗ 0 ∗

0 0 0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



















Como comentamos antes, si una matrizA se transforma en una forma escalonada
por filas mediante operaciones elementales por fila, entonces la forma está unı́vocamente
determinada porA, pero las entradas individuales de la forma no son únicas. Sin embargo

Teorema 1.5.1.Toda matrizA es equivalente por filas a unáunica forma escalonada
reducida por filasEA.

PRUEBA: Una forma escalonada reducida por filas deA se obtiene a partir de cualquier
forma escalonada por filas deA mediante la aplicación del método de Gauss-Jordan como
se ha visto antes, de ahı́ la existencia. Falta la unicidad.

SeanU = (uij) y V = (vij) dos formas escalonadas reducidas por filas asociadas
a A = (aij). Hemos probado en el teorema 1.4.3 que las posiciones pivotedeU y V
coinciden. Como las columnas básicas de las formas escalonadas reducidas por filas están
formadas por ceros, salvo un1 en la posición pivote, el teorema 1.4.3 prueba que las
columnas básicas deU y V coinciden.

Si una columna no básica deU , pongamosU∗j , es nula (formada sólo por ceros), debe
serlo también la correspondiente columnaV∗j . En caso contrario los valores

xi =

{

0 i 6= j
1 i = j
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representan una solución del sistema de matriz ampliada[U |0] pero no del de[V |0].
Si una columna no básica deU es no nula, será de la forma

U∗j =



















u1j
...

urj

0
...
0



















.

El teorema 1.4.3 prueba que la misma columna enV también debe ser de la forma

V∗j =



















v1j
...
vrj
0
...
0



















.

Hay que probar entonces queuij = vij parai = 1, . . . r. Para ello usaremos que los siste-
masS2 y S3 definidos respectivamente por las matrices[U |0] y [V |0] son equivalentes.

Sea la siguiente familia de soluciones de[U |0]

xi,s =







−uij si U∗s es una columna básica
1 si s = j
0 en otro caso,

(1.5.1)

para i = 1, . . . , r. Imponiendo que también sean soluciones deS3, concretamente al
sustituir la solucióni−ésima de la familia 1.5.1 en la ecuacióni−ésima deS3 se obtiene

vij = uij parai = 1, . . . , r.

Luego las matricesU y V son idénticas. 2

Notación

Para una matrizA, el sı́mboloEA denotará la única forma escalonada
reducida por filas derivada deA mediante operaciones por fila. También
escribiremos

A
rref
−→EA.

Ejemplo1.5.2. DeterminemosEA, calculemosrango(A) e identifiquemos las columnas
básicas de

A =









1 2 2 3 1
2 4 4 6 2
3 6 6 9 6
1 2 4 5 3









.
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1 2 2 3 1
2 4 4 6 2
3 6 6 9 6
1 2 4 5 3









→









1 2 2 3 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 2 2 2









→









1 2 2 3 1

0 0 2 2 2
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0









→









1 2 2 3 1

0 0 1 1 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0









→









1 2 0 1 −1

0 0 1 1 1

0 0 0 0 3
0 0 0 0 0









→









1 2 0 1 −1

0 0 1 1 1

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0









→









1 2 0 1 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0









= EA

Por tanto,rango(A) = 3, y {A∗1, A∗3, A∗5} son las tres columnas básicas.

El ejemplo anterior ilustra otra importante caracterı́stica deEA, y explica por qué las
columnas básicas reciben ese nombre. Cada columna no básica es expresable como com-
binación lineal de las columnas básicas. En el ejemplo,

A∗2 = 2A∗1, A∗4 = A∗1 + A∗3. (1.5.2)

Observemos que las mismas relaciones se tienen enEA, esto es,

E∗2 = 2E∗1, E∗4 = E∗1 + E∗3. (1.5.3)

Esto no es una coincidencia, y ocurre en general. Hay algo más que observar. Las relacio-
nes entre las columnas básicas y no básicas en una matriz generalA no se ven a simple
vista, pero las relaciones entre las columnas deEA son completamente transparentes. Por
ejemplo, los coeficientes usados en las relaciones 1.5.2 y 1.5.3 aparecen explı́citamente
en las dos columnas no básicas deEA. Son precisamente las entradas no nulas en estas
columnas no básicas. Esto es importante, porque usaremosEA como un mapa o clave
para revelar las relaciones ocultas entre las columnas deA.

Finalmente, observemos del ejemplo que únicamente las columnas básicasa la iz-
quierdade una columna no básica dada se necesitan para expresar la columna no básica
como combinación lineal de las columnas básicas. Ası́, laexpresión deA∗2 requiere úni-
camente deA∗1, y no deA∗3 o A∗5, mientras que la expresión deA∗4 precisa únicamente
deA∗1 y A∗3.
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Relaciones de las columnas enA y EA

Cada columna no básicaE∗k deEA es una combinación lineal de
las columnas básicas deEA a la izquierda deE∗k. Esto es,

E∗k = µ1E∗b1 + µ2E∗b2 + . . .+ µjE∗bj ,

donde lasE∗bi son las columnas básicas a la izquierda deE∗k, y
los coeficientesµj son las primerasj entradas deE∗k.

Las relaciones que existen entre las columnas deA son exacta-
mente las mismas relaciones que existen entre las columnas de
EA. En particular, siA∗k es una columna no básica deA, enton-
ces

A∗k = µ1A∗b1 + µ2A∗b2 + . . .+ µjA∗bj ,

donde lasA∗bi son las columnas básicas deA situadas a la iz-
quierda deA∗k y los coeficientesµj son los descritos antes.

Ejercicio1.5.1. Se deja como ejercicio probar lo afirmado en el recuadro anterior. Obsérve-
se que las combinaciones lineales de las columnas iguales a cero son precisamente solu-
ciones del sistema lineal asociado a la matriz.

Lo que tenemos es una expresión de la forma

E∗k = µ1E∗b1 + µ2E∗b2 + . . .+ µjE∗bj

= µ1



















1
0
...
0
...
0



















+ µ2



















0
1
...
0
...
0



















+ . . .+ µj



















0
0
...
1
...
0



















=



















µ1

µ2
...
µj

...
0



















.

Ejemplo1.5.3. Escribamos las columnas no básicas de la matriz

A =





2 −4 −8 6 3
0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8





como combinación lineal de las básicas. Para ello, calculamos la forma escalonada redu-
cida por filasEA.




2 −4 −8 6 3
0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8



→





1 −2 −4 3 3
2

0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8



→





1 −2 −4 3 3
2

0 1 3 2 3
0 4 12 −9 7

2



→





1 0 2 7 15
2

0 1 3 2 3
0 0 0 −17 −17

2



→





1 0 2 7 15
2

0 1 3 2 3

0 0 0 1 1
2



→





1 0 2 0 4

0 1 3 0 2
0 0 0 1 1

2



 .
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Las columnas tercera y quinta son no básicas. Revisando lascolumnas deEA, tenemos
que

E∗3 = 2E∗1 + 3E∗2 y E∗5 = 4E∗1 + 2E∗2 +
1

2
E∗4.

Las relaciones que existen entre las columnas deA son exactamente las mismas que las
deEA, esto es,

A∗3 = 2A∗1 + 3A∗2 y A∗5 = 4A∗1 + 2A∗2 +
1

2
A∗4.

En resumen, la utilidad deEA reside en su habilidad para revelar las dependencias
entre los datos almacenados en la matrizA. Las columnas no básicas deA representan in-
formación redundante en el sentido de que esta información se puede expresar en términos
de los datos contenidos en las columnas básicas.

Aunque la compresión de datos no es la razón primaria para introducir aEA, la aplica-
ción a estos problemas es clara. Para una gran matriz de datos, es más eficiente almacenar
únicamente las columnas básicas deA con los coeficientesµj obtenidos de las columnas
no básicas deEA. Entonces los datos redundantes contenidos en las columnasno básicas
deA siempre se pueden reconstruir cuando los necesitemos. Algoparecido ocurrirá cuan-
do tratemos el problema de la colinealidad de datos.

1.6. Compatibilidad de los sistemas lineales. Teorema de
Rouché-Frobenius

Recuérdese la siguiente clasificación de sistemas lineales vista en la página 3:

Definición 1.6.1.Un sistema dem ecuaciones yn incógnitas se dicecompatiblesi posee
el menos una solución. Si no tiene soluciones, decimos que el sistema esincompatible.
Un sistema linealcompatiblese dicedeterminadosi tiene una única solución, en otro
caso se diceindeterminado.

El propósito de esta sección es determinar las condiciones bajo las que un sistema es
compatible.

Establecer dichas condiciones para un sistema de dos o tres incógnitas es fácil. Una
ecuación lineal con dos incógnitas representa una recta en el plano, y una ecuación lineal
con tres incógnitas es un plano en el espacio de tres dimensiones. Por tanto, un sistema
lineal dem ecuaciones con dos incógnitas es compatible si y solamentesi lasm rectas
definidas por lasm ecuaciones tienen al menos un punto común de intersección. Lo mis-
mo ocurre param planos en el espacio. Sin embargo, param grande, estas condiciones
geométricas pueden ser difı́ciles de verificar visualmente, y cuandon > 3 no es posible
esta representación tan visual.

Mejor que depender de la geometrı́a para establecer la compatibilidad, usaremos la
eliminación Gaussiana. Si la matriz ampliada asociada[A|b] se reduce mediante opera-
ciones por filas a una forma escalonada por filas[E|c], entonces la compatibilidad o no del
sistema es evidente. Supongamos que en un momento del proceso de reducción de[A|b]
a [E|c] llegamos a una situación en la que la única entrada no nula de una fila aparece en
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el lado derecho, como mostramos a continuación:

Fila i→













∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗ ∗ ∗

0 0 0 0 0 0 α
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .











 ← α 6= 0.

Si esto ocurre en lai-ésima fila, entonces lai-ésima ecuación del sistema asociado es

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = α.

Paraα 6= 0, esta ecuación no tiene solución, y el sistema original esincompatible (recor-
demos que las operaciones por filas no alteran el conjunto de soluciones). El recı́proco
también se verifica. Esto es, si el sistema es incompatible,entonces en algún momento
del proceso de eliminación llegamos a una fila de la forma

(

0 0 . . . 0 α
)

, α 6= 0. (1.6.1)

En otro caso, la sustitución hacia atrás se podrı́a realizar y obtener una solución. No hay
incompatibilidad si se llega a una fila de la forma

(

0 0 . . . 0 0
)

.

Esta ecuación dice simplemente0 = 0, y aunque no ayuda a determinar el valor de
ninguna incógnita, es verdadera.

Existen otras formas de caracterizar la compatibilidad (o incompatibilidad) de un sis-
tema. Una es observando que si la última columnab de la matriz ampliada[A|b] es una
columna no básica, entonces no puede haber un pivote en la última columna, y por tanto
el sistema es compatible, porque la situación 1.6.1 no puede ocurrir. Recı́procamente, si
el sistema es compatible, entonces la situación 1.6.1 no puede ocurrir, y en consecuencia
la última columna no puede ser básica.

Proposición 1.6.1. [A|b] es compatible si y solamente sib no es columna b́asica.

Decir queb no es columna básica en[A|b] es equivalente a decir que todas las colum-
nas básicas de[A|b] están en la matriz de coeficientesA. Como el número de columnas
básicas es el rango, la compatibilidad puede ser caracterizada diciendo que un sistema es
compatible si y sólo sirango([A|b]) = rango(A). Este enunciado en función del rango se
conoce comoteorema de Rouch́e-Frobenius, del que más adelante daremos un anunciado
algo más ampliado.

Recordemos que una columna no básica se puede expresar comocombinación lineal
de las columnas básicas. Como un sistema compatible se caracteriza porque el lado dere-
chob es una columna no básica, se sigue que un sistema es compatible si y sólo sib es
una combinación lineal de las columnas de la matriz de coeficientesA.

Resumimos todas estas condiciones.
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Compatibilidad

Cada uno de las siguientes enunciados es equivalente a que elsistema
lineal determinado por la matriz[A|b] es compatible.

En la reducción por filas de[A|b], nunca aparece una fila de la
forma

(

0 0 . . . 0 α
)

, α 6= 0.

b es una columna no básica de[A|b].

rango([A|b]) = rango(A).

b es combinación lineal de las columnas deA.

Ejemplo1.6.1. Determinemos si el sistema

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 3x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 2x5 = 2,
3x1 + 5x2 + 8x3 + 6x4 + 5x5 = 3,

es compatible. Aplicamos eliminación Gaussiana a la matriz ampliada[A|b].









1 1 2 2 1 1
2 2 4 4 3 1
2 2 4 4 2 2
3 5 8 6 5 3









→









1 1 2 2 1 1

0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0
0 2 2 0 2 0









→









1 1 2 2 1 1

0 2 0 0 2 0

0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0









.

Como no hay ninguna fila de la forma
(

0 0 . . . 0 α
)

, conα 6= 0, el sistema es
compatible. También observamos queb no es una columna básica en[A|b], por lo que
rango([A|b]) = rango(A). Los pivotes nos indican también queb es combinación lineal
deA∗1, A∗2 y A∗5. En concreto, como la forma escalonada reducida por filas es









1 0 1 2 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0









,

vemos queb = A∗1 + A∗2 − A∗5.

Luego un sistema es compatible si y sólo sirango([A|b]) = rango(A). De hecho
se puede decidir si un sistema compatible esdeterminadoo indeterminadotambién en
función del rango de la matriz de los coeficientes, tal y comose enuncia en elteorema de
Rouch́e-Frobenius.
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Teorema de Rouch́e-Frobenius

Dado un sistema lineal conn incógnitas y matriz ampliada[A|b], se
tiene:

El sistema esincompatiblesi y sólo sirango(A) < rango([A|b]).

El sistema escompatible determinadosi y sólo sirango(A) =
rango([A|b]) = n.

El sistema escompatible indeterminadosi y sólo sirango(A) =
rango([A|b]) < n.

En realidad hemos demostrado en esta sección que un sistemaes compatible si y sólo
si rango(A) = rango([A|b]), falta por demostrar que es compatible determinado si y sólo
si el rango de sus matrices esn (el número de incógnitas). Dedicaremos las siguientes dos
secciones a expresar la solución general de un sistema lineal lo que, de paso, completará la
prueba del teorema de Rouché-Frobenius (ver teorema 1.8.2).

1.7. Sistemas homoǵeneos

Definición 1.7.1.Un sistema dem ecuaciones yn incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0,

en el que el lado derecho contiene únicamente ceros se denominahomoǵeneo. Si al menos
uno de los coeficientes de la derecha es no nulo, decimos que esno homoǵeneo.

En esta sección vamos a examinar algunas de las propiedadesmás elementales de los
sistemas homogéneos.

La compatibilidad nunca es un problema con un sistema homog´eneo, puesx1 = x2 =
. . . = xn = 0 siempre es una solución del sistema, independientemente de los coeficien-
tes. Esta solución de denominasolución trivial. La pregunta es si hay otras soluciones
además de la trivial, y cómo podemos describirlas. Como antes, la eliminación Gaussiana
nos dará la respuesta.

Mientras reducimos la matriz ampliada[A|0] de un sistema homogéneo a una forma
escalonada mediante la eliminación Gaussiana, la columnade ceros de la derecha no se
ve alterada por ninguna de las operaciones elementales. As´ı, cualquier forma escalonada
derivada de[A|0] tendrá la forma[E|0]. Esto significa que la columna de ceros puede ser
eliminada a la hora de efectuar los cálculos. Simplemente reducimos la matrizA a una
forma escalonadaE, y recordamos que el lado derecho es cero cuando procedamos ala
sustitución hacia atrás. El proceso se comprende mejor con un ejemplo.
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Ejemplo1.7.1. Vamos a examinar las soluciones del sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 0.

Reducimos la matriz de coeficientes a una forma escalonada por filas:

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4



→





1 2 2 3
0 0 −3 −3
0 0 −5 −5



→





1 2 2 3
0 0 −3 −3
0 0 0 0



 = E. (1.7.1)

Entonces, el sistema homogéneo inicial es equivalente al sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
−3x3 − 3x4 = 0.

Como hay cuatro incógnitas, y solamente dos ecuaciones, esimposible extraer una so-
lución única para cada incógnita. Lo mejor que podemos hacer es elegir dos incógnitas
básicas, que llamaremosvariables b́asicas, y resolver el sistema en función de las otras
dos, que llamaremosvariables libres. Aunque hay distintas posibilidades para escoger las
variables básicas, el convenio es siempre resolver las incógnitas que se encuentran en las
posiciones pivote.

En este ejemplo, los pivotes, ası́ como las columnas básicas, están en la primera y
tercera posición, ası́ que la estrategia es aplicar sustitución hacia atrás en la resolución del
sistema, y expresar las variables básicasx1 y x3 en función de las variables libresx2 y x4.

La segunda ecuación nos da
x3 = −x4

y la sustitución hacia atrás produce

x1 = −2x2 − 2x3 − 3x4

= −2x2 − 2(−x4)− 3x4

= −2x2 − x4.

Las soluciones al sistema homogéneo original pueden ser descritas como

x1 = −2x2 − x4,

x2 = libre ,

x3 = −x4,

x4 = libre.

Como las variables libresx2 y x4 pueden tomar todos los valores posibles, las expresiones
anteriores describen todas las soluciones.

Mejor que describir las soluciones de esta forma, es más conveniente expresarlas como









x1

x2

x3

x4









=









−2x2 − x4

x2

−x4

x4









= x2









−2
1
0
0









+ x4









−1
0
−1
1









,
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entendiendo quex2 y x4 son variables libres que pueden tomar cualquier valor. Estare-
presentación se denominarásolución generaldel sistema homogéneo. Esta expresión de
la solución general enfatiza que cada solución es combinación lineal de las dos soluciones

h1 =









−2
1
0
0









y h2 =









−1
0
−1
1









.

Consideremos ahora un sistema homogéneo general[A|0] dem ecuaciones yn incógni-
tas. Si la matriz de coeficientesA es de rangor, entonces, por lo que hemos visto antes,
habrár variables básicas, correspondientes a las posiciones de las columnas básicas de
A, y n − r variables libres, que se corresponden con las columnas no b´asicas deA. Me-
diante la reducción deA a una forma escalonada por filas por eliminación Gaussiana y
sustitución hacia atrás, expresamos las variables básicas en función de las variables libres
y obtenemos lasolución general, de la forma

x = xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r,

dondexf1 , xf2 , . . . , xfn−r
son las variables libres, yh1,h2, . . . ,hn−r son vectores colum-

na que representan soluciones particulares.
Si calculamos la forma escalonada reducida por filas del ejemplo, nos queda

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4



→





1 2 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0



 = EA,

y el sistema a resolver es

x1 + 2x2 + x4 = 0,
x3 + x4 = 0.

Si resolvemosx1 y x3 en función dex2 y x4 nos queda el mismo resultado que antes. Por
ello, y para evitar la sustitución hacia atrás, puede resultar más conveniente usar Gauss-
Jordan para calcular la forma escalonada reducida por filasEA y construir directamente
la solución general a partir de las entradas deEA.

Una última pregunta que nos planteamos es cuándo la solución trivial de un sistema
homogéneo es la única solución. Lo anterior nos muestra la respuesta. Si hay al menos
una variable libre, entonces el sistema tendrá infinitas soluciones. Por tanto, la solución
trivial será la única solución si y solamente si no hay variables libres, esto es,n− r = 0.
Podemos reformular esto diciendo

Proposición 1.7.1. Un sistema homoǵeneo de matrizA tiene únicamente la solución
trivial si y solamente sirango(A) = n.

Ejemplo1.7.2. El sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 = 0,
2x1 + 5x2 + 7x3 = 0,
3x1 + 6x2 + 8x3 = 0,
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tiene solamente la solución trivial porque

A =





1 2 2
2 5 7
3 6 8



→





1 2 2
0 1 3
0 0 2



 = E

prueba querango(A) = 3 = n. Se ve fácilmente que la aplicación de la sustitución hacia
atrás desde[E|0] únicamente devuelve la solución trivial.

Ejemplo1.7.3. Calculemos la solución general del sistema

x1 + 2x2 + 2x3 = 0,
2x1 + 5x2 + 7x3 = 0,
3x1 + 6x2 + 6x3 = 0.

Se tiene que

A =





1 2 2
2 5 7
3 6 6



→





1 2 2
0 1 3
0 0 0



 = E,

de donderango(A) = 2 < n = 3. Como las columnas básicas están en las posiciones uno
y dos,x1 y x2 son las variables básicas, yx3 es libre. Mediante sustitución hacia atrás en
[E|0], nos quedax2 = −3x3 y x1 = −2x2 − 2x3 = 4x3, y la solución general es





x1

x2

x3



 = x3





4
−3
1



 , dondex3 es libre.

1.8. Sistemas no homoǵeneos

Recordemos que un sistema dem ecuaciones yn incógnitas

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

esno homoǵeneocuandobi 6= 0 para algúni. A diferencia de los sistemas homogéneos,
los no homogéneos pueden ser incompatibles y las técnicasque conocemos las aplicare-
mos para saber si una solución existe. A menos que se diga lo contrario, suponemos que
los sistemas de esta sección son compatibles.

Para describir el conjunto de todas las posibles solucionesde un sistema no ho-
mogéneo compatible, vamos a construir una solución general de la misma forma que
hicimos para los homogéneos.

Usaremos eliminación Gaussiana para reducir la matriz ampliada[A|b] a una forma
escalonada por filas[E|c].

Identificaremos las variables básicas y las libres.

Aplicaremos sustitución hacia atrás a[E|c] y resolveremos las variables básicas en
función de las libres.
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Escribiremos el resultado en la forma

x = p+ xf1h1 + xf2h2 + . . .++xfn−r
hn−r,

dondexf1 , xf2 , . . . , xfn−r
son las variables libres, yp,h1,h2, . . . ,hn−r son vecto-

res columna de ordenn tales quep es una solución particular del sistema de matriz
[A|b] y xf1h1 + xf2h2 + . . . + +xfn−r

hn−r es la solución general del sistema ho-
mogéneo de matriz[A|0]. Esta será lasolución generaldel sistema no homogéneo.

Como las variables libresxfi recorren todos los posibles valores, la solución gene-
ral genera todas las posibles soluciones del sistema[A|b]. Como en el caso homogéneo,
podemos reducir completamente[A|b] aE[A|b] mediante Gauss-Jordan, y evitamos la sus-
titución hacia atrás.

Ejemplo1.8.1. La diferencia entre la solución general de un sistema no homogéneo y la
de uno homogéneo es la columnap que aparece. Para entender de dónde viene, conside-
remos el sistema no homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 4,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 5,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 7,

en el que la matriz de coeficientes es la misma que la matriz de coeficientes de (1.7.1). Si
[A|b] se reduce por Gauss-Jordan aE[A|b], tenemos

[A|b]→





1 2 2 3 4
2 4 1 3 5
3 6 1 4 7



→





1 2 0 1 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0



 = E[A|b].

Nos queda el sistema equivalente

x1 + 2x2 + x4 = 2,
x3 + x4 = 1.

Resolvemos las variables básicas,x1 y x3, en función de las libres,x2 y x4. Nos queda

x1 = 2− 2x2 − x4,
x2 es libre,
x3 = 1− x4,
x4 es libre.

La solución general se sigue escribiendo estas ecuacionesen la forma








x1

x2

x3

x4









=









2− x2 − x4

x2

1− x4

x4









=









2
0
1
0









+ x2









−2
1
0
0









+ x4









−1
0
−1
1









. (1.8.1)

La columna








2
0
1
0
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que aparece en (1.8.1) es unasolucíon particular del sistema no homogéneo; se tiene
cuandox2 = 0, x4 = 0.

Además, la solución general del sistema homogéneo

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 0,

(1.8.2)

es








x1

x2

x3

x4









= x2









−2
1
0
0









+ x4









−1
0
−1
1









.

Ası́, la solución general del sistema homogéneo (1.8.2) es una parte de la solución general
del sistema no homogéneo original (1.8.1).

Estas dos observaciones se pueden combinar diciendo que

Teorema 1.8.1.La solucíon general del sistema no homogéneo viene dado por una solu-
ción particular ḿas la solucíon general del sistema homogéneo asociado.

PRUEBA: Supongamos que[A|b] representa un sistemam×n compatible, donderango(A) =
r. La compatibilidad garantiza queb no es una columna básica de[A|b], por lo que las
columnas básicas de[A|b] están en la misma posición que las columnas básicas de[A|0].
Esto significa que el sistema no homogéneo y el sistema homogéneo asociado tienen exac-
tamente el mismo conjunto de variables básicas ası́ como delibres. Además, no es difı́cil
ver que

E[A|0] = [EA|0] y E[A|b] = [EA|c],

dondec es una columna de la forma

c =





























ξ1
ξ2
...
ξr
...
0
...
0





























.

Esto significa que si resolvemos lai-ésima ecuación en el sistema homogéneo reducido
para lai-ésima variable básicaxbi en función de las variables libresxf1 , xf2 , . . . , xfn−r

para dar
xbi = αixfi + αi+1xfi+1

+ . . .+ αn−rxfn−r
,

entonces la solución de lai-ésima variable básica en el sistemano homoǵeneoreducido
debe tener la forma

xbi = ξi + αixfi + αi+1xfi+1
+ . . .+ αn−rxfn−r

.

Esto es, las dos soluciones se diferencian únicamente en lapresencia de la constanteξi en
la última. Si organizamos como columnas las expresiones anteriores, podemos decir que
si la solución general del sistema homogéneo es de la forma

x = xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r,
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entonces la solución general del sistema no homogéneo tiene la forma similar

x = p+ xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r,

donde la columnap contiene las constantesξi junto con ceros. 2

Ejemplo1.8.2. Calculemos la solución general del sistema

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 3x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 + 2x5 = 2,
3x1 + 5x2 + 8x3 + 6x4 + 5x5 = 3,

y la comparamos con la solución general del sistema homogéneo asociado.
En primer lugar, calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz am-

pliada[A|b].

[A|b] =









1 1 2 2 1 1
2 2 4 4 3 1
2 2 4 4 2 2
3 5 8 6 5 3









→









1 1 2 2 1 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0
0 2 2 0 2 0









→









1 1 2 2 1 1
0 2 2 0 2 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0









→









1 1 2 2 1 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0









→









1 0 1 2 0 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0









→









1 0 1 2 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0









= E[A|b].

El sistema es compatible, pues la última columna es no básica. Resolvemos el sistema
reducido para las variables básicasx1, x2, x5 en función de las variables libresx3, x4 para
obtener

x1 = 1− x3 − 2x4,
x2 = 1− x3,
x3 es libre,
x4 es libre,
x5 = −1.

La solución general del sistema no homogéneo es

x =













x1

x2

x3

x4

x5













=













1− x3 − 2x4

1− x3

x3

x4

−1













=













1
1
0
0
−1













+ x3













−1
−1
1
0
0













+ x4













−2
0
0
1
0













.

La solución general del sistema homogéneo asociado es

x =













x1

x2

x3

x4

x5













=













−x3 − 2x4

−x3

x3

x4

0













= x3













−1
−1
1
0
0













+ x4













−2
0
0
1
0













.

31
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Ahora volvemos a la pregunta“¿Cuándo un sistema compatible tiene solución úni-
ca?”. Sabemos que la solución general de un sistema no homogéneo compatible de orden
m× n, con rangor, es de la forma

x = p+ xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r,

donde

xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r

es la solución general del sistema homogéneo asociado. Por tanto

Teorema 1.8.2.Un sistemacompatiblede matriz ampliada[A|b] tendŕa unaúnica solu-
ción si y solamente si no hay variables libres, esto es, si y solamente sirango(A) = n.
Esto es lo mismo que decir que el sistema homogéneo asociado[A|0] tieneúnicamente la
solucíon trivial.

Ejemplo1.8.3. Consideremos el siguiente sistema no homogéneo:

2x1 + 4x2 + 6x3 = 2,
x1 + 2x2 + 3x3 = 1,
x1 + x3 = −3,
2x1 + 4x2 = 8.

La forma escalonada reducida por filas de[A|b] es

[A|b] =









2 4 6 2
1 2 3 1
1 0 1 −3
2 4 0 8









→









1 0 0 −2
0 1 0 3
0 0 1 −1
0 0 0 0









= E[A|b].

El sistema es compatible porque la última columna no es básica, o bien porquerango(A) =
3 = número de incógnitas (no hay variables libres). El sistema homogéneo asociado tiene
únicamente la solución trivial, y la solución del sistema es

p =





−2
3
−1



 .
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Resumen

Sea[A|b] la matriz ampliada de un sistema no homogéneo compatible,
de ordenm× n, conrango(A) = r.

Mediante la reducción de[A|b] a una forma escalonada usando la
eliminación Gaussiana, resolvemos las variables básicas en fun-
ción de las libres y llegamos a que lasolución generaldel sistema
es de la forma

x = p+ xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r.

La columnap es una solución particular del sistema no ho-
mogéneo.

La expresión

xf1h1 + xf2h2 + . . .+ xfn−r
hn−r

es la solución general del sistema homogéneo asociado.
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