Tema 7.-. Ecuaciones de tercer y cuarto grado.Teorema
fundamental del Algebra.

7.1. Laecuacién de tercer grado: formula de Cardano-Tartaglia

El desarrollo de este tema estda tomado del libro Introduccion al Algebm, de S.
Xambo, F. Delgado y C. Fuertes, Ed. Complutense, Madrid, 1993.

Vamos a estudiar ahora la ecuacién de tercer grado. Suponemos ahora que
f(X) = X3 + Q1X2 4+ as X + a3 € @[X]

A todos los efectos, el resolver f(X) = 0 equivale a hacer lo mismo para la ecuacién
f(X —%) = 0. Esta sustitucién tiene la ventaja de que elimina el término en X 2 luego
se puede suponer, de entrada, que

f(X)=X34+pX +q.

La sustitucién anterior se llama de Tchirnhausen.
Estudiemos pues las soluciones de

f(X)=X?+pX +¢q=0. (1)

Podemos suponer que p y ¢ son distintos de 0 (si p = 0, las soluciones de (1) son las
raices ctbicas de —g; si ¢ = 0 las soluciones son 0 y las raices cuadradas de —p).
Supongamos que « es una solucién de (1). Hagamos la sustitucion o = u + v.
Obtenemos:
u® + 0% + (3uv + p)(u+v) + ¢ =0,

Si tomamos u, v de manera que 3uv + p = 0, i.e. u, v serian las raices de la ecuacion
cuadratica X? — aX — £ =0, obtenemos:

u? +v? = —q.
Puesto que
3,3 p’
Ut = ——
27
tenemos que u?, v® son las soluciones de la ecuacién cuadratica:
2 p’
X 4+qgX —-—==0. 2
X — o (2)
Asi pues para encontrar una solucién de (1) tomamos una solucién [ de (2), tomamos
u una raiz ctibica de 8y ponemos v = —£. Entonces v° es la otra solucién de (2) y
a = u + v es solucién de (1). Simbdlicamente, una solucién de (1) es




debido a que las soluciones de (2) son
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Si w # 1 es una raiz ctibica de 1, u; = u,us = wu,us = w?u son las tres raices

cubicas de 3. Pongamos v; = —3— de manera que v; = v, vs = w?v, v3 = wv. Entonces

las raices de (1) son: o = u; +v;, i = 1,2, 3.

7.2. La ecuacion de cuarto grado: método de Ferrari

Mediante una transformacién de Tchirnhausen, podemos centrarnos en el caso en
que nuestra ecuacion de cuarto grado sea de la forma

f(X)=X*4+pX?+¢gX +r=0. (3)

En el caso en que r = 0, nuestra ecuacién se reduce a una ecuaciéon de grado 3. Si
q = 0, se trata de una ecuacién bicuadratica.

Podemos pues suponer r, g # 0.
Consideremos una variable auxiliar u y escribamos

f(X):(X2+§+u)2— |:2UX2—(]X—}— (u2+pu—r+%2)]

Para que el polinomio entre corchetes, que notaremos g(X), sea un cuadrado ha de
verificarse que

p2
q2—8u(u2—|—pu—r—|—z>20. (4)

Ahora bien, (4) es una ecuacién de tercer grado y sabemos pues resolverla mediante
radicales. Sea uo una raiz de (4). Entonces ;- es una raiz doble de g(X) y se tiene

2
f(X) = <X2+§+Uo>2 — 2uy (X— i)

de donde las raices de f(X) son las raices de los siguientes polinomios de grado 2:
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7.3. El teorema fundamental del Algebra.

Este teorema garantiza la existencia de soluciones en el cuerpo de los ntimeros
complejos de toda ecuacién polinémica compleja. Fue enunciado por D’Alembert, pe-
ro demostrado por Gauss. Damos una demostracién simple, basada en resultados de
Analisis. Para una demostracién totalmente algebraica, hay que esperar a desarrollar
la teoria de Galois.

LEMA 7.3.1.— Si f: D — R es una funcién continua, y D es un conjunto cerrado y
acotado (compacto) de R?, entonces f tiene un minimo y un maximo en D.

LEMA 7.3.2.— Sea f(x) € Clz]. Entonces |f(z)| alcanza un valor minimo en algin
20 € C.

Demostracion. Es inmediato ver que lim,— 1« |f(2)| = +00. Por tanto, como |f(x)]
se hace grande cuando |z| crece, se deduce que la cota inferior de |f(z)| para z € C es
también la cota inferiro en un dicso suficientemente grande |z| < r. Como | f(x)| es una
funcién continua con valores en R, por el lema anterior tenemos que |f(z)| alcanza su
valor minimo en el disco. [

LEMA 7.3.3.— Sea f(z) € C[z] con f(z) no constante. Si f(x¢) # 0 entonces |f(xg)]
no es el valor minimo de |f(x)].

Demostracion. Sea f(x) € C[z] no constante, y supongamos que xy es un punto con
f(xg) # 0. Hagamos el cambio de variables =+ por z. Con esto se mueve xq al origen,
y podemos suponer f(0) # 0. Multiplicamos f(x) por f(0)~!, y conseguimos f(0) = 1.
Vamos a probar que 1 no es el valor minimo de |f(x)]|.

Sea k el exponente mas pequeno de = que aparece en f(z). Entonces

f(z) =1+ az® + términos de grado > k.

Ahora sea o una raiz k-ésima de —a~!, que existe por la férmula de DeMoivre. Hacemos
ahora el cambio de variable cx por x. Entonces f(x) tiene la forma

f(z) =1 — 2" + ¥ g(2) para algiin polinomio g(z).
Sea € < 1 un numero real y positivo. Entonces
[F(O] < |1 — €]+ g(e)] .-
Como €* < 1, podemos escribir
[F(O] 1=+ g(e)] =1 ¢"(1 —elg(o)]).

Si € — 0 entonces € |g(€)| — 0, por lo que podemos escoger xy < 1 real y positivo tal
que xg |g(zo)| < 1. Entonces

25(1 = 2o |g(z0)]) > 0
y [f(wo)| < 1=1[f(0)]- =



TEOREMA 7.3.4.— Teorema fundamental del Algebra. Si f(z) € C[z] es un polinomio
no constante, entonces tiene al menos una raiz compleja.

Demostracion. Sea f(x) un polinomio no constante. Entonces |f(z)| tiene un valor
minimo en algin xy € C. Por el lema anterior, |f(zq)| = 0, de donde f(x¢) = 0. O



