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Introduccion

Estas notas contienen la redaccién de un minicurso de 4 sesiones impartido por
el autor en el Departamento de Algebra de la Universidad de Sevilla, durante
el mes de febrero de 2000. El objetivo del curso era ofrecer una introduccién
rapida a la teorfa de las representaciones complejas (finito dimensionales) de los
grupos finitos y de las dlgebras de Lie semisimples complejas (caso de sl(2, C)).

Agradezco a I. Ojeda Martinez de Castilla y M.J. Soto Prieto el interés que
mostraron al hacerse cargo de la redaccién

1 Nociones basicas

Definicién 1.1. Sea G un grupo finito. Sea k = C. Una representacion de G
es un par (V, p), donde V' es un k-espacio vectorial y p es un homomorfismo de
grupos

p: G — GL(V).

Recordemos que la k-dlgebra de G se define como

kG =@ k-o={f: G-k},

oceG
con la multiplicacién dada por
(Saro)(Ttoo) =X (X arter)r
ceG ceG T7€EG “o-ol'=1

o en notacién funcional, por la convolucién

(f*9)(r) = flo)g(o"7).

ceG

*Notas redactadas por I. Ojeda Martinez de Castilla y M.J. Soto Prieto.



Observacién 1.2. Las representaciones de G se pueden considerar como k[G]-
mddulos, dando a V la estructura de k[G]-mddulo con la multiplicacion definida
de la siguiente manera: si

vev, r:ZaUJEk[GL

€s

rev= Zagp(a)(v).

1.1 Nociones

Observacién 1.3. Un subsespacio invariante o subrepresentacion de V' es un
submddulo W ; i.e., un subespacio vectorial W C V wverificando

plo) (W)W para todo o € G.

Observacién 1.4. Sean (V,p) y (W, ) dos representaciones de G. Un homo-
morfismo de representaciones es un homomorfismo k-lineal T:V — W com-
patible con p y A, i.e.,

T -plc) = Mo)-T para todo o,

T(o-v) = o-T(v) para todos o, v,

o lo que es lo mismo, un homomorfismo de k|G]-mddulos. Ndtese que en la
sequnda ecuacion escribimos o - v en lugar de p(c)(v).

Naturalmente, ker T e ImgT son subrepresentaciones de V. y W respectiva-
mente.

1.2 Algunas representaciones especiales

Observacién 1.5. Sean V, W dos representaciones de G (omitimos p y \).
Entonces Homy (V, W) es una representacion de G de la siguiente forma: para
todo 0 € G y ¢ € Homy(V, W), es

(- ¢)(v) =0 (o™ V).

Observacién 1.6. Se llama representacion trivial (o unidad) o la dada por
V =k, o(v) =v para todo 0 € G, v € k. Esto es, p(o) = idy.

Observacién 1.7. V* = Hom(V, k) es una representacion. En efecto, Si 'V es
una representacion cualquiera y W = k la representacion trivial, por 1.5 y 1.6,
V* = Hom(V, k) es una representacion definida por

(0-9)(v) =9 v).

Observacion 1.8. Sean V', W dos representaciones de G. Entonces V@ W es
una representacion de G de la siguiente forma: para todooc € G yv e V,w € W,
es

o-(vew)=(c-v)® (o -w).



Observacion 1.9. Recordemos que la accion de un grupo sobre un conjunto
es una aplicacion p: G — &(X), donde &(X) es el conjunto de biyecciones
de X. Una accion p: G — &(X) induce una representacion p: G — GL(kX),
donde kX = {f: X — k} definida por

p(o)(d)(x) = ¢(o™" - ), para todo x € X.

Ejemplo 1.10. Supongamos que X = G. Entonces la accion por traslacion
de G sobre si mismo dada por p(o)(x) = o - x induce la representacién adjunta
de G. Andlogamente, la accién por automorfismo interno p(o)(x) = o -z 0!
induce la representacion interna de G.

2 Descomposicion en representaciones irreducibles

Definicién 2.1. Una representacion se dice irreducible si no tiene ninguna sub-
representacion no trivial, es decir, si es un k[G]-mddulo simple.

Un ejemplo trivial de representacién irreducible es k.

Definicién 2.2. Una representacion V' se dice completamente reducible si es
suma directa de representaciones irreducibles.

Ejemplo 2.3. Sea V = C%. Pongamos {e1,es} la base candnica de V. Sea
p: Z — GL(V) dada por p(n) = A", donde

11
A= ( L ) .
Esta representacidn no es irreducible, porque W = (e3) C V es una subrepre-

sentacion no trivial.

Teorema 2.4 (Reducibilidad completa de los grupos finitos). Toda rep-
resentacion compleja (o en un cuerpo de caracteristica 0) de dimension finita
de un grupo finito es completamente reducible.

Recordemos que un espacio vectorial hermitico es un espacio V' dotado de
una forma hermitica, es decir, una forma (,): V x V — C bilineal para la suma
vy que ademds verifica

o (av,w) = a(v,w).
o (v,aw) = a({v,w).
e Para todo v#0,es (v,v) € Ry (v,v) > 0.

Definicién 2.5. Una representacion unitaria es una representacion (V, p), tal
que V' es hermitico y la forma hermitica (,) es compatible con la estructura
de k[G]-mddulo, es decir,

(0 v,0 W)= (v,W), para todo o € G y todos v, w € V .



Demostracion. Hay dos formas de demostrar el Teorema: usando, bien repre-
sentaciones unitarias, bien proyectores.

e Supongamos que V es una representacion unitaria. Demostraremos el
resultado por induccién sobre la dimensién de V. Si la dimensién es 1 o si
V' es irreducible, no hay nada que decir. Si la dimensién es mayor y V' no
es irreducible, sea W C V una subrepresentacién no trivial (naturalmente,
también es unitaria). Entonces, W también es invariante. En efecto, si
veWltyoeGeso-veW pues (0-v,w) = (v,07 1 -w) =0, porque
cl-weWw.

Asi, V. =W @ W+. Como las dimensiones de W y W+ son menores que
la dimensién de V', por la hipétesis de inducciéon, son sumas directas de
subespacios invariantes. Por tanto, también lo es V.

Supongamos ahora que (V, p) no es una representacién unitaria, y W C V
una subrepresentacién. Sea (,) una forma hermitica en V, y definamos la
siguiente forma hermitica:

(v,w) = Z<U~v,a-w>.

ceG

Esta nueva forma promediada verifica que
(rv, W),
luego V' es una representacién unitaria para (,)’.

e En este caso, s6lo haremos uso de que k es un cuerpo de caracteristica
cero (para dividir por |G|). Sea W C V invariante, y sea p: V. — W un
proyector (i.e., p> = p) de imagen W . Consideremos

= S alo .
oceG

Entonces p’: V. — W también es un proyector. Aun mds, kerp’ es in-
variante. En efecto, si v € kerp’, es p/(v) = 0. Tenemos que probar
que p'(7v) = 0 para todo 7 € G. Pero se tiene la igualdad

Frv = Do e )
ceG
Renombrando A~! = o717, se puede escribir
p'(Tv) TAp(A ") p'(v) = 0.
“EZ “ar

Finalmente, como p’ es un proyector, se tiene V = Imgp’ @ kerp’ =
W @ ker p’. Aplicando la hipétesis de induccién se tiene el resultado.



La ventaja de la primera demostracién es que se puede generalizar representa-
ciones continuas de grupos topolégicos compactos en un espacio de Hilbert. La
de la segunda es que funciona para un cuerpo k arbitrario de caracteristica
cero. o

Lema 2.6 (De Schur). SeanV, W dos representaciones complejas irreducibles,
yT:V — W un homomorfismo. Entonces, ocurre una y sélo una de las posi-
bilidades:

e T'=0.
e T es un isomorfismo
Ademds, si V=W yT:V —V no es nula, entonces T = \idy, A € C.

Demostracion. La primera parte del Lema es evidente por ser V' 'y W dos k[G]-
modulos simples. Veamos la segunda parte. Sea A un autovalor de T'. Entonces,
T — Aid: V — V es un homomorfismo que no es isomorfismo. Por la primera
parte del Lema, ha de ser T'— Aid = 0. O

Corolario 2.7 (Unicidad de la descomposicién). Sea V una representacion
completamente reducible, y escribamos

VeoVre..oVer, VoeWhe...owd,

de forma que V;, W; sea irreducibles, y Vi % Vi, Wi % V;, para i # j. Entonces,
r =s, (reordenando si se precisa), V; ~W; y a; = b;.

Demostracion. Del Lema de Schur se sigue que si T: V' — V es un isomorfismo,
entonces envia el sumando V;** en aquel sumando W;)j para el cual V; ~ W;.
Tomando T como la identidad de V' en V, obtenemos las identificaciones que
queremos. U

Observacion 2.8. Si G es abeliano, las representaciones irreducibles son de
dimensidn 1 (ejercicio para el lector).

3 Caracteres

El objetivo principal de esta sesién es demostrar que existe un ndmero finito y
determinado de representaciones irreducibles de un grupo finito G.
Sean G un grupo finito y (V, p) una representacién de G.

Definicién 3.1. Llamaremos cardcter de V a la funcion xv: G — C, tal que
xv(g) =tr(p(g)), donde tr denota a la traza de p(g) € GL(V).

Nétese que en el caso particular en que V' es un espacio vectorial de dimensién
1 el concepto de cardcter de V' coincide con el de cardcter de un grupo en el
grupo multiplicativo C*, y por tanto es, ademéas, un homomorfismo de grupos.



Definicién 3.2. Llamaremos funciones de clase de G en C a los elementos del
conjunto

CG={a:G—C | alhgh™')=alg), parag, h€G}.

No es dificil comprobar que CG tiene estructura de C-espacio vectorial de
dimensién finita. Més concretamente dimg (CG) es igual al nimero de clases de
conjugacion.

Obsérvese también que los caracteres son funciones de clase ya que xy (hgh™!) =
xv(g), por ser ésta una propiedad verificada por la traza.

Lema 3.3. Sean V y W dos representaciones de G.
L xvew = xv +xw-
2. XVeW = XV ' XW-
8. xv+ =Xv-
Se entiende que las igualdades se dan “puntualmente”, es decir, en cada g € G.

Demostracion. Los apartados 1 y 2 se dejan como ejercicio para el lector. En
ambos casos la solucion se puede obtener, tras fijar debidamente una base de
V, sin mds que estudiar las matrices automorfismos p(g). Obviamente una
demostracion donde no fuese necesario fijar una base de V' es mucho mas ele-
gante. Esto ultimo es siempre posible usando la definicién intrinseca de traza
(cf. Bourbaki.)

3. Sea g € G, entonces p(g) € GL(V) y p*(g) € GL(V*). Como p*(g) =
p(g~ 1), se sigue que

xv-(g) =tr (p(g~ ")) =tr (pg™")).

Por tratarse G de un grupo finito tenemos que g tiene orden finito n, y por
tanto que p(g)" = idy. Luego si A es un autovalor de p(g) es A" =1y, como
A\ = 1, sigue que A~! = . De este razonamiento se deduce que

tr (p(g™")) = tr (p(9)) = xv (9),

y por tanto la igualdad buscada. O

4 Invariantes

Para cualquier representacién V' de un grupo (finito) G, definimos el subespacio
vectorial
Vé={veV | gv=v, parageG}CV.

Nos proponemos encontrar un método explicito para calcular V.



Ejemplo 4.1. SeanV y W dos representaciones de G. Sabemos que Hom(V, W)
asimismo es una representacion de G, luego tiene perfecto sentido considerar el
subespacio vectorial Hom(V,W)¥. En este caso, se comprueba facilmente que
éste es eractamente HomC[G](V7 W). En efecto, basta tener en cuenta que para
cada ¢ € Hom(V,W)% es g = go = gpg~', para todo g € G. Por consiguiente,
los morfismos en Hom(V, W)Y son los homomorfismos de representaciones de
G o, equivalentemente, los homomorfismos de C[G]-mddulos.

Obsérvese que para cualquier representaciéon V' de G, el endomorfismo p(g): V —
V no es, en general, un homomorfismo de C[G]-mddulos. En cambio, si tomamos
la media de todos estos endomorfismos, es decir,

1
o= > nlg) € End(V),

geG

entonces el endomorfismo ¢ es C[G]-lineal pues Y. g = > hgh~!. De hecho, se
tiene:

Proposicion 4.2. Sea V' una representacion de un grupo finito G. El endo-
morfismo ¢ definido anteriormente verifica:

e © es un morfismo de representaciones de G.

e Imgyp=VE.
o 02 =o.
Demostracion. La prueba de este resultado es un sencillo ejercicio. O

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos que V& es suman-
do directo de V' (como representacién), que V¢ ~ C" (como representacién triv-
ial) y por el teorema de Unicidad de la Descomposicién, que en el resto de los
factores invariantes no pueden aparecer representaciones triviales. En resumen
tenemos que

V = VY @ (representaciones no triviales) .

Ademdés, la dimensién de V& tiene un doble significado: por un lado coincide
con la traza de ¢, que en este caso es ﬁ > gec Xv(9) (pues la traza conmuta
con sumas), y por otro es la multiplicidad de la representacién trivial en V.

Este ultimo concepto de multiplicidad corresponde a una situacién algo mas
general:

Definicién 4.3. Si W es una representacion irreducible y V es una repre-
sentacion arbitraria, entonces la multiplicidad de W en V., m(V, W) es el may-
or entero a > 0 tal que en la descomposicion de V. como suma de irreducibles
aparece W4,

La definicién tiene sentido por el teorema de Unicidad de la Descomposicion,
y como se vera en breve existe una férmula explicita en términos de los caracteres

de W y V para la miultiplicidad de W en V.



Lema 4.4. Si W es una representacion irreducible y V' es una representacion
cualquiera, entonces la multiplicidad de W en V' es igual a

m(V, W) = dim (Hom W, V)G> .

Demostracion. Sea V. =V" @ ---® V2 la descomposicién en representaciones
irreducibles. Sin pérdida de generalidad podemos suponer W = V7, y por tanto
tenemos que la multiplicidad de W en V es a;. Por otro lado, sabemos que
Hom(W, V)¢ = Homgg)(W, V), y como Hom es un funtor aditivo, se sigue que
Hom(W, V)¢ = @, Homgg (W, V). Finalmente, del Lema de Schur sigue que
®; Home ) (W, Vi) = Homg) (W, V1) = C*. O

Corolario 4.5. SiW es una representacion irreducible y V' es una representacion
cualquiera, entonces la multiplicidad de W en V' es igual a

( vV XW XV
“ @ o

Demostracion. Como Homge (W, V)X W*@c V' y
dim (Hom(W V) ) |G\ ZXHom wv)(9),
se tiene, por el lema anterior, que la multiplicidad de W en V es
m(W,V) = |G| > xweav(9)-

geG

Aplicando ahora los apartados 2 y 3 del Lema 3.3, se obtiene la igualdad bus-
cada. |

Notacion 4.6. En el conjunto de funciones de clase, CG, definimos el producto
hermitico
8 =1 Y al0)
e

Vimos, en la seccién anterior, que los caracteres son funciones de clase.
Asi, por el corolario 4.5, la multiplicidad de W en V se puede entender como
xw,s xv)-

Con la notacioén introducida tenemos los siguientes resultados inmediatos:
Corolario 4.7. SiV es una representacidn irreducible, entonces (xv,xv) = 1.

Corolario 4.8. Si V,W son representaciones irreducibles, entonces

1 st VW,

v xv) = {0 sV LW,



Corolario 4.9. El niumero de representaciones irreducibles de G es menor o
igual que dimc (CG).

Notacién 4.10. Denotaremos por G al conjunto (finito) de las clases de iso-
morfia de representaciones irreducibles de G.

En lo que resta de seccién se pretende demostrar que el nimero de repre-
sentaciones irreducibles de G no es sélo menor o igual que dime¢ (CG) sino que
es siempre una igualdad.

Sea R = C%, una base de R es {e, },e¢ donde

e (7) 1 sioc=r,
O_T:
0 sioc#rT.

Tomemos p: G — GL(R) tal que p(g)(e;) = €45. Se tiene que R es una rep-
resentacién de G, la llamada represetacién regular o adjunta de G (vedse el
Ejemplo 1.10.)

En vista de la definicién de p se tiene que la matriz de p(g) consiste en una
permutacién en las filas de la matriz identidad, de donde se deduce trivialmente
que
0 sig#lg,

xr(g) = tr(p(g)) = {|G| sig=1g.

De la férmula del Corolario 4.5 se obtiene que si V' es una representacion
irreducible cualquiera, entonces la multiplicidad de V' en R es

m(V,R) = (xv,Xr)
= ﬁZXV(g)XR(Q)

geqG

- ﬁ 3w @G

geaG

= Z xv(9)

geG
= xv-(1g) =dimV.

Luego todas las representaciones irreducibles de G se pueden encontrar co-
mo subrepresentaciones en R. De hecho se tiene algo mas concreto: cualquier
representacién irreducible V' de G aparece en R con multiplicidad dim V. Asi,

G| =dimR =) (dimV)>.
ved

Sean V' un representacién cualquiera de G y « una funcién de G en C.
Definimos ¢q,1 € Ende(V) como pa,v = 3° o a(g)p(g). Con esta definicién,
si a € CG, entonces se comprueba facilmente que ¢, es un morfismo de
representaciones.



Teorema 4.11. Sean Vi, ..., V. las distintas representaciones irreducibles de
G. Entonces {xv,,...,Xxv.} es una base ortonormal (para {,)) de CG.

Demostracion. Por el corolario 4.8 y el lema de Schur, tenemos que (xv;, xv;) =
d; ;. Por consiguiente, basta demostrar que {xv,,- - ,XVT}J‘ = {0}, pues por
un corolario anterior ya tenemos que (V;, V;) = 1, para todo i.
Sea o € {xv;," " 7XVr}l- Entonces, por el lema de Schur, ¢,.v, = A;idy, y
1 _ |G|
tr (m,v,) = > alg)xvi(g) = (o, xvi)-

T dimV; ~ dimV;
geG

A =
dim V;

Por ser a € {xv;,... 7XV,r}l7 se sigue que el ultimo término de esta cadena de
igualdades es cero, y por tanto que \; = 0. Luego ¢, v, = 0, y esto implica que

¢a,v = 0 para todo V, puesto que @o. vew = @a,v ® Pa,w-
Tomando ahora la representacién regular (R, pr), se obtiene que o r = 0

de donde se deduce que
> alg)pr(g) = 0.
geG

Finalmente, en el caso de la representacién regular se tiene que {pr(9)}g4cc una
familia linealmente independiente es a(g) = 0 para todo g € G, por consiguiente
a=0. O

Evidentemente este tultimo teorema demuestra la igualdad en el corolario
4.9.

Corolario 4.12. |G| = dim CG.

5 Varia

Ejemplo 5.1. Consideremos G = &3 el grupo simétrico. Hay dos representa-
ciones irreducibles evidentes:

1 Representacion trivial, dada por p: &3 — C* = GL(C) tal que p(g) =1
para todo g € G.

2 La representacion ‘signo’, dada por p: 3 — {1,—1} C C*, tal que p(g) =
signatura(g).

Hay también una tercera representacion menos evidente que describimos a con-
tinuacion:
3 Sea V = {(vi,v2,v3) € C* | vy +wvy+wv3 =0}, yp: G— GL(V) dada
por
p(g)(l}l, V2, U3) = (’0971(1), 'Ug—l(Q), Vg-1 (d))
Esta representacion también es irreducible. Lo demostraremos restringien-

do p a dos subgrupos de G. Sea pues 7 = (1,2,3), y H = (1) C 3. Lla-
maremos T = 7(g), y tenemos T: V — V. Comoord(r) = 3, es T? = idy,

10



luego T es diagonalizable y tiene sus autovalores en el conjunto {w,w?, w® =
1}, con w = €*™/3.  Consideraremos entonces la suma directa V =

Vi ® Vi @ Ve, donde Vi = ker(w®id —T).

Como se comprueba fdcilmente, si T(v) = v, entonces v.= 0. Sin em-
bargo, vy = (1,w,w?) es un autovector para el autovalor w?, de forma
que (v2) CV es estable para T.

Sea ahora o = (1,2). Es evidente que 7o = 072, luego debe verificarse que

T -oc-v=0-T? v =o0(wv) =wo(v), para todo v € V2
Asi, si v es un autovector para T de autovalor w?, entonces ov es au-
tovector de autovalor w (obsérvese el constante abuso de la notacidn),
luego V2 C V.

Como hemos visto antes, Vi = 0, luego V = V,, ® V2. Como V es
de dimension 2, cada uno de los sumandos es de dimension 1. Ahora
bien, esta suma directa no es una suma directa de subrepresentaciones,
porque oVy2 C V. Ademds, no hay subrepresentaciones distintas de
éstas, porque han de ser estables al menos para T'.

Tenemos pues tres representaciones irreducibles, y sabemos que |G| es igual
a la suma de las dimensiones al cuadrado de las representaciones irreducibles,
luego éstas tres son todas las representaciones irreducibles de &3. Puede verse
una demostracion independiente de este hecho en [Fulton-Harris].

6 Representacion de Algebras de Lie

Hasta ahora, hemos estudiado la Teoria de Representaciones de grupos finitos.
El siguiente paso natural es abordar grupos no finitos pero con alguna propiedad
que ‘sustituya’ la finitud, por ejemplo grupos compactos: S', grupos ortogonales
etc.

La idea es sustituir las medias por una medida de Haar, pu: C(G) — C
lineal, con una cierta propiedad de continuidad (si f > 0, entonces u(f) > 0) e
invariante por traslaciones, normalizada por v(G) = 1. Andlogamente, se puede
trabajar con representaciones en espacios de Hilbert.

Ahora bien, en el proceloso mundo de los grupos, existen otros grupos infini-
tos no compactos que son ciertamente ‘interesantes’: GL(n,R), GL(n,C), etc.
Estos grupos estdn dotados de la estructura de grupos de Lie, de forma que el
siguiente paso natural es estudiar la representacién de dlgebras de Lie (se deja
para el lector el ejercicio de definir ‘natural’.)

Definicién 6.1. Un dlgebra de Lie (para k = R, C) es un k-espacio vectorial g,
con una aplicacion [,]: g x g — g bilineal, antisimétrica (esto es, [a,b] = —[b,a])
y que verifica la identidad de Jacobi:

[a, [b, CH + [b, e, aH + [c, [a,bﬂ =0.

11



Ejemplo 6.2. El ejemplo mas sencillo de dlgebra de Lie es cualquier k-dlgebra R
con [r,s] =rs— sr.

Otro ejemplo es gl(n, k) = M(n X n, k) (con la estructura de k-dlgebra) y su
subdlgebra de Lie sl(n, k) cuyos elementos son las matrices de gl(n, k) con traza
cero.

Definicién 6.3. Una representacion del dlgebra de Lie g es un par (V,p) tal

que V' es un k-espacio vectorial y p: g — gl(V) = End(V') es un homomorfismo

de dlgebras de Lie (i.e., compatibles con [,].)
SizegyveV,senotax-v=p)(v)ylzy - v=z-(y-v)—y-(z-v).

Definicién 6.4. Sea g un dlgebra de Lie. Se define su dlgebra envolvente como
el par (U,v), donde U es una k-dlgebra, v: g — U un homomorfismo de dlgebras
de Lie tales que verifican la siguiente propiedad universal: para toda dlgebra R y
para todo homomorfismo de dlgebras de Lie u: g — R, existe una factorizacion
unica p = hv, donde h: U — R es homomorfismo de dlgebras.

Con esta definicién, una representacién de g, es un médulo sobre su dlgebra
envolvente, andlogamente al caso de los grupos finitos y los k[G]-mddulos.

Definicién 6.5. Sea g un dlgebra de Lie. Se definen
Der(g) = {6: g — g lineales | &([z,y]) = [3(2),y] + [2,6(y)]} C gllg)
el subdlgebra de Lie de las derivaciones de g, y
ad: g — Der(g)

dada por ad(z)(y) = [z,y], es decir, ad(x) = [z,—]. La aplicacion ad es un
homomorfismo de dlgebras de Lie y define por tanto una representacion ad: g —
gl(g), que se denomina representaciéon adjunta.

6.1 Representaciones de s((2,C)

Sea

g=5(2,C)={AeM(2x2,C) | tr(A) =0}.

Se puede comprobar que g es un algebra de Lie simple, es decir, que no tiene
ideales propios, y ademés que esta generada por:

1 0 0 1 0 0
o= (r=(o ) x=(00)>=(V0))
con el “producto corchete” definido de la siguiente manera:

[X,Y]=H, [H X]=2X, [HY]=-2Y.

Recordamos que la representacion adjunta de g no es mas que ad : g —
Der(g) C gl(g)(:= End(g)) donde ad(z)(y) = [z, y]. Por ser g simple, el homo-
morfismo de algebras de Lie ad es inyectivo.

En esta secciéon nos planteamos dar la lista completa de representaciones
irreducibles (de dimensién finita) de g. En primer lugar tenemos:
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Teorema 6.6. La descomposicion de Jordan de los elementos de un dlgebra de
Lie semisimple (suma directa de un nidmero finito de simples) es intrinseca.

La prueba de este teorema se puede consultar por ejemplo en [Fulton-Harris].

Se recuerda que el dlgebra de Lie gl(2,C) no es semisimple.

Mas que centrarnos en la demostracién del teorema, merece la pena aclarar
qué entendemos por “ser intrinseca”’: consideramos dos representaciones (V, p)
y (W,0) de g. La descomposicién de Jordan de p(x) y o(z) es suma de un endo-
morfismo diagonalizable (es decir, semisimple) y otro nilpotente que conmutan,
para cada x € g.

p() = p(x)s+ p()n;
o(z) = ox)s+ (@) } Vo eg.

El teorema afirma que existen unos unicos zs y x, en g tales que =z = x4 +
Ty, [Ts,2n] =0y

Un elemento = es semisimple (nilpotente, resp.) si zs = = (z, = z, resp.). En
resumen, la descomposicion de Jordan de los elementos de un algebra de Lie
semisimple s6lo depende de g.

En particular, tomando la representacién evidente g C gl(2,C) concluimos
que H es semisimple y X, Y son nilpotentes.

Sea (V,p) una representacién compleja de dimensién finita de g. Por el
teorema anterior p(H) es semisimple (suma directa de subespacios propios, i.e.
diagonalizable): V = @®V), donde A recorre el conjunto de los autovalores de
p(H) ¥ Vi = ker (p(H) — X id).

Si v € V), se dice que v es un vector de peso A, en este caso

AMXv)=X(\V)=XHv=[HX|v+HXv=-2Xv+HXv.

Por consiguiente H(Xv) = (A + 2)(Xv), de donde se deduce que Xv es un
autovector de H de peso A + 2. Es decir, XV, C V)42, y andlogamente Y'V) C
Vy—2. Luego, todos los autovalores que aparecen en la descomposiciéon de Jordan
son congruentes médulo 2.

Definicién 6.7. Un vector e € V' \ {0} es primitivo de peso \ si:
o He = )e.
e Xe=0.

Mas adelante veremos que esta definicién no depende de la eleccién de H y
X.

Lema 6.8. El conjunto de elementos primitivos es no vacio.
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Demostracion. Seax € V3 \{0}. Como X es nilpotente, entonces x, Xx, X°x, ..., X"x #
0,X"T1x = 0. Luego e = X"x es primitivo de peso A\ + 2r. O

Teorema 6.9. Sea e elemento primitivo de peso A\. Si e, = YTn,e para cada
n > 0 (por convenio se fija e_1 = 0), entonces:

1) H(e,) = (A—2n)e,, Vn > 0.
2) Y(e,)=(n+1)eyr1, Vn > 0.
3) X(en)=(A—n+1)e,_1, ¥n > 0.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector.
L . . . Ye,_
(Indicacién: Por induccién sobre n, teniendo en cuenta que e, = —2=1.) O

Consecuencias.- Si todos los {ey, },,>0 son distintos de cero, entonces tienen pesos
distintos. De donde se obtiene que V es suma directa infinita de los Vi, lo que
supone una evidente contradicciéon. Asi, podemos afirmar que existe un entero
positivo m tal que e; =0, Vi > m y e, # 0.

Aplicando 3) vemos que 0 = X (epn4+1) = (A — m) ey, lo que implica A = m
y por tanto que el peso de cualquier elemento primitivo es siempre un entero.
De hecho se tiene que todos los pesos son enteros.

De 2) se deduce que todos los e;, i < m son distintos de ceroy que e, ... , e,
son linealmente independientes. Asi, W := (ey,... ,e,,) es un subespacio invari-
ante, equivalentemente una subrepresentacién de algebras de Lie. Es irreducible
porque si tomamos una subrepresentaciéon W’ de W, entonces H [w €s semisim-
ple, pero {eg,...,en,} es la base semisimple de H. Por lo tanto, H)y tiene
los autovalores de Hyy. Asi e; € W', y entonces, por 2), también estdn los
€i11,--. ,€n ypor 3) los eg,...,e;_1. Luego W =W".

Sean e y € dos vectores primitivos de peso m y m’, respectivamente. Me-
diante el razonamiento anterior obtenemos dos representaciones irreducibles W
y W’ de g. Si m y m' no son iguales, entonces las representaciones forzosa-
mente han de ser distintas, es mas, se puede ver que el inico homomorfismo de
representaciones entre Wy W' es el cero. En cambio si m = m’, entonces W
es isomorfa a W’. En efecto, basta considerar cualquier isomorfismo de Clg]-
médulos que lleve e en €. (;Lema de Schur?) Luego el subespacio invariante
W depende exclusivamente (salvo isomorfismo) del peso del vector primitivo
elegido. Sea W,,, = (eq, ... ,en), para cada entero positivo m.

Todas las representaciones irreducibles son de este tipo. En efecto, acabamos
de ver que para cualquier vector primitivo e de peso m se obtiene una repre-
sentacion irreducible isomorfa a W,,.

Teorema 6.10. Toda representacion compleja de dimension finita de g es suma
directa de representaciones del tipo W,,.
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